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《现代 数学 基础 丛书 》 序 


对 于 数学 研究 与 培养 青年 数学 人 才 而 言 , 书籍 与 期 刊 起 着 特殊 重要 的 作用 . Vr 
多 成 就 卓越 的 数学 家 在 青年 时 代 都 曾 钻 研 或 参考 过 一 些 优 秀 书籍 ， 从 中 汲取 营养 ， 
获得 教 益 . 

20 世纪 70 年 代 后 期 , 我 国 的 数学 研究 与 数学 书刊 的 出 版 由 于 文化 大 革命 的 浩 
劫 已 经 破坏 与 中 断 了 10 RE, 而 在 这 期 间 国 际 上 数学 研究 却 在 迅猛 地 发 展 着 . 1978 
年 以 后 , 我 国 青年 学 子 重新 获得 了 学 习 、 钻 研 与 深造 的 机 会 . 当时 他 们 的 参考 书籍 
大 多 还 是 50 年 代 甚至 更 早期 的 著述 . 据 此 ， 科 学 出 版 社 陆续 推出 了 多 套数 学 丛书 ， 
其 中 《纯粹 数学 与 应 用 数学 专著 》 从 书 与 《现代 数学 基础 丛书》 更 为 突出 , 前 者 出 
版 约 40 卷 ， 后 者 则 逾 80 卷 . 它们 质量 其 高 ,影响 颇 大 ,对 我 国 数学 研究 、 交 流 与 
人 才 培 养 发 挥 了 显著 效用 . 

《现代 数学 基础 丛书》 的 宗 则 是 面向 大 学 数学 专业 的 高 年 级 学 生 、 研究 生 以 及 
青年 学 者 , 针对 一 些 重要 的 数学 领域 与 研究 方向 , 作 较 系统 的 介绍 ， 既 注意 该 领域 
的 基础 知识 ， 又 反映 其 新 发 展 ,力求 深入 浅 出 , 简明 扼要 , 注重 创新 . 

近年 来 , 数学 在 各 门 科学 、 高 新 技术 、 经 济 、 管 理 等 方面 取得 了 更 加 广泛 与 深 
入 的 应 用 , 还 形成 了 一 些 交 叉 学 科 . 我 们 希望 这 套 从 书 的 内 容 由 基础 数学 拓展 到 应 
用 数学 、 计 算数 学 以 及 数学 交叉 学 科 的 各 个 领域 . 

这 套 从 书 得 到 了 许多 数学 家 长 期 的 大 力 文 持 ， 编 辑 人 员 也 为 其 付出 了 艰辛 的 
劳动 . 它 获 得 了 广大 读者 的 喜爱 . 我 们 诚挚 地 希望 大 家 更 加 关心 与 支持 它 的 发 展 ， 
使 它 越 办 越 好 ， 为 我 国 数学 研究 与 教育 水 平 的 进一步 提高 做 出 贡献 . 


Mp 乐 
2003 年 8 月 


Dil} 


前 


本 书 分 上 下 两 册 . 上 册 介 绍 了 有 限 p 群 的 基本 理论 和 方法 、 我 国学 者 在 p 群 领 
域 的 早期 工作 、p 群 的 计数 以 及 交换 性 较 强 的 几 类 重要 p 群 的 分 类 . 下 册 分 5 章 . 

第 10 章 继续 从 不 同 的 角度 研究 交换 性 “ 较 强 ”的 有 限 p ER. 我 们 观察 到 , 内 交 
换 p 群 的 导 群 的 阶 是 p, 反之 不 然 . 另外 , 内 交换 p 群 的 真子 群 的 导 群 是 平凡 的 . 由 
这 些 观察 出 发 , 导 群 p 阶 的 p 群 、 二 元 生成 导 群 循环 的 p 群 、 真 子 群 的 导 群 的 阶 不 
超过 p 的 p 群 等 被 研究 和 分 类 . 另外 , 对 于 非 交换 p HE, 考虑 非 交 换 元 生成 p3, p' 
阶 的 内 交换 子 群 、 非 交换 子 群 的 中 心 均 相 等 等 条 件 , 这 样 的 p 群 也 被 分 类 . 本 章 介 
绍 这 些 结果 . 

第 11 章 介 绍 正规 性 “ 较 强 ”的 有 限 p 群 . 研究 正规 性 “ 较 强 ” 的 p BÉ, 人 们 主 
要 从 以 下 三 个 角度 考虑 : 一 是 对 非 正规 子 群 加 以 某 种 限制 . 这 方面 的 一 个 重要 结果 
是 Passman 给 出 的 非 正规 子 群 均 循环 的 p 群 的 分 类 . 之 后 , 非 正规 子 群 均 同 阶 、 SE 
正规 子 群 的 阶 不 超过 p’, p? 的 p 群 分 别 被 分 类 . 二 是 对 非 正规 子 群 的 正规 闭 包 加 
以 某 种 限制 , 例如 , 非 正 规 子 群 的 正规 闭 包 均 同 阶 、 非 正规 子 群 的 正规 闭 包 均 包 含 
导 群 、 非 正规 子 群 的 正规 闭 包 较 小 等 , 这 样 的 p 群 也 被 研究 和 分 类 . 三 是 研究 非 正 
规 子 群 的 正规 化 子 较 小 的 p SE. 再 就 是 弱化 正规 性 条 件 , 例如 , ES SRA 
换 子 群 、TI 子 群 的 p 群 分 别 被 研究 和 分 类 . 另外 , 还 有 Hamilton p 群 的 其 他 一 些 
推广 . 本 章 介 绍 这 方面 的 结果 . 

第 12 章 专门 介绍 亚 Hamilton p 群 的 分 类 . 所 谓 亚 Hamilton p 群 , METH 
或 交换 或 正规 的 非 交 换 有 限 p Sf. 容易 看 出 , Hamilton p 群 、 内 交换 p 群 及 前 几 章 
介绍 的 Ao 群 、 非 正规 子 群 均 循环 的 p 群 、 非 正规 子 群 的 阶 不 超过 p? 的 p 群 等 均 
ÆW Hamilton p 群 . 因而 它 既 可 看 作 交 换 性 较 强 , 也 可 看 作 正 规 性 较 强 的 非 交 换 p 
群 . 分 类 亚 Hamilton p 群 也 是 p 群 中 的 一 个 老 问 题 . 安立 坚 在 其 北京 大 学 博士 学 
位 论文 中 彻底 完成 了 其 同 构 分 类 . 本 章 给 予 专门 介绍 . 

第 13 章 介绍 几 类 临界 p 群 的 分 类 . 所 谓 临界 群 就 是 群 G 本 身 不 具有 性 质 P, 
但 它 的 每 个 真子 群 (AMR. RA) 具有 性 质 P WR. 当 G 为 p HN, 也 称 之 为 
临界 p 群 . 例如 , 内 交换 p 群 、 内 亚 循环 p 群 、 极 小 非 正则 p 群 等 都 是 临界 p HE. 
本 章 介绍 另外 三 类 临界 p 群 的 分 类 , 即 极 小 非 3 交换 3 群 、 极 小 非 Po-p 群 以 及 内 
Po-p 群 . p 交换 p 群 是 有 限 p 群 中 “接近 ”交换 群 的 一 个 重要 群 类 . 例如 , 4 p=2 
时 , 2 交换 2 群 即 为 交换 群 . 另外 , EFRA 1 的 群 恰 是 交换 群 . AMSA 2 的 
p 群 也 可 看 作 是 “接近 ”交换 群 的 p 群 . 显然 , 内 类 2 的 p 群 的 分 类 可 看 作 是 内 交 


eive 前 


nlk 


换 p 群 分 类 的 一 个 自然 的 、 较 大 的 推广 . 

第 14 章 介绍 我 国学 者 在 p 群 其 他 方面 取得 的 结果 . 我 们 知道 , p 群 有 太 多 问题 
是 未 知 的 , 从 不 同 角度 探索 p 群 结构 是 有 益 的 . 本 章 的 内 容 主要 有 p RRA. 
余 次 数 、 特征 标的 核 、 子 群 交 、Wielandt 子 群 等 问题 的 研究 结果 ， 以 及 拟 NC BE. 
平衡 p 群 、 自 对 偶 p 群 、 特 殊 类 型 的 p 群 、 子 群 具有 某 种 特定 性 质 的 p 群 的 分 类 
等 结果 的 介绍 . 

本 书 是 为 具有 p 群 初 等 知识 的 读者 编写 的 , 在 p 群 知识 上 力图 做 到 自 包含 . 另 
外 , 对 于 不 以 英文 发 表 的 文献 或 不 易 找 到 的 文献 , 都 列 出 了 它 在 MathSciNet 数据 
库 中 的 编号 , 以 方便 读者 查阅 该 文 的 摘要 . 再 者 , 在 引用 前 述 结果 时 , 都 按 章节 统一 
编号 . 例如 , 命题 1.1.3 指 的 是 第 1 章 第 1 节 的 第 3 个 命题 . 

由 于 作者 水 平 有 限 , 缺陷 与 不 足 之 处 在 所 难免 , 热忱 欢迎 读者 批评 指正 . 


2016 年 9 月 于 山西 师范 大 学 
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第 10 章 ”交换 性 较 强 的 有 限 p 群 


前 面 看 到 , 最 接近 交换 群 的 非 交换 群 自然 是 内 交换 群 , 也 称 为 A 群 . 研究 比 
A, 群 类 更 大 的 群 类 被 许多 群 论 学 家 关注 , 并 取得 了 基础 性 的 结果 . 例如 , A 群 、.4s 
群 的 同 构 分 类 , 以 及 具有 一 个 内 交换 极 大 子 群 的 p 群 的 分 类 等 . 除 此 之 外 , 从 其 他 的 
角度 研究 内 交换 群 类 的 推广 也 有 许多 成 果 , 例如 , 文献 [1], [35], [36], [182] 研究 导 群 p 
阶 的 p 群 . 文献 [202], [218] 研究 了 导 群 是 (p, p) 型 的 p 群 . 导 群 循环 的 有 限 p 群 的 研 
究 在 文献 上 也 可 以 找到 很 多 论文 ,参见 [48], [49], [63], [81], [120], [158], [219] 等 . 值得 
一 提 的 是 , Miechl158] 在 1975 年 给 出 了 二 元 生成 、 导 群 循环 的 有 限 p 群 (p > 2) 的 完 
全 分 类 . 但 他 使 用 了 过 多 的 参数 , 不 太 好 应 用 . 2013 年 , RERE [209] 中 使 用 文献 
[242] 描述 的 方法 , 对 这 类 群 重新 给 出 了 分 类 . 该 分 类 比 Miech 在 [158] 给 出 的 分 类 
简单 . 对 于 p = 2 的 情形 , 这 个 问题 仍 未 解决 . 注意 到 内 交换 群 的 真子 群 的 导 群 是 平 
凡 的 . 黎 先 华 等 256, 257) 研究 每 个 真子 群 的 导 群 均 较 小 的 p E. Janko 在 文献 [102], 
[104], [106] 中 进一步 减弱 文献 [256] 的 条 件 , 得 到 了 这 些 p 群 结构 的 描述 . 张 勤 海 
等 265] 进一步 研究 真子 群 亚 循环 或 真子 群 的 导 群 的 阶 不 超过 p HU p 群 ， 安立 坚 
等 中 、 张 勤 海 等 274 则 从 两 个 非 交 换 元 生成 较 小 阶 的 内 交换 群 的 角度 研究 交换 性 
较 强 的 p HE. 总 之 , 研究 交换 性 较 强 或 较 好 的 p 群 是 p 群 领 域 的 活跃 课题 . 本 节 介 
绍 该 领域 的 有 关 结 果 . 


10.1. SR p 阶 的 p 群 


SR p 阶 的 有 限 p 群 的 结构 可 由 中 心 积 描述 . 

引 理 10.1.1 RG AAR p HH |G'| — p, HÆG HARRIZ. N G = 
H * Ca(H). 

证 明 ”由 定理 1.7.7 可 知 d(H) —2. 不 妨 设 = (a,b). W Ce(H) = Cela) N 
Ca (b). 考虑 a 在 G PHP, 则 


af = (a? | g € G} = (a[a,g] | g € G} Cac’. 
EIX |G'| = p, 3 [aC] < p. AT laf] = p, BE |G : Cc (a)| = p. IR |G : Ca (0| = p. 
F |G: Ce(H)| = p. 现在 有 


_ JE||Ce(H)| _ |H||Ce(Ħ)| 


Hce) = TAC) ZE) 
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因为 H 内 交换 , 再 由 定理 1.7.7 可 知 |H : Z(A)| =p?. 于 是 |HCG6(H)|=|G|. oO 

定理 10.1.2 设 G ZAR p Æ |G'| — p. M 

(1) 存在 G 的 内 交换 子 群 Ai, Aa, ,As 4249 G = (Ai Ago A)JZ(G); 

(2) G/Z(G) X p?* 阶 的 初等 交换 群 , 记 为 Eso; 

(3) € G/G' 初等 交换 , 则 对 1 <i< s 34H |A| =p, Ar*Age---* A, 为 超 特 
Fk p 群 . 

证 明 (1) 对 G 作 归 纳 . XE A 是 G 的 内 交换 子 群 ， 由 引 理 10.1.1, ME 
G =A, *Cc(Ai). & C =Co(A1). F C ZK, N G= AiZ(G). Æ C 不 交换 , WU 
|C'| 2 p. 由 归纳 假设 , 对 于 群 C 定理 成 立 . 不 妨 设 


C= (Ag * Ag * -+ * A,)Z(C), 


其 中 A2, 43,… ,4。 是 内 交换 子 群 . 明显 地 , Z(C) = Z(G). 
(2) s 进行 归纳 . 当 s= 1 时 , G = ALZ(G). 于 是 


G/Z(G) = Ay Z(G)/Z(G) = Ai /(AifZ(G)) = Ai/Z(A1) = Ai/6(A)) = 
结论 成 立 . 当 s>2 时 , 设 G =A, «Ni, 其 中 Ni = (Ao *--* A)Z(G). 下 证 
G/Z(G) = AZ(G)/Z(G) x Ni/Z(G) 
因为 Z(G) = Z(N1), 由 归纳 假设 可 知 
Ni/Z(N1) = Ni/2(G) = Ejie-». 


MAA Z(G 


) = Z(M) < M, BREWS A12(G) 站 Ni = (A411 N))Z(G). X 
AN, < Z(G 是 AZ 


(G) NN: < Z(G). 从 而 

G/Z(G) = A12(G)/2(G) x Ni/Z(G) & Epa x Ezy % Ey. 
(3) HF 14 AL& GC’, KC’ = A, MAAN 1«i« s. MG/G 初等 交换 , 故 
A;G' /G! = A;/G'NA; = A/A; 


初等 交换 . 从 而 (A, = AL BM d(A) = 2, 于 是 |A;/9(A)| = p. 由 此 可 得 
|A| 2 p? SMAAK 1 <i<s. 
4 K = Ay * Apc As, 其 中 A; = (aibi). 由 归纳 法 可 证 


K/G' = (ài) x (b1) x (G2) x (bg) x +++ x (Gs) x (Bs), 
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任 取 k e K, 则 
ke = ay bf az by? + age by. 
因为 K/G' 初等 交换 , 故 0 < zi,yi <p—1. 从 而 存在 z e G' 使 得 
kaap br aghi ary. 


由 于 K = Ay x A2 so As 是 中 心 积 , 故 [k, ai] = (0%, a;] E [k, bi] = [a?*, bi]. 显然 ， 
MF1<2i,y<p-1,8 


Aj = (ai, bi) = (a7*, bi) = (ai, b?) 


内 交换 . MC 1 关 [anbi] = b,a] = [a; b]. 由 此 可 得 Vi [k a] =1 € y; = 0 I 

[b] =1 zi — 0. 由 此 进一步 可 得 , k e Z(K) 当 且 仅 当 z; = y; = 0, Vi. OX 

k—zeG'. 所 以 Z(K) < G'. 因为 1 < |Z(K)|, 所 以 Z(K) = G'. 由 (1) 可 

Al, Z(G) = Z(K). BR G' = K'， 田 一 方面 , 8(K) < O(G). E G/G' 初等 交 

换 得 e(G) = G'. WM (K) = K. HETA Z(K) = O(K) = K' ABA p. W 

K = Ay * Ag *.…* As 是 超 特殊 p EE. ü 
注 ” 张 勤 海 等 在 文献 [272] 给 出 了 超 特殊 p 群 的 三 个 等 价 性 质 . 


10.2 二 元 生成 导 群 循环 的 p E 


本 节 介 绍 文献 [209] 获得 的 导 群 循环 二 元 生成 的 有 限 p RE (p > 2) 的 分 类 结果 . 
命题 10.2.1 设 G 是 有 限 正则 p 群 , H 4G. 则 w(G/H)+w(H) 2 w(G). 
证 明 ”因为 


IG/0:(G)| » pO), pe/ = ((G/H)/0s (G/H)| = |G/01(G) AI, 
有 |U1(G)H/01(G)| = pO“), 注意 到 
Ui(G)H/U1(G) & H/Ui(G)')H, WH) < MH. 
由 此 可 得 
pC/ = iy (G) H/01 (G)| = |H/01(G)N | < (H/01(H)| = p". 


因而 w(G) — w(G/H) < w(H). 3X w(G/H) +w(H) > w(G). 口 
定理 10.2.2 设 G 为 二 元 生成 的 有 限 p FE, G' 循环 , p 为 奇 素数 . 则 G 正则 
且 w(G) « 3. 


证 明 ”由 于 p>2 且 e 循环 , 因此 由 定理 1.11.4(3) 可 知 , G 正则 . 进一步 , 由 
于 G' 循环 , 因此 G” = 1. & 0(G’) = 1(G'). 因而 


p^) = |G'/01(G")| = |G'/&(G^)| = 
故 w(G’) = 1. BPR, AA 
p^9/6 = |G/G'/01(G/G')| = |G/01(G)G"| = |G/&(G)| = p’, 


所 以 w(G/G') = 2. 因而 由 命题 10.2.1 知 , w(G) < w(G’) + w(G/G') = 3. 口 

由 于 d(G) = 2 H d(G) < w(G); 因此 w(G) = 2 R 3. 车 w(G) = 2, 由 定理 
7.2.1 可 知 G 亚 循环 . 而 亚 循环 p 群 已 被 分 类 . 故 下 面 仅 考虑 w(G) = 3 的 情形 . 
为 G ENE. p? = p* = |G/51(G)|, 因此 可 设 G 的 型 不 变量 为 (n,m,7). 显然 ， 
exp(G) =p" Hn2 m2 r. ÆW G 的 一 个 工 群 列 


G = Lo(G) > L1(G) > L(G) > La(G) = U1 (G). 


由 于 |G/L2(G)| = p’, 因此 G' < L(G). 显然 01(G) < D2(G). HM (G) < L2(G). 
又 因 d(G) = 2, 所 以 |G/e(G)| = p’. 故 总 可 假设 L2(G) = 8(G). 

RX a € Lo(G)\Li(G), b € Li(G)\Lo(G), d € Lo(G)\L3(G) 且 为 最 小 阶 元 素 , 由 
定理 4.2.17 可 知 , (a,b, d) 为 一 组 唯一 性 基底 , 其 中 ola) = p”, o(b) = p", old) =p" 
HG = (a,b). EF G' 循环 , 因此 总 可 假设 G' = (c) H o(c) = p". 容易 证 明 
ce La(G)\L3(G). 由 于 G = (c) = ([a,b]) E. G 正则 , 由 定理 1.11.5(5) TA u < m. 
Hn2ms2u2r. 

FHA u=r M u >r 两 种 情形 对 导 群 循环 二 元 生成 的 有 限 p 群 进行 分 类 . 

先 看 u=r 的 情形 . 

定理 10.2.3 KG 为 二 元 生成 导 群 循环 的 奇 阶 有 限 p 群 , 且 设 G 的 型 不 变量 
为 (n,m,r), |G'| =p". R] 


G = (a,b,c | a" = Ww" = c" = 1, [a,b] = c, [c, a] = c? , [c, b] = 


AcPongmrst JEZA r«mixnsuct—r Acr&mz«nst&tc« 
min(r,n — m +s}, 且 对 于 参数 n, m, rst 的 不 同 取 值 , 对 应 的 群 互 不 同 构 . 
WEBB ”注意 到 |G'| = p, 因此 (a,b, c) 为 G 的 一 组 唯一 性 基底 . 显然 


aN = (a) ie) = (f Ye) = 1. 


考虑 群 (a,c) 和 (b,c)， 因 为 (c) 8 G, 所 以 (a,c), (b,c) 均 为 亚 循环 pF. 由 定理 
2.1.6, 分 别 用 a, b 的 适当 方 赛 替 换 a,b 可 得 


n m r s t 
a =b =P =1, a`lea=c t, bleb= cdt , 
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其 中 n,m,7,s,t 为 正 整数 且 st & r. 由 于 G' = ([a,b]) = (c), 因此 不 妨 设 [a, 0] = c. 
4 s >t, H [47] 中 的 引 理 6.2.3 45, 可 取 适 当 的 i 并 用 abi 替换 a 可 得 
(abi) te(abt) = ctt. 进而 总 可 设 s < t. 
E (b,c) 交换 , 则 可 得 定理 中 的 群 , 此 为 r+ < mmn, stor 的 情形 . & (b,c) 
非 交换 . 断言 + < n 一 m 十 s. AE, Wt>n—m+s. 由 [247] 中 的 引 理 6.2.3 Anl, 可 
取 适 当 的 i, 并 用 a?" "b 替换 b 可 得 


(ai? " b)-le(a"" "b)—e, o(a"  b)-—p"^. 


并 且 (a, aP” ™ b,c) DA G 的 一 组 唯一 性 基底 . 由 于 s&t«n-m-s, Bt n > m. 
从 而 可 得 定理 中 的 群 , 此 为 7 < m <n, st<min{7,n 一 m 十 s} 的 情形 . 

下 面 将 证 明定 理 中 所 有 参数 均 是 G 的 不 变量 . 由 于 G 的 型 不 变量 为 (nm,r) 
E |Gs|=p" ^5, 因此 n,m,r,s 为 不 变量 . 最 后 我 们 来 证 明 t 也 是 不 变量 . 显然 只 需 
考虑 7 <m <n,s<<t<min{7,n 一 mm 十 s} 的 情形 . 不 失 一 般 性 , > 


n "c 
a; = a^ bc, p, =a?" T ee, cy = [ab], 


其 中 pt injo. BUSA brebi = ct 09^, dE Len ms Hpt ja, 
因此 可 记 br terb) = cA"), 其 中 p pw. 故 二 是 不 变量 . 

综 上 可 知 , 参数 n,m,r,s,t BARRE. 因此 , 对 于 参数 mw mm s,t 的 不 同 取 
值 , 对 应 的 群 互 不 同 构 . 

最 后 , 利用 循环 扩张 理论 可 以 证 明 , 对 于 定理 中 得 到 的 群 而 言 , |G] = pt", 
并 且 通 过 计算 可 知 G' 循环 且 G 的 型 不 变量 为 (n,m,7). 口 

FEAH u > r 的 情形 . 

定理 10.2.4 设 G 为 二 元 生成 导 群 循环 的 奇 阶 有 限 p 群 ,其 型 不 变量 为 (n,m,7). 
再 设 |G'| 2 p". NG 同 构 于 以 下 群 之 一 , 这 里 n,m,u,r,s,t,0,i,0 均 为 正 整 数 . 

(I) (a,b,c| a?” ^ = c," = c" =1, [a,b] = c, [ca] = c", [c,b] = 1), 其 中 
r+l<ugmenu-resqguen—utr. 

(I) (a,b,c | a?”  — c ,w" = c" = 1,[a,b] = c, [ea] = 1, [o6] = c), 
HPrrt+l<u<cm<nu-(r+m-—min{m,n-—ut+r}) <t<upto E 
c < min(p^*,p^*). S¥n-ut+re>uR,u-r<t Sn-ut+r<u kK, 
c =1(mod p") Hn-u=t. 

(II) (a,b,c | a" "^ = cP", = c?" =1, [a,b] = c?, [e,a] = c", fe, b] = cP), 其 
Pr+l<u<cm<n,t<min{n—m+s,u},u—r<s<min{m—min{m,n—-—ut+ 
r}+t,u}, pto .Boc«min(p"-77, pminin-mtsus)-!*Y S n—-u+r >u t, u-r<st. 
ţ n—u+r <u h}, o= 1(mod p") Bn—uc-t. 
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(IV) (a,b,c | a" "7 a ee ap" = eP" P" =1, [a b] — c", [c a] =", [cb] = 
1, &'Pr-1«u£m«n-ucr-0,0€£u—r,0« m-r,u—-r—0&s&u,píoc, 
ap" —? --p^** = 0(mod p"). 3E. AH n—u--r--0—m-4-0 2 u—s, 则 c < min(p?, p"^5). 
#n-u+r+0-m+0<u-s, Bj c € min(phtv-s-(—utrt0)r(m-0) pur}, 

(V) (a, b,c| P SEP T aa pp? UN P l,[a, 5] =e", [6,0] = 1, [e, 8] = 
cP’), HPr+l<u<cm<n-—ut+rt+6,6< min{fu—r,m—u},u-r<t<u,pto 
E € min{p*-"~?, p^-*). 

(VI) (a,b,c | gp Mt? gipt* peto! op” cp = 1, [a;b] = c7,[c,a] = P, 
[c, = cP), HPr+l<u<cm<n—utrt+,6<u-r,6<m-—r, u-r—-6<s «t, 
u-r<t<min{un—u+r+0—m+6+s}, ptio, op"-? + p^** = 0(mod p"), 
c € min(p?, p'-*) 并 且 i< min(p"-*, p"77-?). 

并 且 不 同类 型 的 群 或 者 相同 类 型 但 不 同 参 数 的 群 互 不 同 构 . 

证 明 ”注意 到 (a,b, d) 为 G 的 一 组 唯一 性 基底 且 G' = (c), olc) = p" 其 中 
u>r. 因为 (a) 门 (0) = 1, 断言 (a) (Ye), (b (Yo) 中 至 少 有 一 个 为 1. BA, 则 可 设 


(omte = 4^), (WN) = (^). 


m1 (977177 < (a) y), FB. 不 妨 设 (00) = 1.R (a) (Y) = (97). W 
o(à) = p^-"*^. 由 于 (b) (c) = 1, 因此 o(5) = p^. 3 |(a) (10)| =’. 由 于 


mu gy Er rc 
jme dde 2el="_ rer, 


Bb a=r+0 H ofa) = p^—*7*9. 进而 , 我 们 分 以 下 两 种 情形 讨论 . 
情形 1 总 存在 G 的 一 组 唯一 性 基底 (a,b, d) 使 得 G= (a) x (b), Bl 0 = 0. 
SR o(a) = p^", o(b) = p^ H (a^ ^^) = (°). 由 于 (c) 3G, 因此 (a, o), 
(b, c) 均 为 亚 循环 p EE. 由 定理 2.1.6 Ail, 总 可 用 a, b 1538 2477 EE. a,b 可 得 


n—u-r r m u Pa E axi 
a? =P, P =P =1, alea=cl*”", blcb=ce!lt? 


其 中 n,m,u,r,s,t 为 正 整 数 且 s,t < wu. 由 于 G^ 循环 , 因此 总 可 假设 [a,b] = c7, 其 
中 pto. 进一步 , 因为 G EM, 由 定理 1.11.5 We r+s >u. 
由 于 G' 循环 , 因此 G 亚 交 换 . 由 命题 1.1.9 和 命题 1.1.10 知 


e eir ret een) 
》 


n—u--r 


[a” 


BEAL reau BU nta o oo". BA 8 = = 
p . 因此 op" utr = ptt (mod p"). 进一步 Encor on oe ee F 
n—-utr<u, Wn-u=t E o =1(mod p*"-*), 
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子 情形 1.1 — (b,c) 交换. 

KAX t =u H opet = p'*'*(mod p^, Mn-—ut+r>u. $ bi =b, HH 
cT =1(mod p"). M) [a,0;] = c B. [cb] = 1. RG AMP eH POR (1). 此 时 ， 
n,m,u,r 为 不 变量 . 进一步 , ALA |G| =p, 所 以 s 为 不 变量 , 因此 对 于 满足 定 
理 中 条 件 的 参数 n, m, wm s 的 不 同 取 值 , 得 到 的 群 互 不 同 构 . 

子 情形 1.2 (b,c) 非 交换 

类 似 定理 10.2.3 的 讨论 , 可 得 t+<n 一 m 二 s 且 


8 x E, n—u-rzrmm, 
s«m-—(n—u-tr)tt, n—uc4r&m. 


从 而 二 < min(n —m+ s,u) A s < min(m — min(m,n — u +r} +t, u}. 

子 情形 1.2.1 s = min(m — min(m,n — u - r) 4 t,u). 

注意 到 7 十 s 2 u. 因此 r--m— min(m,n—u--r) -t 2 u. # s — u, Jl [ea] — 1. 
车 s-—m-min(m,n —u- r) +t, 则 存在 适当 的 j 并 用 api" 777 替换 a 
可 得 


aS m—min{m,n—u+r} 


(ab)? lc(ab’? )2e 


从 而 可 设 (a, c) 交换 . 进而 G 有 如 下 定义 关系 : 


n-—u--r 


=P, w'2g'-l ad=, [ead-1, [eb] =, 


a? 
其 中 
r+l<u<cmen, u—(r-mc-min(m,n—u-cr) €t«u, pto, 


Ho 为 正 整数 . 

因为 G 的 型 不 变量 为 (n,m,7), |G’| 2 p" B. |G| = p"7*, S n,m,u,r, t WAAR 
变量 . 从 而 只 需 考 虑 当 o WAEN, 对 应 的 群 两 两 互 不 同 构 即 可 . 为 方便 证 明 , 用 
Glo) 记 群 G. 假设 Glo) = G(o^). 在 群 G(o) 中 , > 


Q1 = at pick | by = a"? bP? cha. Ci = 


其 中 iiz ji jz kokou 取 适 当 的 整数 且 piüjov 使 得 a1, b 生成 G(o), H a, 
bi, =[a1, b1] 满足 群 Glo’) 的 定义 关系 . 显然 pm-minfmn-utr} | ji H pn77 | ig, 
经 计算 知 ， 
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(ii + kip" *)p" = vp" (mod p"), (10.1) 
i, ELE la egt 0 ees QE REP la pph 

+ki[(1 +p)? — 1] + ko[1 — (1+ p) ] = vo", (10.2) 
(1+ p)? = 1(mod p"), (10.3) 
(1+ pf)?7! = 1(mod p"). (10.4) 


由 式 (10.3), (10.4) TAI p"7* | 5. A p"7* | ja — 1. H o x (10.1) 得 
ao (ti + kip” *)p’ = vo'p' (mod p"). 


进而 根据 式 (10.2) 可 知 , oi = cis jo — oi2j;(mod p*-7). 因此 


o =o'(mod min(p"^*, p"). 


下 证 总 可 取 适 当 的 元 素 满足 前 面 的 定义 关系 且 使 得 o < min{p*-",p*"}. > 
a’ — a,b =b, d = c", 其 中 v=1(mod p^77), j  1(mod p**). 经 计算 知 


[a’, b] = Ut) repa] 


容易 证 明 : 总 存在 适当 的 ; = jo 使 得 


fon (3 + G) + n p) < put. 


E pU <p", v — 1, 结论 得 证 . 车 pn! > pr, 则 可 取 适 当 的 w= vo, 其 中 
vo = 1(mod p*—") 使 得 


v lo(j- G) pepp Dp, 


结论 亦 成 立 . 从 而 得 定理 中 的 群 (IL). 
子 情形 1.2.2 s<min{m—min{m,n—ut+r}+t,u}. 
此 时 G 有 如 下 的 定义 关系 : 
a" 5 2g W'zg'zi [ab-c, [eal=c", feb] = e 
其 中 
r+l<ucmcn, 
t < min(n — m+ s,u), 


u—rt&s«min(m —min(m,n —u--r) -t,u plo. 
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显然 n,m,r,u WA G 的 不 变量 . 进一步 , 类 似 定理 10.2.3 的 证 明 可 知 , s, t 也 
是 G 的 不 变量 .从 而 我 们 只 需 考虑 当 o 取 何 值 时 , 对 应 的 群 两 两 互 不 同 构 . 为 方 
便 证 明 , 用 G(o) 记 群 G. 假设 G(o) = G(o’). ER Glo) 中 , + 


ay = abie, p, m ape RS e =e’, 


其 中 iiiz jn jz 5. kso 取 适 当 整 数 且 p + ijv 使 得 a1, by EM G(c) H a, 
b1,cY =[a1, bi] WER Gl) 的 定义 关系 . 显然 pr—mintran—wtr} |j, A pnm | iz. 
类 似 子 情形 1.2.1 的 证 明 可 得 


e ze (mod min{p* "pete a 413 


进而 总 可 取 适 当 的 元 素 满足 前 面 的 定义 关系 且 使 得 o < min (p'77, pninin- mtsent), 
综 上 可 得 定理 中 的 群 (DI. 类 似 定理 10.2.3 可 证 明 , 群 (1 ) 一 (II) 两 两 互 不 
同 构 . 

情形 2”G 的 任意 一 组 唯一 性 基底 (a, b, d) 均 不 满足 G= (a) x (b, Bl 0 40. 

由 于 aN = (077^), (b) Me) = 1 Ka) 8 = p, 因此 (a 7) = 
(5?”")， 进 而 总 可 设 ae" — p". 其 中 p i。 断言 o(a) > o). #7, > 
ay = ab iP 显然 o( 而 ) = pet, 由 于 o(b) = p™ B. [G| = p**7-v, 
因此 G = (a1) x (b). BA ay € Lo(G)\Li(G) B. o(a) = p^. 归结 为 情形 1. 

由 于 o(a) > o(b, AE n —u--r-0 » m. Fn = aci v 777a. 则 
o(b) = p"-?. 从 而 G = (a) x (b), 其 中 o(a) = prette, o(h) = p=. 因为 
0 3 0, Hb 不 属于 G 的 任意 一 组 唯一 性 基底 . 

因为 G 交换 , 故 G 的 型 不 变量 为 (n—utr+6,m—6). PIG n—u-r4-0, m 一 9 
均 为 不 变量 . 注意 到 n,m ur 为 不 变量 . 因此 9 亦 为 不 变量 . 注意 到 本 ” = 1, 故 
不 失 一 般 性 , 可 设 un = oP". 易 知 G 为 om 交换 的 , 因此 好 ”= oo 由 
T (a) Qe) = (P), Bear) = (qe). 因而 总 可 设 丰 = oi”, 其 中 pj. 
IX jpt? = p*^* (mod p"). di r--0 2 z - 6, W pt? (jp? — 1)  0(mod p"). 从 而 
r=r. f r+0<s+0, N] p7^9(j —p*-") = 0(mod p"). Æ (j — p°") = 0(mod p"), 
Jl] z — r. di (j —* 7) £ 0(mod p”), W z--0 5 r--02 u. F6 z»rHr-0-uv. 
ANH a= rte we” -c"Bu -i WAbeI(GAL(G) 因此 
o(b) 2 p^, 矛盾 . 因而 s =r. 故 好 ” = ce. 进而 , 用 b 替换 bh 可 得 , BP? = m. 

由 于 (0) 38 G, 因此 (a,c) 和 (b,c) 均 亚 循环 . 利用 定理 2.1.6, 分 别 用 a, b 的 适 
HIREM ANNE 


n—u-r4-8 ; a u i s = t 
a? ew, =P, wg =1, atea=ct?, plg lg, 
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其 中 n,m,u,r,s,t,0 为 正 整数 , stu 0€u-r H pti. AA G = ([a,b]) = (c), 
所 以 总 可 假设 [a,b] = c7, 其 中 pfo. 

由 于 G 正则 , 利用 定理 1.11.5 可 知 , m—0--t2 u,r-t zu BH r--0-s 2 u. 从 
m m>r+0. WE m>r+6. EB, Wm=u=r+6. & bi —bc^ H [abi] = c9 . 
Wo —1 Hbc = c. 此 时 , 显然 € L1(G)\Lo(G), 故 olb) > p^. 因此 
r=u=m, 矛盾 . 类 似 情形 1 的 证 明 可 得 , op? + pr+s = 0(mod p"). 

子 情形 2.1 (b,c) 交换 . 

不 失 一 般 性 , 分 别 用 bt Al ci 替换 b 和 cc 可 得 


n-—u--r4-6 T 十 9  m-—6 a 


a? af”, W ad, S eL [oB8]ed, a aec, pg, 


其 中 
r+l<u<m<n—ut+r+0, 9<u-r, 0«m-r, u—r—0&sxu, plo, 
H o 为 正 整数 . 由 于 |Gs| =p", 因此 s 为 不 变量 . 从 而 只 需 考虑 当 o 取 何 值 时 ， 
对 应 的 群 两 两 互 不 同 构 即 可 . 为 方便 证 明 , 用 G(o) 记 群 G. 假设 Glo) = Glo’). 在 
# G(o) 中 , $ 
al — a9 bc, b, — a pc, =e, 


其 中 iy, te, 51, jo, ki, Koo 为 适当 的 正 整数 , 且 p [jov 使 得 a, bi 生成 Glo), 并 
E a,b,c? = [a,b] 满足 Glo’) 的 定义 关系 . 显然 pr 一 “+r+e-m+9 | 和 ,从 而 可 记 


ig zz Ut pleme, 
经 计算 知 
iip" t? E jip t Otte- 0-9) = vp” *? (mod p"), (10.5) 
lp" *? + jap" + kop™—° = vp" (mod p"), (10.6) 
sji 3 S\ig __ 2» 
PP il» IG +p) = If 
gp po 
—ka[(1 + p?) — 1] + k1[(1 + p)? — 1] = vo’, (10.7) 
(1+ p*)^ =1+ p*(mod p"), (10.8) 
(1+ p’)® = 1(mod p"). (10.9) 


由 式 (10.8) 和 (10.9) 知 


TE 1(mod ge), ig = Vt eat = 0(mod p$}. 


4 o! x [(10.6) x à; — (10.5) x 1], 则 
m-—6 


o' (i1ja — i2j1)p"” + o'i kop = vo' (ip^ — lp"**) (mod p"). 
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故 由 (10.7) 可 知 


m-—0 — 


a (i1ja — i21)p" + oii kop [c (i132 — i231) — kep*](t1p” — lp^* 9) (mod p"). 


由 于 o’p™-°+p"** = 0(mod p") H r+6+s > u, AIE o'p" = ciip" —clp'** (mod p"). 
注意 到 ig = /pn «797749 = Q(mod p^7*). 4 n—ut+r+0—m+6>u-s 

时 , AF r0 <u Hi = 1(mod p*’), 因此 o’ = o(mod min(p?,p"-5)). 4 

n-u+tr+0—m+6 <u- s By, pes mute +4)+(m—8) |]. 由 于 


6+u—s—(n-—ut+r+6)+(m—0)=u-—s—(n-—ut+r+0)+m<u-s, 


因此 o^ = o(mod min{p¥—s— (9-447 +9) +m pu-ry), 


类 似 子 情形 1.2.1 的 证 明 , 总 可 取 适 当 的 元 素 满足 前 面 的 定义 关系 且 使 得 


c € min(y?,p"-*), n—uctrc-t0—m-c0zu-—s, 
| GE min(p^-*-inwirió)im qur. n—-utr+é—m4+60<u-s. 
综 上 可 得 定理 中 的 群 (IV) 
子 情形 2.2 (b,c) 非 交 换 . 
类 似 定理 10.2.3 的 证 明 , 可 得 s € t € min(u,n —u-- r -0 — m4 0 s). 
子 情形 2.2.1 s=t. 
4 a, = ab^. 则 


1 gr Bere 


- THO, 
a, Cay = Cc, üi = G-p 


a= en 


id [a,b] 2 c^. BPR, > ag — af, 其 中 
(i > pc erent mg = 1(mod y^ [a2, b] - ke’ a5 


不 妨 用 a 替换 ao, 则 有 下 面 的 定义 关系 : 


a? =P pm Fa", P=1, [atb-c, [ea]l-1, [e5-c", 


r+l<eucm<n, r+0<cu, m—0+t2u, 
r+t>u, t«u, r+0<m<n-—ut+r4+, pto, 


Ho 为 一 个 正 整 数 . 由 定理 1.11.5 可 知 


[5] =]=1, bp = 
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从 而 cc?” =1. BEM m-—902 wu. 故 


r+l<u<m<n-u+r+6, 0£min(u-r,m—u), u-r<t<u, plo, 


并 且 o 为 一 个 正 整数 . 
因为 |Gs| = p"-*, 所 以 t 为 不 变量 . 从 而 只 需 考 虑 当 o WAEN, 对 应 的 群 两 
两 互 不 同 构 . 为 方便 证 明 用 Glo) 记 群 G. 设 G(o) = Glo’). 在 群 Glo) 中 , 令 


a; — a8 bc, b, — ap, o=, 


其 中 odd. 4.42. ki ko, o 为 适当 的 正 整数 且 pt ijv 使 得 a , b) 生成 Glo), R. 
aj bic? = [a,b] WA Glo’) 的 定义 关系 . BR preter toms | jy dà iz = 
pera. 经 计算 知 


ipt? ts ayp finu r8) —(m—0) = vp" +4 (mod p*), 
lp" ** + jap" = vp" (mod p"), 


t ja ^ $ P = t jr : . 
ULEPIP Il TT is a (1+ pf): + a de d e FR (1 +p") 
p p 
+ko[1 — (1+ p)? ] + ki ((1 + pt)? — 1] = v0", 
(1 + p)?! = 1(mod p"), 


(1+ p)?? = 1 + p' (mod p"). 
类 似 子 情 形 2.1 的 证 明 , 可 得 c' = o(mod min(p"77-?, p"7*)). 
类 似 子 情形 1.2.1 的 证 明 , 总 可 取 适 当 的 元 素 满 足 前 面 的 定义 关系 且 使 得 c < 
min{p*-"-9,p*-t}. 从 而 可 得 定理 中 的 群 (V). 
子 情形 22.2 s<t. 
因为 |Gs| = p*s, 所 以 s 为 不 变量 . 类似 定 理 10.2.3 TA, t 为 不 变量 . 因此 
n,m,u,r,s,t,0 为 G 的 不 变量 . 显然 G 具有 如 下 定义 关系 : 


n—utr+0 sarto m-868 


a? =P P P, P=], [a, b] 2 c7, 


s t 
aq cach", pb teb=clt? , 


其 中 


r+l<ucm<n—utrt+é@, 0£u—r, <m- 


u-r-O<s<t, u—-r&t«min(un-—u--r4-0—m-F0-c-s), ptio, 


B do 为 正 整数 . 
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下 面 考虑 当 io 取 何 值 时 ， 对 应 的 群 两 两 互 不 同 构 ， 为 方便 证 明 , 记 G 为 
G(i,o). 假设 G(i,o) & Gli’, a"). 在 群 G(i,o) P, > 


a, = ai pci b; — abh, cl — cU, 


其 中 iiz joja ki, ka, v 为 适当 的 整数 且 pt iijav 使 得 ai, bi 生成 G(i,c), FH. 
ai, bi cl = [a,b] 满足 G(i, 0") 的 定义 关系 . BR pr-vtr+6-m49 | dy. dd ig = 
jy ine meg 经 计算 知 

iip" t? q jap Hert) — (m-8) = i'up” +? (mod p"), 

ilp'*? + jap + kap/^—* = vp" (mod p"), 
td +p) UE 

al) 二 
(1+ p*)"(1 +p’)? z 1- p*(mod p"), 
(1 + p5)? (1-- pt)? = 1+ p (mod p"). 
注意 到 s <t 由 [A7] 中 的 定理 6.2.3 可 知 , 存在 适当 的 L 使 得 (+p) = 

(1+ p*)7?" "(mod p"), 其 中 pt L. 因此 


(+p +p)” = (1-- p*)^ * 9" = 1+ p*(mod p^. 


MCAT i = 1 — jiLpt + Kp". 注意 到 


n—u-4-r--0 —m4-8 
E 


ig — lp t«n-—u-r-4-0-—m--6-4s. 


由 [247] 中 的 定理 6.2.3 可 知 , 总 存在 适当 的 M 使 得 
ies pe RT 
其 中 pt M. 因此 
(1 -p*)^ +p) = (1+ p) 
BOAT BL ja = 1 — LMp(n inem Q-0»es-t 4 Nut, 
类 似 子 情形 2.1 的 证 明 可 得 , o'p" = olii — li'p?)p" (mod p*) A 


(mod p"), 


iMi tmn MAtS tja (mod p”) = (1 + p*)(mod p”). 


iip" *? — lii'p^ t? t? + jip 


AK (a) 中 的 四 个 同 余 式 等 价 于 下 面 的 式 子 : 
o'p" = a(i; — li'p®)p" (mod p"), 
ijip'*? = lii'pr*9*? 4 jap eee oe) = i' jap" +? (mod p"), 
i =1=—jile* LE, 
jg =1- [My(eer- F8) n8 ret + Np" 


r+(n—u+r+0)—(m—8@) = i' jap" ** (mod p"). 


H 


-14- 第 10 章 交换 性 较 强 的 有 限 p 群 


其 中 pt LM H. KL, M,N 为 整数 . 进而 


o =o(1 — jALp'-* + Kp"-* — li'p*)(mod p*~*), 
(l— dui * + Ke =i ie peer 
(b) = i'(1 = (Mp trr8)-im-6) bat 小 N p"-*)(mod pet 
ii =1— jip + Kp", 
ja = f= Liftgate W Np. 


从 而 , # G(i;o) = Gi, o"), 则 


(c) o’ = o(mod min(p'-5, p?]), 
Cc 
i! =i( od in(p'-5, gi, goa my, power DRE Epod, gr gh, 


RZ, 35 (c) 成 立时 , G(i, o) 5 G(i' o^) 也 未 必 同 构 . 下 面 将 利用 (c) 3X, 来 给 
出 G(i,o) 5 G(i',o’) 同 构 的 充分 条 件 . 

因为 o’ = o(mod min(p'-5, p?}), 可 设 o = o + Umin(p'-5, p°}. 由 (b) 可 知 ， 
U + min(p'-*, p?) = e(—jiLp'-* + Kp* — li'p?)(mod p"). 故 


U e —j Lp! tly Rg inal _ ig 8-in[E- 0T ied ger i 


显然 , 总 可 选择 适当 的 元 素 满足 上 面 的 定义 关系 : o< min(p'C^,p^. 下 面 取 
U = 0. 从 而 总 设 


pin} 4 Wt i [i a = Apr n miah, 


因此 根据 (b) 式 可 得 


jp tm = p Mp wm (- 9) +. Np) (mod p, 


故 j =g m^ M wrt0)-(m—0)*s—t — jfi 1 Np" t 
ji ipn-uwtr89-my(mod p*-7-?). (10.10) 
BA (14 pry TTO as a graphic (mcr e og guy A 
(14- p*) = (1 + p*) ^" (mod p"), 
A 


n—u-trT8)—(m—6 n—u+r+@)—(m—8) 
(1 m +r+8) ) = (1 + p°) iMP +r+8)—( (mod p*). 
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因此 (1 = LM jp irr - (n-8) = 0(mod p=), 进而 车 


(n—u-cr-40)—(m—8)-s«u, 


则 不 妨 设 LM = 1 + p*-s-QG-wtr*9)*(m-9). 
下 面 再 分 两 种 情形 来 讨论 : 


(i) 0<t—s. 
因为 0 < t— 8, 故 —jiLp'--? un Kg" m li’ = Agere 因此 


Ni! lyu r—6 


l= ji LE pt s 8 4. i LKp" s—0 _ 


从 而 对 于 (10.10), 
dm [1 4 i191 - LM)p®-*+"+8)—™ EN i 1K Mp r9) meu t 


| Xen rm sas _ i'i Np“—*|(mod pe B, 


EA t«(n-u-r-0) -(m—-0)-s Hn-u+r+60>m, 所 以 


u—r—6-r(n—u-r-0)—(m—80)t-s—t»u—r-—96, 


(n-ut+r+0)—m+u-t>u-t. 


从 而 
'zi[l-c-ia(ü-LM)yv^ nmm 
+ (1K Mp u+r+6) m 4t 1 N)p" *](mod p"77-9). 
2u-—r-6. 因此 


Hn—utr+6—(m—6)+r >u, N (n—u-r-4-0)— 


i! =i(1— i'ài Np**)(mod Du 一人. 


因此 总 可 选取 适当 的 元 素 满足 定义 关系 且 使 得 
u—t 了 一 r-0 


c < min(p'^*,p?), i min(p"5,p 


WK n—uc-rc-0—(m—0)-r«u. Ziu—-t&(n—udr40)— m, Wü 


/三 il 4- (i7 Ee I Lag md 
a: i 1K Mp4 kr--8)—m _ ii ! N)p" (mod pit]; 


此 总 可 选取 适当 的 元 素 满足 定义 关系 且 使 得 


c < min(p'^*, p^), i < min(p"— E pe t= "t 
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E u-t>(n—ut+r+6)—m, 断言 
(n—u-r-4-0)—(m—80)- s <u. 

Bea, Wu-t>u—s—0. Mo>t—s, FE. 因此 
LM = 1 + Bp"—s—(n—utr+0)+(m-0) 


从 而 


l= ill — i73 ju Bp"757? + (iT K Mp 97 _ ;'i7! Np] (mod pe-r0)、 
AA O<t—s,Mu—s—O>u-t. 因此 
i! = ijl (Bp s? +i Kp) _ iil N)p” t] (mod p* "0°). 
故 总 可 选取 适当 的 元 素 满足 定义 关系 且 使 得 
c € min(p**,p^), is min(p"*,p"*77^?). 


(ii) 0» t— s. 
因为 0>t—s, 所 以 j= KL^lge- t. Ip-' po t+s _ Ap hymn 因此 对 
于 (10.10), 


i =al ii = Tp Np 
+i" KL Apt té)—mtunt 5-1) p-1gu-r- tes (n- wer H0)- mmo Du 一 7 一). 
因为 9>t 一 s, MUA u-r-t+s>u-r-0. ERA n-u+r+0 >m, AK 
v—r—tie+(a=—utr+s)—ms w—r=8. 
从 而 
iei JC IE (LM = p(n et 
mn = Ns" (mod g'7*-7*). 
类 似 情形 (i) 的 证 明 , 总 可 选取 适当 的 元 素 满足 群 的 定义 关系 且 使 得 
c € min(p'^^,p?), i« minip t p"7" ^). 


综 上 可 得 定理 中 的 群 (VI). 

最 后 , 易 证 (VVD 两 两 互 不 同 构 . 且 对 于 (1.)— (VID), 利用 循环 扩张 理论 ， 
可 证 |G| = mr+mt+r。 并且 计 算 可 知 ，G' 循环 且 G 的 型 不 变量 为 (n,m,r)， 细 节 
KE. 5 
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10.3 ”真子 群 的 导 群 至 多 pH p R 


张 军 强 等 在 文献 [256] 给 出 了 真子 群 的 导 群 至 多 p OMAR p 群 的 刻画 , 他 们 
称 这 样 的 bp BEA Di HE. 更 一 般 地 , dp p Sf G 的 真子 群 的 导 群 的 阶 都 整除 p^, 则 称 
G 为 Di RE. 显然 , A> 群 是 Di HE. 本 节 的 材料 取 自 文献 [256]. 

由 D; 群 的 定义 不 难得 到 下 面 的 结论 . 

引 理 10.3.1 x G 是 Di 群 . 则 

(i) 对 G 的 任意 极 大 子 群 M 均 有 |M'|=1 或 p, 且 M’<G 站 2(G); 

(ii) # H € G, J| H 4, Dy 群 ; 

(iii) # N 4G, WM G/N 也 是 D1 8. 

5132 10.3.2265] 3& G J p 3E, Mi 和 Ma 是 G 的 两 个 不 同 的 极 大 子 群 则 
IG'| < p|M1MjJ. 

证 明 因为 Mi char M; 3G, W Mi 3G, i — 1,2. $ G = G/M{ M}. W 
M,,M. <G, H M, 和 M, BARB. HC 交换 , 则 |G | =1. HS AEH, 
W z(G) = MAM: AW MAM: 是 G 的 二 极 大 子 群 ， 由 定理 1.7.6 可 得 


pIG|=|G/Z(@)|=p. FË |C] =p. 
引 理 10.3.3 若 G X D, f. WU 
(i) IG] < mi 


(ii) # |G'| > p?, 则 d(G) <3. 

证 明 (0) # G 的 极 大 子 群 唯一 , 则 G 循环 , 结果 成 立 . OG 有 两 个 极 大 子 群 
A JI B, t GÆ Dj 群 可 知 ,|4'|<p 和 |B'|<yp. 因此 |4'B'|< p. 由 引 理 10.3.2 
可 得 |G'| <p’. 

(ii) 车 |G'| > p. 由 定理 1.7.7 TA, G 不 是 内 交换 p EE. MG 是 Di FH, 故 
G 有 极 大 子 群 4 满足 [A'| = p. BX G 的 任意 极 大 子 群 BRA B' < A’, WI G/A 
内 交换 或 交换 . 车 G/A 交换 , 则 G' « A’, 而 |G"| p, FE. 从 而 GA 内 交换 . 
又 由 定理 1.7.7 PA d(G/A') = 2. 而 A’ < 9(G), 故 d(G) = d(G/A’) = 2, 结论 成 
xr. 假设 G 有 极 大 子 群 B 使 得 B' 关 A. 因为 G 是 Di RE, ik |A'] =|B | 2 p B. 
4A' 门 B'=1. 选择 aaz € A 和 az,a4 € B 使 得 [a1,az] 关 1 和 [az,a4] 41. UJ 


A = ([a1, a2]); B’ = ([a3, a4]) 且 |(a1, a2, a3, a4)’ | 将 p°. 


从 而 
G = (a1,@2,a3,04) H d(G)<4. 
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下 面 只 需 证 d(G) A 4. BB, 则 (a1,az,ax) < G, 其 中 ke (3,4), 并 有 (a3,a4,as) < 
G, 其 中 s e (1,2). BAG Æ Di 群 ; 故 


(a1,a2,ak)' = ([a1,a2]) E (a3,a4,a)’ = ([a3, a4]). 


因此 [aiak], [a2, a] € ([a1,a2]), k € (3,4), 并 且 [aas], [as a4] € ([a3,a4]), s € 
(1,2). 所 以 [asakl € ([a1, 2]) N (faz, a4]), 从 而 [as ar] = 1, 其 中 s = 1,2; k = 3,4. 
然而 在 这 种 情况 下 , (a1, 0203, 04) 是 G 的 真子 群 且 |(a1, 0203, 04)'|= P, FJ. O 

引 理 10.3.4 ik G 是 非 交换 了 群 . X d(G) = 2, Rp i£ €) H < CHA 
H'« G'. 

证 明 X < G 是 G' 中 指数 为 p 的 G HERTE. M (G/R) 的 阶 为 
p E d(G/R) = 2. 由 定理 1.7.7 可 知 , G/R 内 交换 . 设 H Æ G 的 极 大 子 群 。 则 
H'ZR«G'. 口 

引 理 10.3.5 i G RAR pH. 若 下 列 情况 之 一 成 立 . 

(i) |G’| € p; 

(ii) d(G) = 2, |G"| = p?; 

(iii) d(G) = 2,c(G) = 3,G' = C3, KP p> 2; 

(iv) d(G) = 3,c(G) = 2,G' = C3 S C2, 
则 G D; #. 

证 了 明 (i) 结论 显然 . 由 引 理 10.3.4 即 得 (ii). 

(iii) X G = (a,b). AW c(G) = 3, 故 G4 = 1, Ga < Z(G). 从 而 对 任意 € Gs 
fil vu € G, E z" — z. 注意 到 [a,a] = [b, b] = 1. 由 命题 1.1.5 可 知 


G3 = ([a, b, b], [a, b,a], [b, a,b], [b,a,a]) E G'= ([a, 6], Gs). 
因为 对 任意 的 z,y €G, 有 
lt, y] = [v,a] -(eg7* E Gs < Z(G), 
所 以 
[b, a, a] = [[a, 5], a] = (Ifa, b], a] " = [lo 中 可 -= [a ba], 
[b, a,b] = [[a, 5] *, b] = ([[a, b], 5] *)*? = [a,b], 0] = [a, b, 0] *. 
于 是 得 到 


G3 = ([a, b,b], [a,b,a]) E G' = ([a, 5], [a, b, b], (a, b, al). 


10.3 真子 群 的 导 群 至 多 p 阶 的 p 3E ZU 


由 Gs < Z(G), A G' 交换 . 因此 , 对 任意 的 ze G ,可 设 
x = [a, bj'[a, b, b]? [a, b, a]*, 
其 中 i, j Al k AMR. 因为 Gs < Z(G), 所 以 对 任意 的 ge G, 有 
|z, g] = [[a, b]"[a, b, ]?[a, b, a]*, g] = [la, b], g] = (la, b], g]* = [a, b, g]* € (la, b, gl). 
这 说 明 [G', g] = (la, b, g]). 对 任意 的 z,g € G 和 正 整 数 n > 1, 由 命题 1.1.3(4) 可 得 
[z", 9] = [z, gliz, g, 2" ^ "Iz", g]. 


又 由 Gs < Z(G) 和 命题 1.1.7 可 得 


EN 7] = a, [5g] ! = ([z, [s g]] 3) 1 = Bam 
从 而 有 
[2", 9) = pale 9] [2 9. a]. 
因此 , 归纳 易 证 
z",91=[2,91"lz,9,2)" > ， 


HH n>1. Rn=p, FAH G' «Cim p> 2 得 到 


p(p—1) 


[z?, g] xm [z, gl? [z. 9, 2] $ = s 


这 说 明 

Ui(G) = (2 | z € G) < Z(G). 
又 因为 8(G) = G'01(G), 所 以 [B(G), g] = (la, b, g]). 于 是 对 任意 的 ze 9(G) 和 g, 
heG 

[z, g]" = ([a, b, g|*)^ = [a, b, gl. 
4 M 是 G 的 一 个 极 大 子 群 . 因为 d(G) = 2, 所 以 M/8(G) = (9), 其 中 ge G, 于 
是 M -e(G)(g). 又 由 命题 1.1.5 得 


M' = ([z, g]^|z € &(G), ^ € M) = (la, b, g]). 


从 而 |M"| < p. 因此 G 是 Di E. 
(iv) AW c(G) — 2.H. G' = C2 B& C2, KG’ < Z(G) B. exp(G’) = 从 而 对 任 
EB v, y € GHA [ey] = [m y]? — 1. v U (G) < Z(G). FÆ O(G) = G'U1(G) < 
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Z(G). AW d(G) = 3, 故 G/9(G) Æ p? 阶 初等 交换 p St, 并 且 G 的 任意 极 大 子 群 


M' = ([r,y]"|z, y € B(G)U{g1,92},h € M) = (lg1, 92]), 


从 而 |M'| « p. 因此 G 是 D, 群 . 口 

引 理 10.3.6 # G 是 二 元 生成 的 了 群 , 则 O(G')G3 < C. 

证 明 ”因为 d(G) = 2, 故 G'/Gs 循环 . 由 此 可 得 G'/B(G')Gs 循环 . X. exp(G'/ 
$(G')G3) = p, & |G' /&(G")Gs| = p. 从 而 SG)Gas < G'. 口 

引 理 10.3.7 099] 设 G 是 p 群 N<G' 且 NaG. 若 G/N LAK, 则 G £ 
循环 . 

证 明 $ M«G,N«M HB M xG. Jill (G/M)| = |G'/M| = p. 由 此 可 得 
®((G/M)’) = (G/M)3 = 1. 于 是 9(G')Gs < M. 由 引 理 10.3.6 可 得 M = 9(G")Gs. 
因为 G/N 亚 循环 且 N < M, 故 G/M 亚 循环 . 由 定理 2.5.3 即 得 G WH. oO 

定理 10.3.8 设 G 是 有 限 p 群 . NGA Di 群 当 且 仅 当下 列 之 一 成 立 . 

(i) |C'| < p; 

(ii) d(G) = 2, |G"| = p’; 

(iii) d(G) = 2,c(G) 2 3,G' = e 其 中 p> 2; 

(iv) d(G) = 3,«(G) = 2,G' = C3 & C2. 

证 明 ”由 引 理 10.3.5 可 知 , Æ G 满足 定理 10.3.8 中 的 条 件 (1) — (v) 之 一 , 则 G 
是 Di HE. 反之 , VEG 是 Di 群 . 只 需 证 G 为 定理 10.3.8 的 类 型 (i) 一 (iv) 之 一 即 可 . 
首先 , 对 G 的 任意 极 大 子 群 M, 由 引 理 10.3.1 可 知 , |M'| 2 1 或 M' < G'(] Z(G). 
又 由 引 理 10.3.3 AG, |G"| < p?, 且 当 |G'| > p? 时 d(G) < 3. 不 妨 设 |G'| > p. 分 
下 列 两 种 情形 完成 证 明 . 

情形 1 |G'|=p H d(G) <3. 

由 定理 1.7.7 可 知 , G 既 非 交换 也 非 内 交换 . 因此 G 有 极 大 子 群 4 满足 |4'| = 
p. d G 的 任意 极 大 子 群 M WH M' < A’, 则 G/A 的 极 大 子 群 交换 . 再 由 
IG'/A'| = p > 1 得 G/A' 非 交 换 . 故 G/A 内 交换 . 由 A < 9(G) 和 定理 1.7.7 得 
d(G) = d(G/A') = 2. 此 时 G 为 定理 10.3.8 的 类 型 (i). # G 有 极 大 子 群 B 满足 
B' £ A’, i A < Z(G), B' < Z(G) H |G'| =p? WG’ = A'B' < Z(G) HG’ = C2. 
7i G = (a,b), HG’ < Z(G) @ G' = (a,b), FAT G' = C2. F d(G) = 3, 由 
G' < Z(G) 得 c(G) = 2, 此 时 G 为 定理 10.3.8 HAH (iv). 

情形 2 |G'| =p? H d(G) <3. 

由 引 理 10.3.2 Al, G 有 极 大 子 群 A 和 B 满足 |A'B'| =p. 又 由 引 理 10.3.1 得 


A'BÀ'&Z(G) H A'B’=A'x B’=C?. 


10.3 ”真子 群 的 导 群 至 多 vp WH pt «Sl. 


由 于 G'/A'B' 循环 且 A'B' « Z(G), 故 G' 交换 , 从 而 G 亚 交 换 . 于 是 G'= C5 x Cy 
或 G' = C3. 因为 G' 了 4'B', 故 G/4'B' 非 交换 . 

假设 对 G 的 每 个 极 大 子 群 M 均 有 M! < 4'B'. 则 G/A'B! 的 极 大 子 群 均 交 
换 . 故 G/A'B' 内 交换 . 若 G/A'B' 亚 循环 , 由 引 理 10.3.7 得 G 亚 循环 . 于 是 G' ff8 
环 . 这 矛盾 于 4'B' = C2. 因此 G/A'B' 非 亚 循环 . 由 定理 1.7.10, 不 妨 设 


=m 


G/A'B' =G = (a, bla?” =" = & = 1, [a,b] = e [c a] = 1, [e b] = 1), 


其 中 , 4 p= 2, 则 m+n 2 3. 18 Go — (c) HL. Ga — 1. AW AB < B(G)N Z(G), 
4 Gs < Z(G), Bl G4, — 1. & a fll bP a fI b E G 中 的 原 像 ,并 且 [a,b] = d. 那 
4 G = (a,b, ®(G)) = (a,b), 3FH. d — e. Y [d,a] = 21, [d, b] = zo, HP 21,22 € A'B*. 
由 命题 1.1.5 得 G' = (la, b], Ga). AW 


[b, a, b] = Z3 [b, a, a] = gp G4 — 1, 
由 引 理 10.3.5(1) 的 证 明 可 得 
G3 = ([a, b,b], [a, b, a], [b, a, b], [b, a, a]) = (21, z2). 


FÆ G = (d z1,229). Æ zi € (d), i= 1, 2, WG = (d), 矛盾 于 A! x B' < G'. 因此 
zi 或 者 z g (d). 不 失 一 般 性 , & z ¢ (d). 因为 Gs < Z(G), 应 用 引 理 10.3.5(ii) 的 
证 明 中 同样 的 方法 可 得 , [a?,] = dar 且 a,b] = arn T 

Ti G'2 Cy x Cp. JU A'B' = (d?, 22). BUS zi € A' x BY, $ |a| = p’. 由 
于 O(G) = G'61(G) H d(G) = 2, 于 是 对 任意 的 re G, (r,G'U1(G)) 是 G 的 真子 
BÉ # p> Wz 7 =1 H [a,b =a. 因为 a? Md ME CV (G) H, KH 
(b, G'U1 (G)) 2 (d?, z2) = C2, 矛盾 . Hp = 2, H z2 € A'B' = (d2,25) WE a =1, 
d?, z2 BR dza. Æ z = 1, JU] [a,b] = d, HK (b, 'U1(G))! > (2,22) S Ch. Ha — d? 
EX zo, MJ [a,b?] = d?zo. FH [d,a] = d? HK zo, A (a,G’U1(G))’ > (a, 22) S C2. Æ 
21 = d?25, 则 


[a° ab] = [a?,b] = dz; =z. H. {d,ab] = [d, a][d, b] = 2122 = d?. 


所 以 (ab, G'U1(G)) > (d2,2;) = C2. REE, G 有 一 个 真子 群 M 满足 M' > 
(d, 25) = C2, 这 矛盾 于 G 是 Di RE. 

# G = 0. M d? —1H G'- (d) x (a) x (zz). Æ p = 2, AW exp(G’) = p, 
有 [a, b?] = [a, b, b] = zo, 然而 G 有 极 大 子 群 (02,02, d, 21,22, a), 它 的 导 群 为 (z1, 22). 
这 矛盾 于 G 是 Di 群 . 8 p> 2, G 为 定理 10.3.8 的 类 型 (iii). 
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设 G 有 三 个 极 大 子 群 4,B 和 C 满足 [A'B'C'| = p. 则 
c = A’ B'C’ = A! x B' x c" < Z(G). 


从 而 G' = C3. 4$ d(G) 22, & G = (a,b). AAG < Z(G), 由 命题 1.15 得 
G' = ((a,b]). 这 矛盾 于 G' & C3. M d(G) 42. Æ d(G) = 3, WG 为 定理 10.3.8 的 
类 型 (iv). 口 

由 定理 10.3.8, 容易 给 出 D1 群 的 另 一 描述 . 

推论 10.3.9 KG X p FÉ. N G 是非 交换 的 Di 群 当 且 仅 当下 列 之 一 成 立 . 

(i) G = (Ai* Az*…*As)2Z(G), 其 中 Ai,…,As AG 的 内 交换 子 群 ; 

(ii) G 亚 循 环 且 |G'| = p?; 

(ii) G' 门 2(G) 中 存在 子 群 N ,其 中 INI =p EN E C2 使 得 G/N 为 非 亚 循 
环 的 内 交换 p 群 ; 

(iv) G' 门 2(G) 中 存在 子 群 N , XP NSC A C k4 G/N RR. 

证 明 ”只 需 证 推论 中 描述 的 群 满足 定理 10.3.8 的 条 件 之 一 即 可 . WH (i), 
显然 |G'| = p. 对 于 群 (i), G' 门 2(G) 中 存在 p 阶 子 群 N 使 得 d(G/N) = 2 H 
\((G/N)'| = p. 由 定理 1.7.7 可 知 , G/N 内 交换 . 再 由 定理 10.3.8 的 证 明 可 知 , G 有 
下 列 两 种 可 能 的 情形 . 

(1) G 亚 循环 且 |G'| = p?, 


或 

(2) G' 门 2(G) FEE p 阶 子 群 N 使 得 G/N 为 非 亚 循环 的 内 交换 p 群 . 

对 于 群 (ui), 由 定理 10.3.8 的 证 明 可 知 , G' 1 Z(G) PRETE N, HP N C2 
使 得 G/N 为 非 亚 循环 的 内 交换 p E. 对 于 群 (v), 因为 e(G) = 2, 故 G' 门 2(G) 中 
FETE N , 其 中 N = C3 或 C2 使 得 G/N 交换 . 结论 成 立 . a 


10.4 非 亚 循环 的 真子 群 均 为 Di HN p HE 


本 节 推 广 文献 [256] 的 工作 , 分 类 真子 群 亚 循环 或 真子 群 的 导 群 至 多 p 阶 的 有 
R p HE. 该 分 类 由 张丽华 等 在 文献 [265| 中 完成 ， 为 方便 , 这 样 的 群 简称 为 P HE. 
因为 亚 循环 p 群 已 被 分 类 , 以 下 总 假设 P 群 是 非 亚 循环 的 . 

关于 亚 循环 p 群 , 我 们 有 下 列 简单 结论 , 在 此 不 加 证 明 地 列 于 下 面 . 

引 理 10.4.1 ik G 是 亚 循 环 p 群 . 则 下 列 结论 成 立 . 

(1) d(G) <2 E G' 循环 ; 

(2) G' < U1(G); 

(3) # H<G, WH EHK; 

(4) € N 3G, N) G/N 亚 循环 . 


10.4” 非 亚 循环 的 真子 群 均 为 Di 群 的 p 群 “23. 


引 理 10.4.1 的 一 个 直接 推论 如 下 . 

推论 10.4.2 若 p 群 G £ VR —^ XEAE SR ELLA TE, 则 O(G) EAR. 

引 理 10.4.3 设 G 是 p 群 且 |G'|=p3. MG 交换 . 

证 明 EF, WW [Z(G")| = p. 由 [241] 中 的 IV, 定理 5.12 可 得 G' 循环 . FAO 

引 理 10.4.4 设 G 是 p 群 且 exp(G')=p. B] c(G) —2 35. H4x 35 (G) < Z(G). 

证 明 <: WA. 

=>: 因为 c(G) = 2, W G’ < Z(G). X. exp(G') = p, 故 对 任意 的 x,y € G HA 
[x,y] ^ [z, v]? = 1. 由 此 可 得 O1 (G) < Z(G), BE &(G) = G'U1(G) < Z(G). 口 

引 理 10.4.5 iG p 8E. # G'— C3. N] d(G)=2 当 且 仅 当 G/G(G')Gs = 
M, (n, m, 1). 

证 明 <==: 因为 d(G/9(G')G3) = 2 H 9(G")Gs < 9(G), M d(G) = 2. 

=: AW d(G) = 2, 故 d(G/9(G')G3) = 2. 另 一 方面 , 由 引 理 10.3.6 可 得 


I(G/9(G")Gs)'| = |G'/9(G")Gs| = p. 


于 是 由 定理 1.7.7, 即 得 G/B(G')Gs 内 交换 . 因为 G' 非 亚 循环 , 由 引 理 10.4.1 可 知 
G 非 亚 循环 . 再 由 定理 2.5.3 可 得 G/8(G')Gs 非 亚 循环 . 于 是 由 定理 1.7.10 可 得 
G/$(G")G3 & M, (n, m, 1). 口 

引 理 10.4.6 jk G X P f. 则 

1)2 H«G,J| H PÆ; 

(2) # NAG, N G/N X P RE. 

WA (1) 9 K « H. 则 存在 M «G fE& K « M. XE |M'| € p, Bl |K"| <p. 
F |M'| » p, H G Æ P RAS M 亚 循环 . 由 引 理 10.41(3) 得 亚 循 环 . i H E 
P 8t. 

(2) $ M/N «G/N. N) M «G. X |M'| <p, WU |(M/N)'| < p. Æ |M'| > p, Hi 
G Æ P REA M WHA. 由 引 理 10.4.1(4), 即 得 M/N WMA. 口 

引 理 10.4.7 i& G X DP. Wy 

(1) G/Q3(G") 所 有 真 商 群 交换 或 亚 循环 ; 

(2) € G 至 少 有 两 个 非 亚 循 环 的 极 大 子 群 , 则 |G] <p’. 

证 明 (1) H/Qq(G' < G/Q1(G). WH < G. # H/0;(G’) 非 亚 循环 ， 
W 五 非 亚 循环 . 于 是 由 引 理 10.4.6 可 得 |H"| < p. 因而 H' 和 Q1(G^). 进一步 地 ， 
H/94(G’) 交换 . 

(2 $ HA K 是 G 的 两 个 不 同 的 非 亚 循环 的 极 大 子 群 ， 则 [H'| <p B. 
[K"| < p. 进一步 地 , |H' K"| < p?. 由 引 理 10.3.2 推出 [G"| < p?. 回 

有 了 以 上 的 准备 , 下 面 我 们 分 类 P 群 . 首先 考虑 恰 有 一 个 非 亚 循环 的 极 大 子 
FRI p SE. 


定理 10.4.8 ik G 是 惟有 一 个 非 亚 循环 的 极 大 子 群 的 p FEL p 是 奇 素数 . 则 G 
是 吕 群 当 且 仅 当 G 同 构 于 下 列 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) Cyn x C, x Cy, n 2 2; 

(2) M;(1,1,1) * Cpr, k 2 2; 

(3) M,(n, 1) x Cp, n 2 2; 

(4) (a,b,c | a?” = b? = c? = 1, [a,b] = c, [a,c] = [b,c] = 1) € M,(n, 1,1), n 2 2; 

(5) (a,b,c | a" =P= cP = 1, [a,b] = c, [e,a] = o? , [e,6] = 1), n > 2; 

(6) (a,b, c | a" = bP =P = 1, [a,b] = c, [c, a] = 1, [c, 6] = a"), n>2,v=1 
或 模 的 平方 非 剩 余 . 

证 明 =>: 明显 地 , |G| > p^ E d(G) < 3. 车 G 交换 , W d(G) = 3. JEN, 
G = Cpr X Com x Cp, KH n 2 m 2 k. 断言 m= k- 1. HE, M m z 1. FRE 
E Mi <G Al Mo « G 使 得 


Mi = Cpr x Cym-1 x Cpr 和 和 Mə = Cpn-i x Cpm x Cp 


是 非 亚 循环 的 . 这 与 G 恰 有 一 个 非 亚 循环 的 极 大 子 群 矛盾 . 于 是 得 到 群 (1). 

设 G 非 交 换 . 令 NE 和 G' 满 足 |IN|=p 且 N46G,G= G/N. 

车 G 亚 循环 , 由 G 非 亚 循环 及 引 理 10.3.7 可 得 G' = N. X. d(G) = d(G) 
2, 由 定理 1.7.7 可 得 G 内 交换 . 又 G 非 亚 循环 , 由 定理 1.7.10 进一步 可 得 G 
M, (n, m, 1). 断言 m = 1: 48,4 Mi = (a,b? c) H Ma = (aP,b,c). 显而易见 


Ie Il 


Mi = Cpr x Cpm-1 x Cp, M» = Cyn-1 x Cpm x Cp. 


因而 Mi 和 Ms 是 G 的 两 个 不 同 的 非 亚 循环 的 极 大 子 群 .与 假设 矛盾 . 于 是 得 到 
群 (4). 

X G 非 亚 循环 . 则 G 内 亚 循环 或 G 恰 有 一 个 非 亚 循环 的 极 大 子 群 . 

Ë |G| = pt, 检查 p^ 阶 群 的 分 类 可 知 , G 是 群 (1), (3), 或 n=2 时 的 群 (4), 或 
k — 2 时 的 群 (2). 

di |G| = p^, 检查 由 文献 [270] 给 出 的 ps 阶 群 的 分 类 可 知 ，G 是 定理 中 给 出 
的 群 . 

X |G| > p9. W |G] > p^. 由 内 亚 循环 p 群 的 分 类 定理 8.1.1 可 知 , G 不 是 内 亚 
循环 群 . 于 是 G 恰 有 一 个 非 亚 循环 的 极 大 子 群 . 由 归纳 假设 , G 同 构 于 定理 中 的 群 
z= 

情形 1 GCyn x Cp x Cp- 

此 时 , d(G) = 3 E |G'| = p. 满足 这 样 条 件 的 p 群 被 [8] 分 类 , BEA G 同 构 
于 M,(n,m,1) x Cpe, My(n, m, 1) x Oye: BK My, (n 4- 1,m) x Cpr ee 
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di G = M,(n,m, 1) x Cy, HA Cpe — (d), & Mi — (a,b, P) B. Ma = (aP, b, c, d). 
A Mi &My(n, m,1) x Cpe- 且 Ma & Ci x Com x Cy x Cp. 由 此 可 知 Mi 和 
M: 是 G 的 两 个 不 同 的 非 亚 循环 的 极 大 子 群 . 与 假设 矛盾 . 

d G S Mp(n,m,1)* Cp, WE n-1 BA, $ Mi = (a,c^,b) 且 M = 
(a?, b, c). 则 Mi & Mp(n, m, 1) « Cpe H. Ma & Cyn-1 x Cpm x Cpr. 由 此 可 知 Mi 和 
M: 是 G 的 两 个 不 同 的 非 亚 循环 的 极 大 子 群 与 假设 矛盾 . 于 是 no m = 1. 此 为 
群 (2). 

4 G=M,(n+1,m)xC,., WE m=k=1. 若 否 , 当 k 关 1 时 , 令 Mi = (ac, b) 
H M = (aP,b,c). WW My = My(n 4- 1,m) x Cp- H Mz S Con x Com x Cpr; = 
m £1 f, $ Mı = (a,0?,c) A M = (a?, b,c). WW Mi & Cont x Cosi x Cpe H 
Mz = Cpn X Cpm x Cyn. 在 任何 情形 下 , 我 们 看 到 , M1 和 M2 是 G 的 两 个 不 同 的 
非 亚 循环 的 极 大 子 群 . 与 假设 矛盾 . 于 是 m = 大 = 1. 此 为 群 (3). 

情形 2 G=M,(1,1,1) * Cp. 

不 妨 设 G= (a,b,c | a? = bP —c' = 1, [a,b] 2c" [ea] = 1, [56] = 1). 因为 
[G| > pt, Hk > 2. 4 G = (a,b,c). 注意 到 N < Z(G). Wi (a,b, a] = [P*a] = 
[aj = 1. AET [abb] = 1， 由 此 推出 Gs = 1. 于 是 c(G) = 2. AW 
v € N < Z(G), & [a,b]? = [a,b?] =1. 因而 G'= (Ja, 5], N) S C2 H o(c) = pt. & 
N = (d). 则 


G = (a,b,c | a? = d*,b? =d¥,c? =1,d? = 1, [a,b] = di, [c, a] = di, [c, b] =a’), 


其 中 oy, i,j Mt EERS, A p |j Mp|t 至 多 一 个 成 立 . Hil O(G) = (c^, d). 

再 分 两 种 情形 讨论 : x = 0(mod p) 3X x z 0(mod p). 

(i) z = 0(mod p). 

4 M; = (a,b, c^, d) 且 M: = (a,c, d). 因为 Mi 和 Mi 均 包含 子 群 (a, Pd) & 
C3, 故 My 和 Ms 是 G 的 两 个 不 同 的 非 亚 循环 的 极 大 子 群 . 与 假设 矛盾 . 

(ii) z # 0(mod p). 

di y = 0(mod p), 与 人 的 论证 相同 , 可 得 G 有 两 个 不 同 的 非 亚 循环 的 极 大 子 
EE 与 假设 矛盾 . 车 y 关 0(mod p), JJ b? — a* v». 4 b — ba-* v. W 


WU —1, [ab]-[ab 2c" d, [eb]-[ca * "job - d-* Vd  — d^. 


这 归结 为 y = 0(mod p) 的 情形 . 

情形 3 G2M,(n,1) x Cp. 

类 似 于 情形 2 的 论证 , 我 们 总 能 找到 G 的 两 个 不 同 的 非 亚 循环 的 极 大 子 群 . 这 
与 假设 矛盾 . 因而 这 种 情形 不 可 能 出 现 . 细节 略 去 . 
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ne pP = @ = 1, |ā,b] = z, [ea] = 1, [26,5] = 1)- $ G = 
(a,b,c). 因为 C= p UC = 于 是 |G4| = 1. 因而 Gs = (la, b,a], [a, b, 5]) = 
([c a], [c, 6]). 注意 到 b? € N < Z(G). 于 是 


1 = [a, bP] = [a, b]P[a, b, bj (4) = [a, b]? [c, b] (4) = [a, b}. 


由 此 可 得 G' = ([a, b], N) = C2. 然而 , WERE G' = C2 H G/N =M,(n,m, 1) 的 
p 群 已 被 文献 [121] 分 类 及 G 是 [121] 中 的 定理 11 中 的 群 (1)—(7) 和 m= 1 时 的 
群 (8). 从 中 挑 出 满足 定理 条 件 的 群 , 即 得 本 定理 中 的 群 (5) 和 (6). 

情形 5 G-(abc|a" =P =2 = 1, [a,b] = z, [za] =a" [c5] = 1). 

4 G= (a,b). AW 区 | = p, W |G| = p. 由 引 理 10.4.3 推出 G' 交换 . 于 是 
G4 —1 H Gs = ([c.a], [c, b]) zz 1. 注意 到 b^, c? € N < Z(G). 于 是 


1 = [a, bP] = fa, b}?[a, b, b] 2) = fa, b]P[c, b] (9) = [a, b]?, 


1 = [a, P] = [a, c]^[a, c, cj?) = [a, drla", (3) = [a, cP. 


由 此 可 得 G' = (|a, b], [a,c], N) = C2, B. o(a) - p^, o(c) -p. & N — (d). W [a,b] = c, 
lc, a] = a?" d? 和 [cb] = dt, HA t z 0(mod p). 
车 j =0(mod p), W 


Gs (a, b, c | aP” ep ed.yelde-1,[a,5| =<, fea) = a?" [e,b] = d}, 


其 中 s 和 是 正 整数 . 因为 O(G) = (aP, c, d), & Mi = (aP, b, c, d) B. Ms = (a,c, d). 
验证 易 得 M 和 M 均 包 含 子 群 (ar?” ,cd) C3. 因而 M 和 M 是 G 的 两 个 不 
同 的 非 亚 循环 的 极 大 子 群 . 与 假设 矛盾 . 

车 j # O(mod p), 用 abt 替换 a HA c = [abt o] RENA j = 
0(mod p) 的 情形 . 

情形 6 C= (G,5,2| 0" =P=? =1,[0,8)=6,[6,0] = tel] a) X 
中 w= 1 BUR p 的 平方 非 剩余 . 

S G = (a,b). BH [G'| = p?, 故 |G| =p. 由 引 理 10.4.3 可 知 G' 交换 . 于 是 
G4, —1 H Gs = ([c.a], (c, b]) #1. 注意 到 如 ,ce € N < Z(G). 因而 


1 = (a, bP] = [a, b]P[a, b, b] 5) = [a, b]"[c, b] (?) = [a, bj? 


1 = [b, c?] = fb, Pb, c, c] (C2) = fb, Plar" (2) = fo, el. 
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由 此 可 得 G' = ([a, b], [b,c], N) = C$, o(a) - p^ B. o(c)=p. N — (d). W [a,b] = c, 
[c, a] = d? 及 [c, b] = a" dt. 于 是 


G = (a,b,c | a?” = 1, b? = d*, c? =1,d? = 1, [a,b] = c, [c, a] = d, [c, b] = gv d*), 


其 中 sjt 是 正 整 数 且 j 关 0(mod p). AW 9(G) = (aP,c,d), & Mi = (a^, b,c, d) 
H Ma = (a,c, d). 验证 易 得 Mi 和 Ma 均 包含 子 群 (ar?” ,c,d) = C3. 因而 Mi 和 
M: 是 G 的 两 个 不 同 的 非 亚 循环 的 极 大 子 群 . 与 假设 矛盾 . 

我 们 还 可 证 明定 理 中 的 互 不 同 构 且 满 足 所 设 条 件 . 细节 略 去 . 有 兴趣 的 读者 可 
看 文献 [265]. E 

恰 有 一 个 非 亚 循环 的 极 大 子 群 的 2 群 已 被 Janko 在 文献 [99] 分 类 , 于 是 我 们 
只 需 从 中 挑 出 P 群 即 可 . 定理 10.4.9 列 出 了 结果 , 而 证 明 被 略 去 . 

定理 10.4.9 KG 是 恰 有 一 个 非 亚 循 环 的 极 大 子 群 的 2 群 . 则 G OP HS 
且 仅 当 G 同 构 于 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) d(G)- 3. 

(1) Con x Cs x Cg, n 2 2; 

(2) Ma(n,1) x Co, n 2 3; 

(3) Qa * Con, n 2 3; 

(4) Qs x Con, n 2 2; 

= (d, b.e | at = b e 12 agis 


2n^—-1 


,[a,0] = a2) = 


C2 
QD 43) = 
(6) Ma(n, 1, " n> 2 
(7) (a,b, c | a?” == ipe lb, c] = 1, [b,a] 2a?" ),n22; 
(8a) (a,z | a?" € (v), a? € Ww), u? = 1, [a v] = v, [v,2] € Ww), w, a?) = 
1, [27,2] = 1, foe] 2 773, m 22, n SD: 
(8b) (a,x | a?"€ (v), a? € Ww), u? = 1, [az] = v,[v,z] € (v2 ), v, a2] = 
1, [a?, 2] = v?" *, [v,a] = v*,2^71]5 +2), m > 2, n2 2; 
(8c) (a,z | a?" , 2? € (u,b), = b? = [v,b] = 1, [a,x] = v, [v,a] = b, [b,a] = 
b 2] = 1, [v, £] = 2* & (v, b (1 Z(G),t=0,1), m 2 2; 
(8d) (a,z | a?" € (u,b), 2? € (v?,b),v* = b? = 1,[a,2] = v, [v,a] = b, [v, 2] = 
v?b, [b, a] = b, z] = [v, b] = 1), m 2 2; 
(9) (a,b, c | aZ = 1,02, c?" € (a?), [a,b] = [a,c] = a”, [e, 0] = a), m 2 2; 
(10) (a, 0 | a =p =i = 1,04 — D? —6, 4 =e" —1, [a E] = d, |d, a] = 6, [de] = 1). 
下 面 依照 p 群 是 否 为 Di 群 来 分 类 至 少 有 两 个 非 亚 循环 的 极 大 子 群 , HEDA 
一 个 亚 循环 的 极 大 子 群 的 p SE. 如 无 特别 说 明 , 所 讨论 的 群 总 有 这 样 的 假设 
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定理 10.4.10 设 G 不 是 Di 群 . 则 G E P ES B4x 5 G 同 构 于 下 列 互 不 同 
构 的 群 之 一 . 
(I) e0)-32. 
(1) (a,b ela =b" = cP = 1, [a,b] = a”, [a,c] = 1, [b,c] = 1) , m2 2. 
(a,b,c | a?" ^ = p" = c? = 1, [a,b] = a?” ,(a,c] = a?" "^ [b,c] = 1), m 


2 3, 


m+1 


(2) 
> 2. 
(3) (a,b,c | a" ^ = Pe” = œ = 1, [a,b] = a?” , [a,c] = 1, [b, c] = a”) m 2 2, 
22. 
(4 


) (a,b,c | aP” = bP 

n+1l<m,n2 2. 

(5) (a,b,c | a" ^^ = we = cP =1, [a,b] = a", [a,c] = a? ^ [b,c] = 1,0?" 
a") n-1m,nz2. 

(6) (a,b,c | a?" ^ = p^" = e? = 1, [a,b] = a", [a,c] = 1, [b,c] = ar™ ,br = 
ap" ^y, n+1l<m,n2>2. 

(11) e(G) =3. 

(7) (a,b,c | a = bP™ = cP = 1, [a,b] = aP, a,c] = 1, [b,c] = 1), p > 2, A 
m2 2; p=2, J| mz 1. 

(8) (a,b,c | a® = b?” = c? = 1, [a,b] = a, [a,c] = 1, [b,c] = 1), m 2 1. 

(9) (a,b, c | a? = bP" =P= 1, [a, b] = a?, [a,c] = ar” , [b,c] = 1), # p > 2, RJ 
m > 3; $ p=2, WN mz 1. 

(10) (a,b, c | a = b?" = c? = 1, [a,b] = aP, [a, c] = 1, [b,c] =a”), $ p> 2, a 
m>2;%p=2, i mz 1. 

(11) (a,b, c | a? = bP" = c? =1, [a,b] = aP, [a,c] = 1, [b,c] = 1,0?" =a"), € 
p>2, I| m>3; $ p=2, lj m 2 2. 

(12) la ba |a= bf = = 1, [8 5] = a, [a,c] = 1, [b e] = 1, 9^ = a^. 

(13) (a,b, c | a = p?" ** = c? = 1, [a,b] = a?, [a,c] = a”, [b,c] = 1,0?" = a^), 
= p>2, I] m23; € p=2, J| mz 2. 

WA 设 M 是 G 的 亚 循环 的 极 大 子 群 . 于 是 d(G) «3. 由 引 理 10.4.7(2) 得 
IG'| < 到 ,进一步 断言 |G'| > p?. AF, 则 |G| <p. 由 定理 10.3.8 可 知 , G 是 Di 
BR. 与 假设 矛盾 . H |G| =p? Rp’. 

情形 1 1G'| = 中 

由 引 理 10.4.3 可 知 G' 交换 . 令 Mi 和 Ma 是 G 的 两 个 不 同 的 非 亚 循环 的 极 
AFH. 由 |G'| = p? 和 引 理 10.3.2 推出 |M] = |M3| = p B. Mif) M; = 1. 于 是 
MiM} = C2 MM < Z(G). 


3 


= c? = 1, [a,b] = a?" , [a,c] = 1, [b,c] = 1,09" = a?" ^) 
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E G' & Cp, UG 有 两 个 不 同 的 p 阶 子 群 M{ 和 MS, 矛盾 . E G' 兰 C2, 因为 
G 是 P 群 而 不 是 Di t, 故 存在 M < G 使 得 |M'| > p. H M 亚 循环 . 由 引 理 10.4.1 
推出 M' 循环 . 然而 由 M < G' 又 得 M' = C2 或 M' = C3, 矛盾 ， 

FEG = CxO. 因为 G 是 PP 群 而 不 是 Di 群 , 故 存在 M<G 使 得 |M'|>p 
H M 亚 循环 . 

di d(G) = 2, $ G = G/M; M}. N G 内 交换 .于 是 M' = M{ M; = C, x Op. 
由 引 理 10.4.1 得 M 循环 . FA. 8 d(G) = 3， 因 为 G' 交换 , 故 (G) = 
IG/51(G)| = 10/®(G)| = pP. X MiM; < 01(G"), 故 Q1(G") = MA < Z(G). 
4 G-G/Q(G^). W a(G) 23 E |C] =p. FE G AMF [5] 中 的 定理 3.1 中 的 
Him 

车 G 同 构 于 [8] 中 的 定理 3.1 中 的 群 (1), 即 


Ge (à, b, gjat =g" = I, [a, b] = a? = b*, aa] = 1, [ē,b] = 1), 


此 时 G' = (a, 名) E. Q1 (G) & C4 x Co. 注意 到 01(G’) & C2. 于 是 olfa, b]) = 4. 
A [a,b] = a? = b? (mod €4(G"^)), M 1 = [a?, b] = [a, b]? |a, b, a] = [a, b]?. F. 
若 G 同 构 于 [8] 中 的 定理 3.1 中 的 群 (2), 即 


Ge (a, b,é| a* =e" = 1, [a, b] =f usb =e" ,区 可 = 1, [Eb] = 1), 


与 上 面相 同 的 论证 导出 矛盾 . 
4 G 同 构 于 [8] 中 的 定理 3.1 中 的 群 (3), BU 


Gz(abed|a" =P" = = d? = 1, [a,b] = d, [c, a] = 1, [6,0] = 1), 
此 时 G & M,(n,m,1) x Cpe, 9(G) = (aP^,b^,cP,d). 于 是 M = a,b, d) «G 
M |= p. # k » 1, WM =M,(n,m,1) x Cei. E k — 1, UM S My (n, m, 1). 
而 由 引 理 10.4.7 可 得 G 不 是 P ff. 矛盾 . 

4% G 同 构 于 [8] 中 的 定理 3.1 中 的 群 (4), BR 


G2 (ajb,c|a" =P" =2"" =1, [a,b] =2", [2,4] = 1, [69] = 1), 
G S My(n,m,1) * Cpt. 由 上 面 的 论证 可 知 , G 不 是 P HE. 
车 G 同 构 于 于 图 中 的 定理 3. 中 的 群 (5) 即 


+1 = 


G = (a,b, a|ar" =P" = = 1, [a,b] = a" ,[e, à] = 1, [66] = 1), 


且 
然 


此 时 GMy(n + l,m) x Cy, O(G) = (a,b, e). & G = (a,b,c). 因为 区 | — p, 
故 Ga =1. 于 是 


G3 = (la, b, b), G'- (la; b], le, a], [c; b], la, b, bp. 
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注意 到 (G) = C2. FÆ olfa, b]) = p?, E [a,c], [b,c] 和 (a, 5, a] 不 同时 属于 ((a, )). 

车 [b.c] g ([a,5]), WFE M < G 使 得 M = (a?,b,6) = Con x Com x Cp. 于 
ee 
|M'| >p. HENE G 不 是 PP SE. 车 [a.c] g ([a,b]) 或 [a,b,a] € (la, b), RUF 
[b,c] € ((a,5]) 的 情形 可 证 , G 不 是 P R. 

综 上 所 述 , 不 存在 |G'| = p? IN P SE G 使 得 G 不 是 Di SE. 

情形 2 |G'|=p? 

E G'e O2, 因为 G Æ P 群 但 不 是 Di RE, 故 存在 M «G E |M'| > p B.M 
亚 循环 . 故 M' 循环 . 又 M' < G', RM’ —G' e C2. 矛盾 . 因而 G C. 

因为 G 不 是 Di Sf, 由 定理 10.3.8 可 得 d(G) = 3. 又 G' 交换 , dX (C) = 
IG' /01(G")| = |G'/9(G")| = p. FÆ X1(G") < Z(G). & G = G/Q(G'). M a(G) = 
E [G'| 2 p. FEC AMF [8] 中 的 定理 3.1 中 的 群 之 一 . 

车 G 同 构 于 [8] 中 的 定理 3.1 中 的 群 (1) 一 (4), 类 似 于 情形 1 的 论证 可 知 , G 
FEP H. 

i G 同 构 于 [8] 中 的 定理 3.1 中 的 群 (5), 即 


Gz(abc|a" =" = = 1, [a,b] = a" , [2,4] = 1, [c 9] = 1), 
Jti} G = M,(n + 1,m) x C, H 9(G) = (aP,b^,c^). 于 是 M = (abc) «G H 
[M'| 2 p. i k » 1, W M & M,(n-- 1,m) x Cp. 由 引 理 104.7 可 得 , G AEP 
BE. UE TERI 

因为 d(G) — 3, SE G = (a,b,c). X. |[G| =p, HC G4 — 1. 于 是 


= ([a, b, b]) = (la, bJ^"), G = ([a, b], a, c], [b, & [a, b, bJ). 


因为 G' = Cp, 故 [a,c] 和 [b,c] AE (G) P. 因而 C = (la, 0]) = (az ) 由 此 
可 得 (G) = (a? ). Æ n > 2, W c(G) 22. # n — 1, McG = 3. 以 下 分 
c(G) =2 和 c(G) = 3 两 种 情形 讨论 . 

子 情形 2.1  c(G)-2. 

显而易见 o(a) = p"*?. 注意 到 Q1(G^) = (aP). 不 妨 设 


la, b] = a?" , fall = ae ar gir 


Wie i 和 7 的 可 能 取 值 . 
(i)i=j=0: 则 


[a,b] 2a", [ac =1, [b,c] =1. (10.11) 


10.4” 非 亚 循 环 的 真子 群 均 为 Di SER p 9E «9s 


())izZ0Hj-20 $ a=. W 

[a,b] — a?", [ad =a", lb,d=1. (10.12) 
(i) 7 40 H i20: $ c=. RJ 

[a5] =a", [oad=1, [b,c] =a?” . (10.13) 


(iv) 740 Big: 

E ola) > o(b), & a, = ab', 其 中 上 = —ij71. W [a1,c] =1. 这 归结 为 (ii). 

车 ola) < olb), & b; = bat, HP t= ji. W [b,c] = 1. 这 归结 为 (i). 

再 讨论 o(b) 和 o(c) 的 取 值 . 

首先 断言 o(b) > p? H o(c) = p. HH, WI o(b) =p. 于 是 [a, b]? = [a,b] = 1, 7F 
JB. # o(c) = p, W] c? =a”. Fe — cat, Wi] c? = (cat? » = 1 AA c BO 
KAR. 于 是 o(c) = p? 可 归结 为 o(c) ^ p 的 情形 . 因而 仅 需 讨论 olb) 的 值 . 

Æ o(b) = p”, Jl) m > 2. 

i a,b Ml c 具有 关系 式 (10.11), W 


G = (a,b,c | a?” =" = c? = 1, [a,b] = a?" ,[a, c] = 1, [b, c] = 1), 


其 中 m>2An>2. HAF (1). 
E a,b Al c RA KA (10.12), 则 


G = (a,b,c | aP"? =P" = =1, [a, b] = a?” , [a,c] = az” [b,c] = 1), 


EP n> 2. d m=2, $ c — c7. N [o,c;] =1 这 又 得 到 群 (1). 4i m 2 3, 此 
ARE (2). 
df a,b 和 c 具有 关系 式 (10.13), 则 


G = (a,b,c | a?” =" = — 1, [a,b] = a?" , [a,c] = 1, [b c] = a?" ), 


其 中 m>2An>2. KAR (3). 

车 o = p", 则 m> 1. 不妨 设 加 ”= as?" ,其 中 (p, s) = 1. 

车 a,b 和 c 具有 关系 式 (10.11), 24 n+1 > m Bf, $ b; = bac?" 则 
Uu = 1. 这 归结 为 o( = p" 的 情形 . Hn+1<m, 则 


G = (a,b,c | a? Sap ng [a,b] = a”, [a,c] = 1, [b,c] = 1,099" = a?" ^^), 


此 为 群 (4). 
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E a,b 和 c 具有 关系 式 (10.12), 24 n 1 > m 时 , > b = bacs? ^, Ml 
p^ —1. SAH o(b) = p" 的 情形 . Hn+1<m, 则 


G=(a,b,c| a" =p" Lg =1,[a,b)=ar", [a,d -a? , [b, q] 21,0" =a"), 


此 为 群 (5). 
车 a,b 和 c 具有 关系 式 (10.13), 24 n+1 > mm Bf, & bj = ba?" 则 
2" = 1. 这 归结 为 o(b) = p" 的 情形 . Hnt+1<m, I 


G=(a, b,c | er a ae = 1, [a,b] =a", [a, c] — 1, [b, cl=az” p" = ap ). 
此 为 群 (6). 
子 情形 2.2 c(G)=3. 
此 时 ola) = p?. 首先 断言 : 24 p > 2 时 , W o(b) > p?. AA, 则 o(b) =p. 于 是 


1 = [a, bP] = [a, b]?[a, b, 5) (?) = fa, b)”. 
矛盾 . 注意 到 Q1 (G) = (a). 不 妨 设 
[a,b] 2 a?, [nc 2a? B [bcd=a” € p>2. 


# p 2,W [a,b] = a? BÈ a9. 不 妨 设 [a,d =a, [b,c] =a”. 与 子 情形 2.1 的 
论证 方法 类 似 , 讨论 i Al j 的 可 能 取 值 及 o(b) 和 olc) 的 可 能 取 值 即 得 定理 中 的 群 
(7)—(13). 

反之 可 证 , 定理 中 的 群 互 不 同 构 且 满足 假设 条 件 . 证 明细 节 可 参看 文献 [265]. 

口 

由 D; 群 的 结构 刻画 不 难得 到 下 述 的 P 群 的 分 类 . 

定理 10.4.11 KRGAD, F N G APRES G 同 构 于 下 列 群 之 一 . 

(1) Cyn X Com x Cp n 2 m > 1; 

(2) (a,b,c | a?” = bP = c^" = 1, [a,b] = c", [c,a] = [e, b] = 1) & Mp(n, 1, 1) * 
Cori, n2 1; 

(3) (a,b, c | a?” = bP = c" = 1, [a,b] = a?" , [c, a] = [c, b] = 1) = Mp(n, 1)x Cpr, 
mos lk > ls 

(4) (a,b,c | a" = bP” = c? = 1, [a,b] = a?” ,lea = [c,b] = 1) & My(n, m) x 
Op, n > 1m > 1; 

(5) (a,b,c | a? = wo uum ui b c] = 1, [e, a] =e?” , [a,b] = b), p > 2; 

(6) (a,b,c | a? = er uq = 1, [b,c] = 1,[c,a] = b?" cz , [a,b] = b-P™), 
p> 2; 


10.5 ”两 个 非 交 换 元 生成 p^ MTRK p E :33- 


(7) (a,b,c | a= br™ tu pmi 1, (b. d] = 1, ja] = bP” gto [a,b] = pran qup", 
p > 2,v 二 1 或 是 模 p 的 平方 非 剩余 H-n tE ion BR 

(8) (a,b, c | a? = 9" = 27" =1, [b c] = 1, [c, a] = b?” , [a,b] = c2"; 

(9) (a,b, c | a? = 92" 2 2" 21, [b,c] = 1, [c, a] = c?" , [a,b] = 02"); 

(10) (a,b, c | a? 2 9" = 27" = 1, [b,c] = 1, [c, a] = b?” , [a6] = 027^ 2" y; 

(11) (a,b, c | aP =P" =" = 1, [b, c] = 1, [a,b] =”, [e a] = cP"), m > n, 
l<t<p-],; 

(12) (a,b, c | a? = 5?" =" =1, [b c] = 1, [a,b] = c"? , [c,a] = bP”), m» n, 
v=1 或 是 模 p HEF IEMA; 

(13) (a,b, c | a^ = bP = œ” = 1, [b c] = 1, fe, a] =", [a,b] =a”); 

(14) (a,b,c | a" ug Pu 1, [b, c] = 1, [ea] = 2” ; [a, b] = aP ); 

(15) (a, bye | BI a e = 1,0 = U^, fa, B] = AN e] = b?, [b, c| — 1). 

定理 10.4.8— 定理 10.4.10. M 10.4.11 分 别 给 出 了 恰 有 一 个 非 亚 循 环 的 极 
大 子 群 的 P 群 及 至 少 有 两 个 非 亚 循环 的 极 大 子 群 且 至 少 有 一 个 亚 循环 的 极 大 子 群 
的 P 群 的 分 类 . 对 于 极 大 子 群 均 非 亚 循环 的 P SE, 文献 [265] 也 给 出 了 分 类 , 从 而 
P 群 被 完全 分 类 ， 


m+1 


10.5 ”两 个 非 交 换 元 生成 p? MTR p E 


我 们 知道 , 最 小 阶 的 非 交 换 p 群 是 p? 阶 的 . 一 个 自然 的 问题 是 : 若 对 于 非 交 
换 p 群 G 的 任意 两 个 元 wy € G, 只 要 [ry] 41, 就 有 | y)| = p?, 这 样 的 p RE 
是 什么 样 的 ? 更 特殊 的 问题 是 : 若 对 于 非 交换 p 群 G 的 任意 两 个 元 xy E G 都 有 
|(z,y)| < p*, 这样 的 p 群 又 是 什么 样 呢 ? 张 勤 海 等 在 文献 [274] 中 回答 了 这 样 的 问 
题 ， 确定 了 这 些 群 的 结 HH). 为 方便 , 有 限 非 交 换 p RE GRA T RE, E G 的 任意 两 
个 非 交 换 元 生成 挛 阶 的 内 交换 子 群 . 本 节 分 类 五 ER. 下 节 分 类 Ty HE. 

引 理 10.5.1069] 设 G X p 3, |G'| 2 p 且 G/G' 是 初等 交换 的 . N G = 万 * 4， 
其 中 E 是 超 特殊 pH, 4 是 交换 群 . HA 不 初等 交换 , RJ EM A= Z(E) = Ui1(A). 

命题 10.5.0 4 G XT; 8f. N 

(1) e(G) < 3, 进一步 地 , € pF 3, M c(G) =2; 

(2) exp(G) < p^; 

(3) 对 任意 的 wEG, 其 中 o(a) 2 p?, M (a) dG, 特别 地 , a? € Z(G); 

(4) $ o(a) = p? E a € Z(G), W] Cc((a)) 是 G 的 极 大 子 群 . 

证 明 (1) 对 任意 的 wb € G, 若 [a,b] z 1, I [a, b,b] = 1. AW |(z,y)| < p, 
故 G 满足 2-Engel 条 件 . 由 [89] FRI, 定理 6.5, 结论 即 推出 . 
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(2) 因为 G 非 交 换 , 所 以 G 有 一 个 最 高 阶 元 a 使 得 a € GAZ(G). BA, 取 一 个 
非 中心 的 元 b, 则 ab ¢ Z(G) B. ab 有 最 高 阶 . > be GW [a,b] #1. 设 ola) > p. 
则 |(a,b)| > p*. F. 

(3) 对 任意 的 be G, 车 [a,b] = 1, WI] b 正规 化 a. # [a,b] #1, AA (a,b) Æ p? 
非 交 换 群 , 故 b 也 正规 化 a. 于 是 (a) AG. 

(4) 由 N/C 定理 得 , Ne((a))/Ca((a)) = G/Ce((a)) S Aut((a)). W p 恰 整除 
|Aut((a))| = p(p — 1). 结论 由 此 推出 . 口 

以 下 依照 exp(G) = p 与 exp(G) = p? 两 种 情况 分 类 7; 群 . 

定理 10.5.3 i exp(G) =p. N) G 是 五 群 当 且 仅 当 下 列 之 一 成 立 . 

(1) p 2 3 BH c(G) <3; 

(2) p »3.&. c(G) — 2. 

证 明 4$ p = 2, N exp(G) = 2 BEE G 交换 . 矛盾 . Mp> 2. 由 命题 10.5.2 
可 知 , 若 G 是 五 群 , 则 (1 或 (2) 成 立 . RZ, # (1) 或 (2) 成 立 , 我 们 将 证 明 G 
是 五 群 . WE (2) 成 立 . 因为 c(G) = 2 B. exp(G) = p, 结论 是 明显 的 . 设 (1) 成 立 . 
W a,b € G 满足 [a,b] #1. $ H = (a,b). AW exp(G) =p, MUG 是 正则 的 . 由 定 
38 4.2.12 知 , A! 是 循环 的 . 这 隐 含 着 |H'| = 3, 因而 |H| = 33. 即 得 所 求 结论 ， o 

以 下 我 们 假设 exp(G) = p°. 

引 理 10.5.4 p# CAT; SES: B4 Gx Op X T3 Sf. 

证 明 ”只 需 证 充分 性 . © H =G xC. WH 中 任意 两 个 非 交 换 元 Aly 具 
有 形式 : z = ac, y = bcz, HEP a,b € G, ci, 02 € C2. AW cr, co € Z(H), 4k [a,b] #1 
HR. |(a,5)| < p?, IK (n y)| < p. 口 

由 此 引 理 ， 只 需 确定 没有 初等 交换 直 因 子 的 T. 群 . 这 样 的 五 群 称 为 基本 
的 7; Ht. 为 方便 起 见 ， 再 引入 一 个 概念 : 设 4 是 交换 群 满足 exp(A) > 2. + 
a:a a`! Va € AR ANAM. MEER Ax (o) 称 为 具有 核 4 的 广义 二 面 
体 群 . 

定理 10.5.5 ik exp(G) =p’. 则 G 是 基本 的 五 群 当 且 仅 当 下 列 之 一 成 立 . 

(1)p=2:G ARAH Cils 2 1) 的 广义 二 面体 群 , RACH p 3E E, HR ExCa; 

(2) p23:G 是 指数 为 P 的 超 特殊 p E E, X E * Cy. 

WEBB 设 p=2. 依照 两 种 情况 讨论 : 

情形 1 对 G 的 任意 两 个 非 交 换 元 z,y 都 有 (m, y) S Ds. 

由 假设 , 取 G 的 子 群 (wb | at = b? = 1,0 = a-!) S Dg. 再 由 命题 10.5.2(4) 
知 , Cela) 是 G 的 极 大 子 群 , 因而 G= Cela) x (b). 

首先 我 们 断言 : Cala) 交换 且 exp(Z(G)) = 2. 

Y exp(Z(G)) = 2, Cala) 不 交换 . NEATH (c,d) Ds B. o(c) = 4, o(d) = 2. 
于 是 o(ad) = 4 H [ad, c] 41. 因为 Ds 只 有 一 个 4 阶 子 群 , 故 (ad, c) $ Da. FHA. 


10.5 ”两 个 非 交 换 元 生成 p? 阶 子 群 的 p 群 .35 . 


设 exp(Z(G)) > 2. & g € Z(G) H o(g) = 4. 则 [a, gb] £1, 因而 (a, gb) & Ds. 
但 (a, gb) 的 4 阶 子 群 不 是 一 个 . 矛盾 . 
其 次 , 因为 Cala) 交换 且 exp(G) = 22, WHR Ce(a) = H x K, 其 中 


H = (ay) x (ag) X +++ X (as), K = (c1) X (ca) x X (ct), 


o(ai) = 4, 0(cj 22, i2 1, 7 2 0. 断言 : 对 任意 的 c; 都 有 [b,c] = 1. AM, 
(b,c;) S Dg. & cj = hb. WW o(h) 2 4 H [h, b] = h. 另 一 方面 , 1 = [e;, a] = [hb, a] = 
[h aj [b,a] 隐 含 着 [h,a] A 1， 由 此 可 得 (h,a) z Ds. FE. 于 是 K < Z(G) A 
G= (H x (b) x K. 因为 G 是 基本 的 五 A, WK — 1 HG — H x (b). 

ZEbE H EREN. 设 heH BH. o(h) 4. AW exp(Z(G)) 22, Mh ¢ Z(G) 
Eh? Zh. X (haG E ob) 22, 8 h^ =h. 由 此 可 得 G 是 具有 核 瓦 的 广义 二 
面体 群 . 

RZ, 上 述 确定 的 群 是 五 群 . 事实 上 , 令 zy € G Ho [my] Z 1. 则 z 和 y 中 
的 一 个 , 比如 , y 不 在 AP, 则 o(y) — 2. 若 ze 万 则 (人 兰 Ds. # x d H, WU 
zy € H E o(zy) — 4. 这 是 因为 车 olzy) = 2, M zy € Cely). 与 [my] 41 FA. 这 
再 一 次 推出 (c, y) & Da. W G En E. 

情形 2 G 至 少 有 一 个 子 群 @ = (a; b) S Qs. 

首先 我 们 断言 : Wi(G) = G' HÆ 2 阶 的 . 否则, 对 G 的 任意 4 阶 元 g, X 
g? z a? =b. 则 |(g,a)| > 8, 因而 [g,a] = 1. 类 似 地 , [g,6] — 1. $ H = (ga, b). Al 
为 (ga)? = g?a? A b, M |H| > 8. 这 矛盾 于 [ga, 6] A1. FH |Ui(G)| 2 2. AF 
H, 注意 到 G = ([x,y] | x,y € G). Æ [x,y] #1, JU (a, y) & Ds 或 Qs. 在 任何 情况 
F, [x,y] € O1((z,y)) < 01(G). 于 是 断言 成 立 . 由 此 可 得 : G/G' 是 初等 交换 的 . 

由 引 理 10.5.1 可 得 , G = E A, 其 中 E 是 超 特殊 群 ，4 是 交换 的 . 若 4 是 初 
等 交换 的 , 则 A 和 Z(G). 因为 G 是 基本 的 五 群 , 故 A « E, AT G — E. # AS 
初等 交换 且 G 是 基本 的 五 群 , 再 由 引 理 10.5.1 可 得 , O1(A) = EN A = Z(E). 由 
此 可 得 4 兰 C4. W G = E Ca. 

为 了 结束 (1) 的 证 明 , RNB EM E» C, 是 五 群 . 明显 地 , 超 特殊 群 
E d T, HE. 假设 G= ExCa. 令 a,beG 有 和 且 [a,b] Z1. HF a=ac 且 b= bic, 
其 中 a,b € E, ce Z(G) 且 ij= 土 1. M [a,b] #1. 易 验 证 , Æ (a1, 01) & Qa, I 
(a,b) & Dg. Æ (a1,b1) S Ds, WW (a, b) & Da 或 Qs. 结论 得 证 . 

假设 p > 3. 因为 exp(G) = p, G 有 子 群 与 Mz(2,1) 同 构 . 注意 到 M,(2,1) 可 
以 由 两 个 p? 阶 元 生成 且 这 两 个 元 的 p 次 方 相等 . 与 p= 2 的 情形 (2) 的 论证 类 似 ， 
我 们 也 可 得 Wi(G) = G' HÆ p 阶 的 (计算 细节 省 略 ). 

由 引 理 10.5.1 及 与 (1) 的 情形 2 相同 的 论证 可 得 : G= E R G = E * Cp. R 
2,8 G= E RG = E x Cp, GRIEG ET 群 . 验证 留 给 读者 . 口 
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总 结 以 上 的 论述 , 我 们 有 如 下 定理 . 

定理 10.5.6 设 G 是 33 群 . NG 是 定理 1053 中 的 群 或 是 一 个 初等 交换 p 
群 与 定理 10.5.5 中 的 任 一 个 群 的 直 积 . 

作为 定理 10.5.6 的 直接 推论 , 我 们 有 如 下 定理 . 

定理 10.5.7 jb G XR p REB. G 满足 条 件 : 对 于 所 有 的 TV € G, |(z,y)| € p. 
R G 是 下 列 群 之 一 . 

(1) 交换 群 Cps，Cpz x C? 或 Cn, n 为 正 整数 ; 

(2) 定理 10.5.3 中 的 群 ; 

(3) 一 个 初等 交换 p 群 与 定理 10.5.5 中 的 任 一 个 群 的 直 积 , 但 对 于 定理 10.5.5(1) 
中 的 广义 二 面体 群 ,s = 1. 


10.6 ”两 个 非 交 换 元 生成 p^ 阶 内 交换 子 群 的 p 群 


继 五 群 分 类 之 后 , 安立 坚 等 在 文献 [7] 分 类 了 74 RE, 即 两 个 非 交 换 元 生成 p^ 
阶 内 交换 子 群 的 有 限 p 群 . 余 大 鹏 等 在 文献 [250] 研究 了 两 类 这 样 的 有 限 p E G, 
一 类 是 : 对 任意 的 z,y € G 都 有 |(z,y)| € pi - max{|z|,|y|}. 另 一 类 是 : 对 任意 的 
x,y € G WA (my) < éle]. 他 们 给 出 了 这 两 类 群 的 寡 零 类 、 导 群 的 方 次 数 等 结 
R. 本 节 的 内 容 取 自 [7]. 

由 定理 1.7.7 和 定理 1.7.10 直接 可 得 下 列 结论 . 

引 理 10.6.1 G X p! 阶 的 内 交换 群 当 且 仅 当 G 是 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) Mp(3, 1), 此 时 exp(G) = pë, &(G) = 01(G) = Cjs, Q1(G) & C2; 

(2) M,(2,2), 此 时 exp(G) = p°, &(G) = U1 (G) = à3(G) = C2; 

(3) M,(2, 1,1), 此 时 exp(G) = p?, 21(G) = C3. # p = 2, M (G) = U1(G) = 
C3; # G = (x,y), 其 中 zy HA 4 阶 元 , M Ui(G) = (z2,5?) E. [x,y] = z2y2; € 
p> 2, N) $(G) = C2 E Ui(G) < 9(G). 

利用 [23] 中 的 引 理 5.2 的 论证 可 得 下 列 引 理 . 

引 理 10.6.2 RE X p 8E G 的 内 交换 子 群 . X: [GL E] = E', RJ G= ExCo(E). 

it [23] 中 的 引 理 5.3 是 比 引 理 10.6.2 更 强 的 结果 . 作者 没有 假设 EEA 
换 的 这 个 条 件 , 得 到 了 与 引 理 10.6.2 相同 的 结果 . 需要 说 明 的 是 , FRA E 是 内 
交换 的 这 个 条 件 , 则 [23] 中 的 引 理 5.3 的 结论 不 成 立 ， 例 如 , 设 G = Qs * Qs A 
E = Qs * C4. 则 CG(E) < E H E*Co(E)< BE. 于 是 G#E*COG(E). 

定理 10.6.3 KG 为 了 T4 群 . 则 

(1) exp(G) < p*; 

(2) Ui(G) < Z(G); 

(3) Q1(G) 交换 ; 


10.6 ”两 个 非 交换 元 生成 p* 阶 内 交换 子 群 的 p E “37. 


WEBB (1) X, FE g € G 使 得 olg) > pt. 由 题 设 可 知 , ge Z(G). HFG 
非 交换 , 故 存在 a,b € G 使 得 (a,b) 为 p* 阶 内 交换 群 . 由 题 设 及 o(ag) = o(g) 可 得 ， 
ag € Z(G). 因而 a € Z(G), 矛盾. 

(2) ERR a,b € G, Æ [a,b] = 1, WW [aP, b] = 1; Æ [a,b] 41, W H = (a,b) X pt 
阶 内 交换 群 . 由 于 (a?,b) < H, 故 [a?, b] = 1. 因此 O1(G) < Z(G). 

(3) 由 引 理 10.6.1 可 知 , pt 阶 内 交换 群 不 能 由 p 阶 元 生成 . 因而 G 的 任意 两 个 
p 阶 元 交换 . 所 以 , ni(G) 交换 ， 

(4) 首先 , 我 们 断言 : 对 任意 a,b c G, 有 [a, b, b] = 1. # [a,b] = 1, 显然 结论 成 
XE. F [a,b] z 1, WU] H = (a,b) 为 pt 阶 内 交换 群 . 因而 [a,b] € Z(H), B. [a,b 0] = 1. 

FH [89] 中 的 IT 定理 6.5 可 得 , c(G) < 3, HA G 中 无 3 阶 元 , 则 e(G) < 2. # 
c(G) = 3, NJ p = 3 且 存 在 xz,y,z € G 使 得 [zx,y,z] 关 1 $ H = (zy). MAA 
pt 阶 内 交换 群 . 由 于 A’ € Z(G), 由 (2) 可 知 , H' 4 O1(H). 再 由 引 理 10.6.1 可 得 ， 
H € M3(2,1,1). $ 


H = (a,b, ca? = b? = c? = 1, [a,b] = c; [a, c] = [b, c] = 1). 


WW [a,6,2] A 1. HF [a, bz, bz] = [a, b, b][a, b, z][a, z, blja, z, z], 故 [a, b, z][a, z, 6] = 1, 
进而 [a,z,b] A 1. 同 理 可 证 , (a, z) & M3(2,1,1). 由 于 o([a, 2]) = 3 E. o(b) = 3, H 
(3) 可 得 , [a, z, b] = 1, FH. 

(5) & z,y € G H [ry] 41, W (xu) 为 pt 阶 内 交换 群 .由 定理 1.7.7 WẸ, 
o([x,y]) =p. 由 (4) 可 知 , G' < Z(G). 因此 , G" = ([z,y] | v, y € G) 为 初等 交换 群 . 

(6) 任 取 x € Cola), y € G, 由 (4) 可 知 , [xy] € G' < Z(G) < Cola). 因此 ， 
z" = z[r, y] € Cc (a). HM Cc (a) 3G. 

(7) $ K-GxC, RP C& Cr. ER z= ac, y = bee, HP a,b 6G, oi, 
co € C. V H = (v, y) Ñ M = (a,b). € 五 非 交 换 , WW M 也 非 交 换 . 由 T, 群 的 定 
义 可 知 , M 为 pt 阶 内 交换 群 . 由 于 (H) = 9(M), MH WA p^ 阶 内 交换 群 , Al 
Jt K A Ta F. 口 

为 了 分 类 T, EE, 由 引 理 10.6.1 可 知 , 我 们 需 分 以 下 四 种 情形 讨论 : 

(1) 存在 G 的 子 群 同 构 于 Mj, 1); 

(2) G 的 任意 两 个 非 交 换 元 生成 的 子 群 同 构 于 Mj(2, 1, 1); 

(3) G 的 任意 两 个 非 交 换 元 生成 的 子 群 同 构 于 M, (2, 2); 
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(4) 存在 G 的 两 个 子 群 分 别 同 构 于 M,(2, 1,1) 和 M,(2,2), E G 中 不 存在 子 群 
同 构 于 M,(3, 1). 

定理 10.6.4 设 G A T4 群 . 若 G 中 存在 子 群 同 构 于 Mp(3,1), 则 

(1) #a€G 4H o(a) =p’, A (a) SG; 

(2) G = M,(3, 1) x CT. 

证 明 (1) FER b € G, & [a,b] = 1, WI b 正规 化 (a). 车 [a,b] #1, 由 引 理 
10.6.1 可 知 , (a, b) = M,(3,1). HF ola) = p’, & (a) < (a,b), 因而 5 正规 化 (a). 由 
b 的 任意 性 可 得 , (a) 3G. 

(2) #A<G HAH =M,(3,1). PWR H = (a,b | a” =b = 1, |a, b] = a^). 

我 们 断言 G = H *Cel(H). 由 (1) 可 知 , (a) IG E (ab) IG. 由 定理 10.6.3(5) 
可 得 , exp(G") = p. FEM <x € G, W [a,x] € Qi((a)) = H’ H. [abzl egQi((ab)) = H'. 
由 于 c(G) = 2 H H = (a,ab), W [H, x] < H'. EH x 的 任意 性 可 得 , [H,G] < H’. 由 
引 理 10.6.2 可 得 , G = H * CG(H). 

下 证 : exp(Cc(H)) < p?. 若 否 , WFE p? 阶 元 ce Ca(H). & K = (abo. W 
K 非 交 换 且 exp(K) > p°. 由 引 理 10.6.1 可 知 , K = M,(3,1) B. (K) = U (K) XJ p? 
阶 循环 群 . 因而 (a?) = (cz) = €(K). 令 ap = tr, 其 中 (tp) = 1. 由 于 (act)? = 1, 
由 定理 10.6.3(3) 可 得 , [ac^*, b] = 1, 进而 [a,b] = 1, 了 矛盾. 故 exp(Co (H)) < p". 

断言 Co(H) 交换 . AA, 则 存在 K < Ca(H) H. K 为 pt 阶 内 交换 群 。 由 于 
exp(Cc(H)) < p?, 故 K 同 构 于 M,(2,2) R M,(2,1,1). # K =M,(2,1,1), > 


K = (c,d | c" =d” —1,[e,d = 2), M = (ac,d). 
由 于 M 非 交 换 且 exp(M) > p?, 由 引 理 10.6.1 可 知 , M = M,(3,1) E (M) X p? 


阶 循环 群 . 另外 , 由 于 [ac, d] = [c,d] = c? € 6(M), W (P, d?) < &(M) H p? Bras 
交换 群 , 矛盾 . 4 K = M,(2,1), > 


K =(c,d| & =d? =e =1, [c,d] =e, [e,c] =[e,d) =1), N= (ad,c). 


由 于 N 非 交 换 且 exp(N) > p?, 由 引 理 10.6.1 可 知 , N & M,(3,1) E O(N) 为 p? 
阶 循环 群 . 另外 , 由 于 [ead = [c,d] =e € P(N), S (P,e) < 9(N) 为 p? 阶 初等 交 
换 群 , 矛盾 . 因此 Co(H) 交换 . 

由 于 a? € Co(H) H exp(Ca(H)) < p?, & 


Ce(H) =(a?)xC H G-H*CG(H)-HxC. 


下 证 C 为 初等 交换 群 . ET, W C 中 存在 p? 阶 元 c. & L = (a bo). HFL 
非 交 换 且 exp(L) > p”, 由 引 理 10.6.1 可 得 , L YM, (3,1) E O(L) 为 p? 阶 循环 群 . 
另外 , 由 于 (bc)? = cP, 故 (aP, cz) 为 O(L) 的 p? 阶 子 群 , 矛盾 . 
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综 上 所 证 , G = M,(3,1) x CP. RZ, 由 定理 10.6.3(7) 可 知 , Mp(3, 1) x C» 为 
Ta E. 口 

引 理 10.6.5 设 G 为 T4 群 . 若 G 中 存在 子 群 同 构 于 M,(2,1,1), BG 中 不 
存在 子 群 同 构 于 M,(3,1), 则 expG = p^; 进一步 地 , 若 G 的 任意 两 个 非 交换 元 生 
成 的 子 群 同 构 于 Mp(2,1,1), Ry 

(i) Cala) = (a) x C, 其 中 C 初等 交换 ; 

(ii) 对 任意 的 yeEG\Ca(a), 存在 p 阶 元 工 使 得 ZzCa(a)=yCca(a). 

证 明 ”不 妨 设 


My(2,1,1)= (a,b | a” =? = c? — 1, [a,b] = c, [c a] = [c, 6] = 1). 


车 exp(G) z p, WEE g € G 使 得 o(g) =p. 由 引 理 10.6.1(3) 可 知 , g € Z(G). 由 
F o(bg) > p?, 同 理 可 知 bg € Z(G). 因而 be Z(G), 5 [a,b] 41 FJ. 

E G 的 任意 两 个 非 交 换 元 生成 的 子 群 同 构 于 Mn(2,1,1), 首先 断言 Cola) X 
K. ES, 则 存在 K < Ce(a) B K & M,(2,1,1). > 


K= (x,y | a?” =} = P = 1, [a9] = 2/2, 2] = lay) —1), M-üney. 


由 于 M 非 交 换 , 故 M S M,(2,1,1) E (M) = (z?,z). 由 于 a? = (ay)? € O(M), 
可 设 a? = zi?zi. 4 N = (ar,y. 由 于 (ax) IN, AR IN| « p? 且 交换 . 
从 而 a? = z (显然 (j,p) = 1). 4$ p = 2, Jl M S M3(2,2), 矛盾 ; 4 p > 2, I 
Ui(M) = (z?,a?) = (M), 与 引 理 10.6.1(3) FE. 因而 Cela) 交换 . 

由 于 exp(Cc(a)) = p?, 可 设 Cala) = (a) x C. Æ C 非 初等 交换 , 则 C 中 存在 
p? 阶 元 w. di [w,b] =1, > L= (a, wb), 则 工 非 交换 和 且 O(L) = U (L) = (aP, wP). 
由 引 理 10.6.1(3) 可 知 , p = 2 H. [a, wb] = c = a?u? = (aw)?. 因而 (aw, b) S Da, 7F 
JB. 车 [w,b] Z 1 A p > 2, 由 引 理 10.6.1(3) WH, (ab, w) # M,(2,1,1), TE. 3E 
[w,b] #1 H p — 2, 则 (ab, w) 非 交 换 . 由 引 理 10.6.1(3) 可 知 ， 


[ab, w] = [b, w] = (ab)? w? = a?u?c. 
因而 (aw, b) & Ds, 矛盾 . 故 (i) 成 立 . 
HF y € Cela), 故 (a,y) = M,(2,1,1). $ 
(a, y) = (a, by | ap = a =< -1,[s 5] =e, [ea] = [6,5] = 1). 
则 可 设 y = a'blct, 其 中 (j,p) 2 1. $ c=, WU Cela) = yCo(a). H (i) 成立. 口 
定理 10.6.0 设 G A T4 Æ. X G 的 任意 两 个 非 交换 元 生成 的 子 群 同 构 于 


M,(2,1,1), f| G = H x C}, X H = K x (a), K = (bi) x (b2) x «x (bx) x (c1) x 
(ca) x +++ x (ex) & C25, a? —1 E bf = beet = cn 1 <i <k. 
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证 明 ”不 妨 设 
M,(2, 1,1) = (a,b; | a? = bf = cf = 1, [abi] = c1, [e1, a] = [c1, bi] = 1). 


由 定理 10.6.3(6) 可 知 , Cola) IG. & G/Ce(a) = (n.a. ,Ym). 由 引 理 10.6.5(3) 
可 知 , 存在 p 阶 元 21,22, ,zm 使 得 


G/Ca(a) = (£1,£2,:** , 2m). 


再 令 


M= (@1,22,°°° rimy 


由 定理 10.6.3(3) 可 知 , M < 01(G) 交换 . 令 M=(M N Cela))xN. N) G=Co(a)M= 
Cala) x N. W e: N > Cala) WE e(n) [n a, Vn e N. HF NN Cela) = 1, $ 
e 为 单 射 , 因而 [N, a] = e(N) & N. 由 于 G 的 p? 阶 子 群 均 交 换 , 故 [N, a] Nla) = 
因而 (a) x [N, a] 为 Cala) 的 直 积 因子 . 令 


N= (bı) X (b2) Kosse e X (bk), [b;, a] = Ci) 


Hp 1 <i<k. WG = [N,a] = (ex) x (e) x x (ce). @ K 2 N x G'. Wl K x (a) 
WE bt = bici H ct =e, HH 1<i<k. 4 Cola) = (a) x G' x E. W E VIAE 
HE G = (K x (a)) x E. HUE H =K x (a) X Ta 群 ,由 定理 10.6.3(7) TA, G 为 
T, 群 . E 

定理 10.6.7 ik G 为 7T4 和 群 . 若 G 的 任意 两 个 非 交 换 元 生成 的 子 群 同 构 于 
M,(2,2), HP p» 2. WM G HxC}, RP H = Kx(b), K = (a1) x (az) X- x (ax) = 
C5, o(b) =p? ER} 1<i<k A a = a P, 

证 明 用 Hm RE K x (0), EP K = (a1) x (a2) x -x (am) & CP, o(b) = p? 
满足 : 对 1«i«m,ab—a;?. BERIA, 存在 G 的 子 群 同 构 于 M,(2,2). 不 妨 
设 M,(2,2) = (a,b | a" — v =1, [a,b] = a”). 显然 , M,(2,2) & Hi. $ H = Hy X 
G 的 满足 大 最 大 的 子 群 . 

首先 断言 01(G) = UU) = Q1(H). FÆ 10.6.3(1) 可 证 exp(G) = p. Al 

只 需 证 对 任意 g e G 有 g? eH. Bil, 存在 ge G 使 得 g? gH 对 任意 的 
poi ), Æ [a,g] A 1, 则 由 题 设 可知 , (a,g) = My (2,2). 因而 , AW [ag] 是 
BA 1, rk [a;g] = a'Pg/?. Æ (jp) = 1, 由 p 一 41 
Ril, (a, bg) = Mp(2,2). 男 一 方面 , G1((a, bg)) : (a?, P, gP) = C3, 与 引 理 10.6.1 F 
JB. 因而 , 我 们 可 设 [ao,g] = aj^, HP 1 «1k 0cü€p—1. Ei zi, 
由 araz, g] = aj?a2? A 1 可 知 , (aiaz, g) S M,(2,2). B— x Sign ma 
(a2, a3, g^) = C3, 与 引 理 10.6.1 矛盾 . 因此 i = iz. 同 理 可 知 , à = iz =--- = iy. 
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BW apy. = gb^, WW [a akp] = 1 H a, € H. A [ak0] #1, WH BRAM, 
(ax+1,b) = Mp(2, 2). 因而 , AVE jakt b)] BAA 1, 总 有 [aiat] € (ah ,, 09). AB 
可 知 , [ak+1,b] = [ak+1, 01b] € (ak, ,, 070P). 因此 , [ax+1, 0] € (41). Be [axsa,b] = 
any, AP 0 <s <p-l. 4s =1, N (H, agii) & Hepi, 与 大 的 选取 矛盾 . Fs #1, 
BET = (araes1,b), 由 于 [mart] = ata, #1, BT = M,(2,2). 另 一 方面 , 由 
S(T) > (fak, bP, aiaa) = (a, aky 07) 可 知 , |®(T)| > p°, 55138 10.6.1(2) F 
E. TÆRNE U (G) = 51(8#) = (H). 

由 引 理 10.6.1(2) 可 知 ， 对 任意 的 uv € G, RÆ [uv] z 1, MA [u,v] € 
$((u,v)) = Ui((u,v)) < H. B H 3G. W G/H = (is, oo. da). 由 O1(G) = 
Ui(H) = Q41(H) 可 知 , 存在 hi € H ER y = M. $ rz = yh’, We? =1 8 
G/H = (1, 32，… ,Zn). W E = (21,22, an). 由 定理 10.6.3(3) 可 知 , E < Q1(G) 
为 初等 交换 群 . 显然 G = Hx E. 易 证 H =K x (b) X Ta B, HEH 10.6.3(7) 可 
Al G 为 Ta R. 口 

引 理 10.6.8 设 G A T, Æ. € G 的 任意 两 个 非 交 换 元 生成 的 子 群 同 构 于 
M2(2, 2), 则 

(1) exp(G) = 2?; 

(2) 对 任意 的 a,be G, # [a,b] Z 1 Ha? Z0?, N] [a,b] =a? KV; 

(3) Q1(G) = Z(G). 

证 明 (1) 车 否 , 则 存在 g c G 使 得 o(g) = 23. 由 题 设 可 知 , g e Z(G). HFG 
非 交 换 , 故 存在 a,b € G 使 得 (a,b | at = b^ = 1, [a,b] = a?) S M2(2,2). 同 理 可 知 ， 
ag € Z(G). 因而 ae Z(G), 与 [a,b] 1 7FJB. 

(2) 由 于 [a,b] A 1, MX (a,b) S M2(2,2)， 由 引 理 10.6.1 可 知 , Qi((a,b)) = 
$((a,b)) = (a?,b?), 因而 [a,b] € (a?, b?). # [a,b] = a?b?, 则 (ab)? = a?t?[a, b] = 1, 
进而 有 ab € Q1((a,b)) = 9((a,b)), FA. 因此 , [a,b] = a? BK b?. 

(3) 首先 断言 Qt1}(G) € Z(G). 否则 , FE a e Q5, (G) B. b e G EF [a,b] 7 1. 
由 题 设 可 知 , (a,b) & Mz(2,2)， 由 引 理 10.6.1 可 知 , Qi((a,b)) = O((a,b)). Fle 
a € ®((a,b)), FE. 

由 于 (G) = Qa,(G), 所 以 Qi(G) < Z(G). WE Qi(G) = Z(G), 只 需 证 
exp(Z(G)) = 2. 否则 , FE g € Z(G) 使 得 o(g) = 4. BERTA, G 中 存在 子 群 
(a,b | at = bt = 1, [a,b] = a?) & Mo(2,2). HF [ag,b] = a? #1, (ag)? 或 如 ,由 (2) 
可 知 , (ag)? = b°, 进而 g? = a?U?. 因此 (a, gb) = Qs, 矛盾 . D 

定理 10.6.9 jk G 为 74 群 , 若 G@G 的 任意 两 个 非 交换 元 生成 的 子 群 同 构 于 
M2(2,2), A) G 为 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) Hx C2, RY H =K x (b, K = (a) x (a) x -x (ap) = Ck, bt = 1 E 
ab-ai(etick. 
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(2 Hx C3, 其 中 H = (a3,25,0 | af = af = 1,0? = aj, [0,03] = 1,[a1,b] = 
a3, [a2, b] = af); 

(3) Hx CF, 其 中 H = (a1,25,5,d | af = of = 1,8 = at, = aĝ, [araz] = 
1, [a1 b] = a3, [a2, b] = a2, [a1, d] = a2, [a2, d] = a?a2, [b, d] = 1). 

证 明 ” 设 五 为 G 的 极 大 阶 交换 子 群 . 由 引 理 10.6.8(1) 可 设 , H = Ax C, 其 中 
A = (a1) x (az) x ---x (ax) S Ck E C 初等 交换 . 由 五 的 选 法 及 引 理 10.6.8(3) 可 知 ， 
Z(G) = Q1(G) = Q1(H) = Q1(4) x C. 又 由 定理 10.6.3(2) 和 (5) 可 得 , G' < (A) 
E G/Q1(H) 为 初等 交换 群 . 

断言 1 WHEN g¢G\HAM1<i<k,@ [aig] 1. 

T, 不 妨 设 [ag] = 1. 由 H 的 选 法 可 知 , 存在 hoc H 使 得 [hg] 41. > 
B = (h,ai,g). 易 见 al € Z(B). 男 一 方面 , 由 引 理 10.6.8(3) 可 得 , ai ¢ Q(B) = 
Z(B), 矛盾 . 

言 2 Ce ¢ O11), W G 同 构 于 定理 中 的 (1) 型 群 . 

此 时 , SERRA 1 « i € k'H U z a? H (ub) = a?b*[a;,b] + a2. 因而 
[a,b] 关中， 由 断言 1 五 M fas b Z1. 又 由 引 理 10.6.8(2) 可 得 , [a,b] = a2. > 
d € G \ H. 同 理 可 证 , [ad] = a2. 由 此 推出 [ai bd] = 1 A bd € CG(H). 由 五 的 选 
取 可 知 , bd c H. 因而 d e (H,b). W G = (H,b) 同 构 于 定理 中 的 (1) 型 群 . 

下 面 我 们 假设 存在 b es G\ H 使 得 wv c UH) PMR YP = a? JEN, 
(ba)? = [a,b] # af. 

#k=1, 2 L= (ba, a, WW LA G 的 极 大 阶 交换 子 群 . 我 们 断言 : 
意 的 de GNL, Vt d? gull). (从 而 由 断言 2 可 知 , G 同 构 于 定理 中 的 (1) 型 
BE) BB, 存在 de G\L ES e- (bai)? 4 a2. 由 断言 1 及 引 理 10.6.8(2) 可 
&l, land] = a? = b? R [a1,d] = d?. # [and = a? =b H [b, d] = 1, W (b, d, C) 
为 交换 群 , 与 H 的 取 法 矛盾 . # [and] = a? = 9 H [b,d| z 1, 则 由 引 理 10.6.8(2) 
可 知 , [b, d] = 5? BR d2. Æ [b,d| = b?, 则 (bai, d] = 1, 因而 (L,d) 交换 ,与 互 的 取 
法 矛盾 ; E [b,d] = d?, 则 faid, b] = 1, 因而 (b, aid, C) 交换 , 与 H 的 取 法 矛盾 . E 
[a1,d) = d?, 同上 可 知 , [b, d] = b? BE d?. & [b, d) = b?, 则 [a1, bd] = 1, AM (H, bd) 
交换 , 又 与 H 的 取 法 矛盾 ; 3 [bd] = d?, 则 (bay, d] = 1, 进而 (bai, d, C) 交换 , 还 与 
H 的 取 法 矛盾 . 

下 面 我 们 假设 k > 2， 由 于 = a? Za, 由 断言 1 和 引 理 10.6.8(2) 可 知 ， 
[a2,b] = b? = a? 或 3， 同 理 可 证 [a1a2,6] = (a1, b][a2,b] = a? È a2a2. Ale 
[a,b] = a3 BK (a1a2)?. Æ k > 2, 同 理 可 证 [a,b] = a2 或 (alas)2, FA. 因此 大 = 2. 
不 妨 设 [a,b] = a2. 此 时 [ao,b] = a2. Æ G=(A,b), WG 为 定理 中 的 (2) 型 群 . 下 
w GH (HD). 

B3 WHEN deG\(A,b) A d? € (a2,a2,a2a2). 
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A, 由 引 理 10.6.8(2) 及 断言 1 可 得 , [ad] = a? EX, d?, [a2, d] = a2 Md’, A 
jaiaz, d] = a2a2 或 d?. 由 此 可 得 [aid] = a? A [az, d] = a2. 进而 有 [aia2, bd] = 1, 
与 断言 1 矛盾 . 

以 下 对 d? 的 三 种 可 能 的 取 值 分 情况 讨论 . 

情形 1 =a. 

由 引 理 ee ) 及 断言 1 AM, [aid] = a? EX a2 H. [a1a2, d] = a2a2 或 a3. 
因此 [as,d| = a? EX a2a2. Æ [az,d| = a2, 则 [a2 bd] = 1, 与 断言 1 矛盾 .因此 
[a2, d| = = aja, 此 时 [a1, d] = = aj. 

下 证 : G = (H,b,d. GB, 存在 f e G \ (HH,b,d)， 由 断言 3 WH, f? «e 
(a2,a2,a2a2). Æ f? = a2, 由 断言 1 及 引 理 10.6.8(2) 可 知 , [a f] = a? EX a2. 此 时 ， 
la, df] 2 1 R [a1,5/] 2 1, 与 断言 1 矛盾 . # f? = : RM a2a2, 同 理 可 得 矛盾 . 

由 于 b 4 d, 由 引 理 10.6.8(2) 可 知 , [b,d] = b, 1 EX d?. dE [b,d| = t^, W 
(a2, bd) S Qs, FHE. 3$ [b, d] = 1, W G 为 定理 中 的 (3) 型 群 . 若 [b,4] = d, 用 ad 
蔡 换 d 可 知 , G 也 为 定理 中 的 (3) 型 群 . 

‘HAZ 2d? =a?. 

由 于 b? = a? = d, 由 断言 3 可 知 , (bd)? = [b, d] € (a2,a2, a2a2). Æ (bd)? = a, 
则 (b, d) S Qs, 矛盾 . 车 (bd)? = a2, 用 bd BR a, 可 转化 为 情形 1. 因此 我 们 可 设 
(bd)? = [b,d| = a2a2. 由 于 (aia20)? = a? = d?, 同上 可 设 [a1a2b,d] = a2a2. 此 时 ， 
[aiaa,d] = 1, 与 断言 1 矛盾 . 

情形 3 4q? = a?a2. 

由 断言 3 可 知 , (a1a2d)? = [aia2,d] € (a2,a2,a2a2). #F (aiazd)2 = a?a2, 则 
(a1a2,d) S Qs, 矛盾 . 因而 (a142d)? = a? EX a2. 用 aiaad 替换 d, 可 转化 为 情形 1 
或 情形 2. 

由 以 上 证 明 过 程 可 知 , 定理 中 的 群 互 不 同 构 . 易 证 五 为 74 群 , 由 定理 10.6.3(7) 
可 知 , G AH Ta 群 . 口 

由 T, 群 的 定义 可 知 , p^ 阶 74 群 恰好 是 三 元 生成 的 p Br A SE. 下 面 引 理 是 
文献 [273] 的 直接 结论 . 

引 理 10.6.10 设 G 为 ps Mp T45f. WG 为 下 列 群 之 一 . 

(1) (a,b) x Cy, 其 中 (a,b) 为 p* 阶 内 交换 群 ; 

(2) (a,b) * C, 其 中 (a,b) = M,(2,1,1), PP G = (a,b,d | a” = P =a? = 
1, [a, 0] = d?, [d, a] = [d, 5] = 1); 

(3) (a, belat = 8 = 1,2 = 076", [a, 6] = V7, [e;a] = ?, [c b] = 1); 

(4) (a,b) x Cp, $F (a,b) & My (2,2), p > 2, BP G = (a,b,d| a” =b? =a? = 
1, [a, b] = a?, [d,a] = b?, |d, b] = 1); 
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(5) (a,b, d | a? = bP? = d? = 1, [a,b] = d” |d,a] = b-"»,[d,b] = 1), RP p» 2 
hv 为 国定 的 模 的 平方 非 剩 余 ; 

(6) (a,b, d | a? = bP = d” = 1,[a, b] = d?,(d,a] = b’P?d?, [d,b] = 1). # p > 2, 
N 4jc1- p11 <p <P, p 为 模 六 的 本 原 根 中 最 小 的 正 整数 ; Z p= 2, N 
j=l. 

定理 10.6.11 KG ATs 群 ,G 有 两 个 子 群 分 别 同 构 于 Mp(2,1,1) 4 M,(2, 2), 
且 无 子 群 同 构 于 Mp(3,1). 再 设 H «G RA: H PRA FH AHT Mp(2,2) EH 
的 阶 最 大 . 则 可 设 H = (K x (b)) x E, $F bP =1, K = (a) x (ag) x -- x (ax) x 
(c1) x (2) Xx +++ X (ex) = GA, BS CF, E aè = aici P=, 1<ick. 进一步 地 ， 

(1) 01(G) = (H) = K x (P) x E; 

(2) HIG E G/H 初等 交换 ; 

(3) p>2, 则 对 任意 的 de GJH,1&i « k, Æ (a,b) = (b,c); 

(4) p=2, 则 对 任意 的 deG\H,1<igk, 有 de (P, ci, be}; 

(5) k= 1; 

(6) 若 p=2, 则 对 任意 ZEGNE EE he H RHd=ch 满足 下 列 关系 之 一 : 

(i) d? = c E [a1, d] = [b,d=1, 
(ii) d? = c1, [b, d] = 1 E [a1, d] = ba, 
(ii) d? = c1, [b, d] = 0? E (ay, d] = b°; 

(7) E « Z(G); 

(8 H AG 的 极 大 子 群 ; 

(9) G& Lx Cz, Hp L 7531 10.6.10 中 (2), (4), (5) 或 (6) 型 群 之 一 . 

WEAR — (1) 由 定理 10.6.3(3) 可 知 , Q1(G) 为 交换 群 . 由 于 Q(G)aGHwe 
Q1(G), 所 以 O1(G) < 21(G)(b). B L A Q1(G)(b) 的 二 元 生成 的 非 交换 子 群 , 则 
五 站 Qi(G) < L, 进而 |Q1(D)| = 2 由 引 理 10.6.1 可 知 , L S M,(2,1,1). Ak, 
Q1(G)(b) 中 无 子 群 同 构 于 M,(2,2). 由 |H| 的 选取 可 得 |Q1(G)(b)| < |H|. HF 
Q1(H) < Q1(G), WH = Q4(H)(b) < Q1(G) (b). 因此 Qi(G) = Q1(H) = Kx (P) x E. 

(2) 由 定理 10.6.3 PJAN, G' < Q1(G). 同 引 理 10.6.8(1) 可 证 , exp(G) = p?. 因此 
Wi(G) < Q1(G), 进而 有 O(G) = G'01(G) < (G) < H. MA H 8G E G/H 初等 
交换 . 

(3) 首先 断言 d^ ¢ (b). EF, 设 d? = bh», 则 (dot) = 1， 因 而 db^^ e 
Q1(G) < H. Mde H, FE. 用 A, 表示 群 (old, b), HHO <1 <p—1. 2i A, IER 
换 , 则 A, 为 p* 阶 群 . 由 于 O1 (A0) = (d, b?) 为 p? 阶 初等 交换 群 , 由 引 理 10.6.1 可 
知 , A; S Mp(2,2). 特别 地 , Æ [d, b] A 1, WW [d, b] € (Ao) = U1 (Ao) = (d?, bP). 

由 于 [ald, b] = cl[d,b], 所 以 存在 1 < s < p — 1, 使 得 A, = (afd, b) 非 交换 . 此 


10.6 ”两 个 非 交 换 元 生成 p 阶 内 交换 子 群 的 了 RE 45- 


RY, [a$d,b] = c$[d,b] € 9(A,) = G1(As) = (dP, bP). 从 而 c; € (dP, bP) = 9(A,), 故 
(dP, bP) = (bP, ci) = 9(A,). 

(4) 由 (1) 可 知 , Q1(G) < H. BF d ¢ H, W ae QG) Hd? z1. 3 
d? ¢ (b, ci), 则 |(d2, 62, c;)| > 2°. 

# b,d=1, $ A= (aid, b), 则 [a;d,b] = c; A 1. 因此 4 为 24 阶 非 交换 群 
E (A) = ( 妇 ,ci). 因而 (aid)? = [a;, dj? € (A). & B = (a;b, d), M] |B| = 24 E 
P(B) = ((a;b)?, d?) = (2c; d?). 因此 Jaib, d] = [ai, d] € 9(B), E Jai, d? € 9(B). 
所 以 [a;i dd? € ®(B)()®(A) = (bci). 车 [a dd? = 1, 则 (aj, d) = Da, FE. 若 
Jai, djd? = b?c;, 则 (a;, bd) & Da, 5 T4 群 的 定义 矛盾 . 

3$ (bd) = M3(2,1, 1), 则 由 引 理 10.6.1 可 知 , [b, d] = b?d2.. 因此 (bd)? = 1, x 
i bd € Q1(G) < H. Md eH, 矛盾. 

车 (b,d) S M2(2,2) H [b, d| = d, & A= (aid,b) B. B = (a;b, d), 则 同上 可 证 
(aid)? = [a;, djld? € (A) = (b?,d?c;) H. [a;b, d] = [a;, dd? € 9(B) = (b?ci, d?). 
而 ladd € €(B)(]9(A) = (hci). # [a;, dd? = 1, Jl] (aj, d) = Ds, FE. 车 
[a;, d]d? = d?b?c;, MI) (ai, bd) & Dg, AB. 

= (b,d) € M3(2,2) H. [b,d] = b, & A = (aid,b) H. B = (aib, d), 同上 可 证 
(aid)? = [a;, dd? € (A) = (b?, b?ci) E. Jaib, d] = [a;, d]? € ®(B) = (b?ci, d?). 因此 
A djb?d? e (A) H [a d? d? € (B). 进而 有 [ai, d? d? € &(B)( (A) = (bci). 

E [ai,djb?d? = 1, X C = (aib aid). HF [aib aid] = Pab? = Pci 4 1, A 
$((ajb,a;d)) = (b>, b?ci, d?c;) & C3, 故 |(aib, a;d)| A 24, 矛盾 . AF [ai d]? d? = 52ci， 
则 (a;, bd) & Ds, 矛盾 . 

(8)  k 22. $ de GVH. # p> 2, WH (3) 可 得 , (d^, bP) = (bP, c1) = (bP, c2) 
矛盾 . 4 p-—2, 则 由 (4) 可 知 , d? € (02,01, ber} (1(02, 05,0209). 因而 d? = 2. 由 于 
db ¢ H, 同 理 可 得 (db)? = b?. 进而 (b, d) S Qs, 与 T4 群 的 定义 矛盾 . 

(6) 由 (4) 可 知 , z? € (52,1, bci}. 下 面 对 2? 的 取 值 分 情况 讨论 . 

情形 1 z2 = ci， 

E [b,c] #1, W (b,c) 为 16 阶 内 交换 群 . 因此 [b,x] € &((b,x)) = (02,01). 

子 情形 1.1  [5z]—1. 

4d-z.HAc-(ajd,b. AF [ad,b] = c £z 1, W A 为 24 阶 非 交换 群 且 
$(A) = (b?, cr). 因此 (asd)? d? = fai, d] € (b?,c1). Æ [and] = 1, 则 可 得 关系 (i). F 
[a1, d] = bci, WAKA (ii). Æ [a1,d] = ex, W (a1, d) S D, FA. Æ Jar, d] = 0?, 
则 (a1, bd) = Ds, 矛盾 . 

子 情形 1.2 [b,x] = bc. 

由 于 (br)? = 1, W br c€ Q (G) < H. 因此 x cH, FHE. 

子 情形 1.3 [b,2] =b. 
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令 A = (aiz,b). 由 于 [aiz, b] = ey #1, M A A 24 阶 非 交换 群 且 GA) = 
(b?,c1). 因此 (az)?z? = [az € (2,01). Æ [az] = 99, S d = zx, 则 可 得 关系 
(ii); Æ [a1, 2] = bci, 令 d = ba, 则 可 得 关系 (ii); # [az] = ci, W (a1, £) & Ds, 
与 T4 群 的 定义 矛盾 . 车 [a1,z] = 1, W (a1, bs) & Da, 与 Tr 群 的 定义 矛盾 . 

子 情形 1.4 [ba] = ci， 

X B = (ab, x); M) |B| = 24 A (B) = (b, c1). AIIE [aib,zxlci = [azle 
(02,01). Æ [a1,z] =1, 4 2! = az, WA 2? =c BR [b,x] = 1, 转化 为 子 情形 14. 
车 [az] = b, $ a! = abr, WA z? = c A [ba] = 1, 转化 为 子 情形 1.1. 37 
[a1, £] = c1, Jl] (a1, x) S Dg, FE. Æ [ai z] = bci, 则 (a1,bz) = Da, FE. 

情形 2 2? = bey. 

车 [b,x] #1, 则 (b,c) 为 16 阶 内 交换 群 . 因而 , [b, 2] € (b, x)) = (6, c1). 

子 情形 2. [bz] =1. 

4 zx! — br. Jl] z'? = c, 转化 为 情形 1. 

子 情形 2.2 [b,x] = 9. 

4 A = (aiz,b). AF [a12, b] = Bey 关 1, 故 4 为 24 阶 非 交换 群 且 8(4) = 
(b2,c1). 因此 (aiz)2z2 = [a,x] € (02,1). Æ far, x] = 92, z' = aia, War? = c, 46 
为 情形 2.1. Æ [a1, x] = bci, W (a3, £) = Dg, 矛盾 . FF [a ] = c1, 则 (aib, x) S Qs, 
矛盾 . 4 [a1, 2] = 1, 则 (a,b, bx) & Qs, FJA. 

子 情形 2.3 [bz] = bey. 

d C = (ab, ba), WW |C| = 24 A 9(C) = (b?,c1). 因此 (aio, br]b? = Jai, £) € 
(9,01). Æ [a1,z] = b, $ a’ = aio, MW ce? = ei, 化 为 情形 2.1. Æ [a] = 1, 则 
laib x) = Qs, AUS. £ [a,r] = ei, 则 (a12, b) = Qa, 矛盾 . 车 fai, v] = bc, 则 
(a1, bz) = Dg, FJA. 

子 情形 2.4 [bz]. 

此 时 (br)? = 1. 因此 bz € Q1(G) < H. 进而 x € H, FH. 

情形 3 2? =b?. 

断言 (bx)? = [b,x] 关 b. (AM, (b,c) = Qs, FE.) $ a! = bx, 化 为 情形 1 或 
情形 2. 

(7) 我 们 只 需 证 明 : MERAH e € E Alc € GV H [eo] — 1. 

当 p = 2 时 , 由 (6), 存在 he H 使 得 d = hz 满足 关系 (i), (ii) EX (iii). 由 
(4) 可 知 , (ed)? = [e, djc1 € {b?, c1, 0261), 因而 [ed] € {b7c1,1,b7}. Æ [e, d] = ber, 
则 对 (i), (i) 有 (e, bd) & Da, 对 (iii) A (e,aid) = Dg, HH T4 群 的 定义 矛盾 . F 
[e,d] = b, 则 对 (i)—(iii), 分 别 有 (aye, bd) & Dg, (e,a1d) S Dg H (e,a,bd) & Ds, 
均 与 Ta 群 的 定义 矛盾 .因而 [e,d| = 1, A [ez] =1. Hp > 2, 由 (3) 可 得 ， 
(xP, bP) = (bP, c). 
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断言 4 XheH, [hz] € (x^, bP) = (b^, c). 

由 于 五 = Q4(G)(b), BATH n = gu, EP g e (G) Ro«Ixp-1. Ħ Bi(g) 
表示 群 (gb! x). Æ Bi(g) 非 交换 , 则 Bilg) A pt 阶 内 交换 群 . 由 于 Oi(Big)) = 
(aP, bP) 为 p? pene 由 引 理 10.6.1 TA, Bi(g) & M,(2,2). 车 [gb!, 2] #1, 

则 [gb!, £] € &(Bi(g)) = Ui(Bi(g)) = (w?, bP). 因而 断言 4 对 hh d Q1(G) 成 立 . 由 于 
[g, x] = [gb, z][b-1, x] € (x^, b”), 故 断 言 4 对 he Q1(G) 成 立 . 

4 æ = bP, M jp) = 1. 44-b9w'z', 则 可 得 d? = c,. 要 证 明 
[e,z] = 1, 只 需 证 明 [e,d| = 1. 由 断言 4, 可 设 [e, d] = bspzGi A [a1,d] = pc. 我们 
可 得 [e, d] =b. (F, 则 (t, p) — 1. 由 于 [e, b$d*] = (b*Pct)* = (b*d*)'», 故 (e, b*d*) 
为 p? 阶 非 交 换 群 , FE.) 

最 后 , 我 们 证 明 : [jed = 1. 4A, 则 (s,p) = 1. # (wp) = 1, W [aje“, d] = 

cf? = dP, 因而 (ae, d) H p? 阶 内 交换 群 , 矛盾 . A [a1,d] = bP, Wl aĵe), bd] = 
b*Pc$ = (bd). 因此 , (ael—", bd) 为 p? 阶 非 交 换 群 , 矛盾 . 

(8) 若 否 , 由 (2) Tit G/H = (z1) x (9) x x (Em), HP m 2 2. 

AF p 2, 则 由 (3) TA, x5 € (ah bP). > a5 = Pd". 则 (oz; ^65)? = 1. Al 
此 agxy*b-t € Qi(G) < H. 因而 z9 = 2}, FB. 

# p = 2, 由 (6), HE G/H = (di) x (do) x ++: x (dm), 其 中 d; 满足 (6) 中 
的 (i), Gi) BR (iii), 则 [b dido] = 1 EX b?, H. faib, dido] = 1 BK b?ca. FA (4) TTAN, 
(did)? € {b?,c1,b?c1}. Æ (dida)? = b? H. [b, dido] = 1, WW (bdid2)? = 1. 因此 
bdidg € Q4(G) < H. HEM d = do, FE. Æ (did)? = d? H [b, dido] = b°, 则 
(b, didz) S Qa, 矛盾 . 若 (dido)? = ^c H [a16, dido] = 1, 则 (aibdyd)? = 1. 因此 
ajbdidg € Qi(G) < H. 进而 di = do, FE. FF (dida)? = b?e, H. [a1b, did] = be, 
则 (a,b, dida) & Qs, 矛盾 . Æ (dida)? = ci, W (dy, d2) S Qs, 矛盾 . 

(9) 由 (8), 我 们 可 设 G = H(d. 4 L = (K,b,d). Æ p = 2, WH (6) 可 
Al, d 正规 化 K x (b). d$ p > 2, 则 由 断言 1 可 知 , d 也 正规 化 K x (b). KE 
|L| = p^. 故 工 是 引 理 10.6.10 中 的 一 个 群 ， 由 于 L 中 存在 两 个 子 群 分 别 同 构 于 
M,(2, 2) 和 M,(2,1,1), 检查 可 知 , L 为 引 理 10.6.10 中 (2), (4), (5) 或 (6) 型 群 . 由 
(),G- Lx E. 最 后 , 由 定理 10.6.3(7) WA, G— Lx E H T4 Ri. 口 


10.7 非 交 换 子 群 的 中 心 均 相 等 的 p BE 


群 的 中 心 是 有 限 群 的 一 个 非常 重要 的 概念 ,我 们 知道 , SE G 为 交换 群 当 且 仅 
当 Z(G) = G. 由 此 可 以 看 出 , 一 个 群 的 中 心 Z(G) 的 大 小 在 某 种 意义 下 可 以 反映 
出 该 群 的 交换 程度 . 例如 , 利用 中 心 这 一 概念 可 以 给 出 窜 零 群 的 等 价 刻画 :; 有 限 群 
G 为 寡 零 群 当 且 仅 当 G 上 的 中 心 群 列 终止 于 G. 许多 群 论 学 者 研究 具有 某 种 条 件 
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的 中 心 对 有 限 p 群 结构 的 影响 . 例如 , Finogenov 在 文献 [64] 中 研究 了 具有 循环 导 
群 和 循环 中 心 的 有 限 p SE. Janko 在 文献 [103] 中 研究 了 只 有 一 个 极 大 子 群 具有 非 
循环 的 中 心 的 有 限 非 交 换 p 群 . 王 丽 芳 等 在 文献 [227] 中 研究 p 群 G 的 子 群 的 中 
心 与 群 G 的 中 心 的 关系 对 p 群 结构 的 影响 . 特别 是 在 p= 2 的 情况 下 , 分 类 了 非 交 
换 子 群 的 中 心 均 相等 的 非 交换 p HE. 而 对 p > 2 的 情况 , 则 由 王 丽 芳 在 文献 [231] 
中 给 出 了 分 类 . 本 节 介 绍 文献 [227] 的 工作 . 

为 了 方便 起 见 , 我 们 引入 以 下 符号 . 

T 群 ” 非 交换 子 群 的 中 心 都 相等 的 非 内 交换 的 非 交 换 群 . 

Q 群 ” 非 交换 子 群 均 二 元 生成 的 P HE. 

S 群 ” 至 少 存在 一 个 非 交 换 子 群 是 非 二 元 生成 的 P SE. 

BR, P-SsUOHS[()O-so. TE, 为 了 分 类 P HE, 只 需 分 类 5 群 与 Q 群 
即 可 . 

首先 我 们 给 出 两 个 引 理 , 它们 是 简单 的 但 经 常 被 用 到 . 

引 理 10.7.1 若 G= (x, y) 是 内 交换 2 群 , 则 Z(G) = (z2,y?, [z,). 

引 理 10.7.2 4G AP Æ. #$2,y € GAZ(G) A [z,y] = 1, M Calz) = Caly). 

证 明 ”假设 Cele) + Cely) 不 失 一 般 性 , 设 存在 z € Co(x)VOo(y). 8 H = 
(z,y,z), W H APRA x € Z(H) = Z(G), 与 x g Z(G) 矛盾 . X Ca(x) = Cely). 

口 

定理 10.7.3 KG 是 有 限 非 交换 2 群 , R] G 是 @ 群 当 且 仅 当 G 同 构 于 下 列 
互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) (a,b | a^ = b?” =1, [a,b] = a ?), RP m2 1c23; 

(2) (a,b | a” = 1,0?" =a? [a,b] —a-?), RP m2 1,02 3; 

(3) (a,b | a4? = b?” =1, [a,b] 2a-?** ^), HP m>1,c>3. 

证 明 设 G HOF, 则 对 于 G 的 任意 非 交 换 子 群 H, 有 Z(H) = Z(G) R. 
d(H) =2. 下 证 G 有 交换 极 大 子 群 . A5, 则 由 定理 8.5.3 可 知 , G 亚 循环 . 由 定理 
6.1.4 可 知 , G 同 构 于 下 列 群 之 一 . 

(1) G= (a,b | a?" = 1,5277 = a” [a,b] = a"), HF 1, s,t,u 为 非 负 
BPW r>2 H u<r; 

(Il) G = (a,b | a rrr = 1, bt a att qug] = at"), 其 中 
r,s, v tt u ATER RRM, r> 2, <r u <l tt 2sv = tv 20, HA’ 2 r — 1, W 
di. 

若 G 为 ( AR, W H= (a2 77). EGO (IL) AERE, M H = (02777 77 by, 
WW HA G WAFER. BOT OU € Z(H) E Z(H) = Z(G), Me? e Z(G). 进而 G 
有 交换 极 大 子 群 M = (a 02), FE. 因此 , G 有 交换 极 大 子 群 . 
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检查 定理 8.4.7 中 所 列 的 群 , 可 得 定理 中 的 3 类 群 . 再 由 引 理 8.3.2(4) 可 知 , € 
们 的 非 交换 子 群 的 中 心 均 相等 . 口 

下 面 我 们 分 类 s HG. 易 见 |G| > 25. 分 两 种 情况 讨论 . 当 G 的 阶 小 于 27 时 ， 
用 Magmal37] 检验 小 群 库 [29 可 得 所 求 的 群 . 因而 可 设 S 群 G 的 阶 不 小 于 27. 

引 理 10.7.4 KRG ARR? BH |G| « 27. m G € S 群 当 且 仅 当 G AH 
于 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

1) |G] = 25. 
( I-1) SmallGroup(2°, 32), 其 对 应 的 群 为 


(a,b,c | at =b = c* 1) =a? e, [b, a] = a”, [a, e = c?, [b,c] = 1); 
( 1-2) SmallGroup(2°, 33), 其 对 应 的 群 为 
(a,b, c | a? = 64 = c* = 1, [a, b] = c?, [a, c] = b?c?, [b, c] = 1). 


(11)|G} = 25. 
(1-1) SmallGroup(2°, 64), 其 对 应 的 群 为 


(a,b,c | a* = b* = c* = 1, [b, a] = c?, [e, a] = c?P?, [e b] = 1); 

(1-2) SmallGroup(2°, 82), 其 对 应 的 群 为 

(a,b,c | at = b* = c* = 1, [b,a] =e’, [e, a] = cb’, [e, b] = ba”, 

[a?, b] = [a?, c] = [b?, a] = [b?, c] = (e, a] = (^, b] = 1); 
(II-3) SmallGroup(2®, 113), 其 对 应 的 群 为 

(a, 6,e | a* = b* = c* = 1,5* =e’, [a, 5] = 0, [e,a] = a*, [e b] = 1; 
(1-4) SmallGroup(2°, 180), 其 对 应 的 群 为 
(a,b, e | a* =b — 68 =1, 6 — a3e*. Iba] oa, [a e] =", [e 5| — 1); 
(11-5) SmallGroup(25,245), 其 对 应 的 群 为 
CARA IE =P ated m la um d^ b ume ba] =a’, [b a] S c, 
[c, 6] = [d,a] = a?b?, [d, b] = a?, [d, c] = 1). 


(II) |G| = 27. 
(III-1) SmallGroup(27, 300), 其 对 应 的 群 为 


(a, b,c | a* = $5 = & = 1,6 = c^, la, b] = b, [ea] = af, [e b] = 1); 
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(III-2) SmallGroup(27, 571), 其 对 应 的 群 为 
(a,b,c | a9 = bt = c* = 1, [b, a] =’, [e a] = 70", [c, b] = 1); 
(1-3) SmallGroup(27, 895), 其 对 应 的 群 为 
la, 5,6 | a19 sl B =", [eb] =", [a] =a", [eb] 9 1); 
(III-4) SmallGroup(27, 985), 其 对 应 的 群 为 
(a,b, c | at = bt = c = 1,5? = a?c, [b, a] = a”, [a,c] = c?, [c, ] = 1). 


SmallGroup (o, n) 表示 小 群 库 中 o 阶 群 中 第 n 个 群 . 

定理 10.7.5 ik G 是 有 限 非 交换 2 群 且 |G| 227. MGAS 群 当 且 仅 当 G 
同 构 于 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) G (a,b,c | a =b4=c4=1, [6, a] =c’, d= et’, cb] 1238; 

(2) G = (a,b,c | at = bt =" = 1,0? = a?c?" [b,a] = a?, [a,c] = c?, [e, b] = 1), 
FKP n> 4; 

(3) G = (a,b,c | a2” =b?” = ct 21,9" ^ = c2, [a,b] = b?, [c, a] = a2”, [c,b] = 
1, RY m23,n22. 

证 明 设 G SER, 下面 分 两 种 情形 讨论 . 

情形 1 G 的 每 个 非 交换 真子 群 H 均 二 元 生成 . 

由 于 |G| > 27, 由 定理 8.6.2, 可 设 G 有 交换 极 大 子 群 . 由 于 G 是 S 群 , 故 
d(G) = 3. 由 定理 8.6.1 可 得 , G 是 A: BE. AF d(G) = 3 且 G 有 交换 极 大 子 群 , 故 
G 为 定理 9.3.1 所 列 的 群 . 检查 该 定理 可 得 , G 为 (1) MH, 或 n= 2 的 (3) 型 群 . 

情形 2 FEG 的 非 交 换 子 群 H 使 得 d(H) > 3 

车 |G| = 27, 由 引 理 10.7.4 可 知 , 结论 成 立 . FR |G] > 25. 

设 M 为 G 的 极 大 子 群 使 得 H«M,WIM 是 5S 群 . 由 归纳 假设 , M 同 构 于 
定理 中 所 列 的 群 之 一 . 

子 情形 2.1 M =(a,b,¢c| a” =bt = ct = 1, [b,a] =e’, [c a] = eb,le,b] = 1), 
Ep nèl. 

显然 Z(M) = (a?,U,c?) H. M 有 唯一 的 极 大 子 群 A = (a?,b,c). 因而 AG. 
由 于 |G/A| — 4, 故 G' < A. 由 题 设 可 知 , Z(G) = Z(M) = (02,02, c7). Ree GM, 
则 G = (x, a, b,c). 

设 [wz] = a?sb'c". 由 


1 = [a2,z] = (a, z]?[a, z, a] = ab") e? 
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可 得 , 2"-2|5, 2t E 2]u. 因而 [az] = a2” & 62525, H [a,b] = c? Al [a,c] = bc? 可 
得 , [a, zc bth] = a2" ^8, 用 ach pct Bk r, WK [a c] = a?" 9. FF [a 2] £1, 
则 由 定理 1.7.7 可 知 , (a, c) 内 交换 , 由 引 理 10.7.1 可 得 


Z((a,z)) = (a?, x”) * (a^ GP e^ == Z(G), 


矛盾 . 因而 [a,x] = 1. 

设 [bz] = a?*b*c". H 1 = [b?, 2] = [b,x]? = a**b?*c?* 可 得 , 2"-2\s, 2|t H 2|u. 
因此 , AY BE [b, z] = a?" pe, R, [eim] = a?” "1323073, 因而 [b, x], [c, 2] € 
Z(G). & G' < Z(G) H expG' = 2. 

d$ G/A = Ca, Wl] G/A = (zA) H. M/A = (aA) = (x? A). 因而 z2a7* € A. X 
x? — aa', HH a’ € A, D 


12 [b,x]? = [b, z?] = [b, aa] = [b,a] = cf; 


矛盾 . 因而 G/A = C x Co H r? e A. 
由 于 [a, 2] = 1, 故 可 设 r? = dtc. 由 


1 — [a, z]? = [a, 27] = ber) 


可 得 , 2t H 2|w. W x? = bI ck, 
由 于 zg Z(G), 由 引 理 10.7.2 可 得 


[bz] = a2" ia paja G2k2 #1, [cz] = a?” 139253 ec2ks Ai, 


H 


[bc, x] = a2" liatia) pa Gas) o2(k2+ks) 4 1, 


易 见 {izis io + i3} 中 至 少 有 一 个 是 偶数 .不 失 一 般 性 , Kin 为 偶数 , 则 由 引 理 
10.7.1 可 知 , Z((b,2)) < (2,2). 由 于 G X P BE, iC Z(G) = Z((0,2)). 因此 ,a? =1 
Hn=l1. 

用 za* 替换 z, 则 [a,x] = 1 E [b,x] = 0? z 1. 因而 [bz] = b2. 由 引 理 1.7.7 
可 知 , (b,c) 内 交换 . 再 由 引 理 10.7.1 可 得 , 2? = e. 

由 引 理 10.7.2 可 知 , Celb) = Cele) = Ce(bc)， 因 而 , [cz] z [b,x] = b. 由 
于 [e az] z 1, & [ez] Æ [c a] = Pe A [ez] = c?. 由 定理 1.7.7 可 得 , (e) 内 
ACH. 再 由 引 理 10.7.1 可 得 , Z((e,a)) = Z(G) = (cz,z2)， 因 而 2? = be. AF 
[bc, x] = [b, x][c, z] = &?c?, HL Z((be, x)) = (be) + Z(G) = (b?, c?), FE. 

子 情形 2.2 M = (a,b,c | at = bt = c?" = 1,0? = ac?” [b,a] = a?, [a,c] = 
c, [c,b] 2 1), HH n2 3. 
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显然 Z(M) = (a,b?) E. M 有 唯一 的 交换 极 大 子 群 4 = (b,c). 因而 AG. 由 
于 |G/4| = 4, & G' < A. 由 假设 可 知 , Z(G) = Z(M) = (a?, b2). W z € GM, WU 
G= (2,0,5,€). 

设 [bz] = b*c', 由 于 


Tz [b?, z] = [b, x]? = be”, 


故 2|s 且 27-!jt. 因而 可 设 [ba] = b22c2" 
设 [e, z] = bet, 由 


l= aa, 1— [na die oz] nsa] = [alt] = Po 


TJAN, 2|t H. 2|s. 故 可 设 [cz] = bise. 
假设 G/A & Ca, MJ G/A = (A) 且 M/A = (aA) = (x? A). 进而 可 知 , x2a-! € 
A. 设 r? = ab*c' , 则 


1 = [b,z]* = [b, z?] = b ab^ c*] = [b;a] = a?, 


矛盾 . 因而 G/A S C x C Hz? E A. 
由 1= [e2?] = [c z]?[c, x, x] = ct’ bisc a] = ct +4t? 可 得 , 2-21 (t +1). 
由 此 可 得 , 2"-2 必 或 2^7? | - 1. 因而 


le, x] = pris c i 或 [c, z] E pris cg 2 


zi [cz] = bct 35-2. 则 [c, ma] = [c, alle, z]|c, m, a] = bc?" ^7. FA za 替换 
x, [c, z] = 62 2" ^3 

车 [ez] = pia 2" "73s £1, W (ez) 内 交换 , 且 c? € Z((cz))， 由 假设 可 知 ， 
cz € Z(G), FA. 因而 [cz] = 1. 由 引 理 10.7.2 可 得 , [b,x] = 1. 

设 [az] = bset, 由 于 


1 = [a?, x] = [a, x]? |a, x, a] = ba2s, 


故 2|s. 因而 [a,z] = bc. 由 于 [a zb] = ct** 82" ,用 zbi 替换 x, WH [a,z] = 
ch, 
T 2\j1, j = 251. 由 于 


[2,675] — [male = 


IW zc € Z(G) < A, HM z € A, FA. Alt 21 ji. MAR [a,c] = c. 
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X a? = b*c*, 则 [oz = [a, 2} la, x, x] = c. 5—7718i, [a, z?] = [a,b*et] = 
a?sc?t, 因此 2|s H 2^-1|1 t. 设 x? = p?icl-2" "5, 

i H = (xbac, c, 由 于 [zbac， cr] = [a, c?" ^] = c2” ,由 定理 1.7.7 可 得 ， 
H 为 内 交换 群 . 由 引 理 10.7.1 可 知 ， 


Z(H)= ((zbac)?,c?" *, [xbac, c]). 


由 于 
(bac? =H) Z(H) = Z(G) = (0 ^), 


HE 2| B a? = ci? '* = ca?kb?* = [a, gja? b>, 


由 于 [a, zb^] = z202 = (zb*)?, 用 z 替换 x, 可 设 [a,z] = 22. 因此 
G = (a,b, z|a* = bt = 3? =1, = 022", [b,a] = a?, [a, z] = z?, [b, z] = 1). 


子 情形 23 M = (a,b,c | a” =b?" 26-1 = e, [a,b] = b*. [6,4] = 
ee. [ceb] = 1), 其 中 m 2 3,n 2 2. 

同 子 情形 2.2 的 证 明 可 得 , 在 这 种 情形 下 , G 为 (3) 型 群 . 

比较 三 个 群 的 中 心 的 生成 元 以 及 中 心 的 阶 可 知 , 定理 中 的 群 是 互 不 同 构 的 . 

下 面 证 明 群 (1)—(3) 为 S 群 . 

X G 为 (1) Xf, 由 于 G 是 A E, 故 G 的 每 个 非 交 换 子 群 M 为 G 的 极 大 
THÉ. 由 于 Z(G) = (a?,b?,c?) = B(G), 故 Z(G) < M. 再 由 |M : Z(G)| = 2? WA, 
Z(G) = Z(M). 因此 G 为 S RE. 

设 G 为 (2) 型 群 , 则 Q1(G) = Z(G) = (a,b?) B. M = (a?,b,c) = (b,c) AG 
的 唯一 交换 极 大 子 群 . KH A G 的 非 交 换 子 群 . 则 G = HM 且 存 在 he HER 
hg M. 因此 , G=(h)M H H — (h)(H(|M). 下 面 证 明 Z(H) = Z(G). 

由 于 H = (h(Hf|M) SEACH, 故 存在 h’ © HAM 使 得 [h, |] z 1. X 
h — obici, W = V ol", WI [h h] = i 21 = yag 21, 

E 2pg WU" = hah] e H. 35 2j, Hh’ g Z(G) = (G) FIAT, 
h? —gH 41. Bi cU eH. 

WFA = gh 68D. dE? = gU HD e H. Bit Z(G) = $3(G) « H. 

男 一 方面 , 由 于 石门 M 为 五 的 交换 极 大 子 群 , 故 Z(H) < HM. HG- HM 
及 M 交换 可 知 , Z(H) < Z(G). 所 以 Z(G) = Z(H), BI G X S 群 . 

设 G 为 (3) 型 群 . E n=2, 则 G 为 A E. 因而 , G 的 每 个 非 交 换 子 群 M 为 
G 的 极 大 子 群 . 由 于 Z(G) = (a?,b?) = &(G), 故 Z(G) < M. HH |M : Z(G)| 2 2? 
可 知 , Z(G) = Z(M). 因此 G 为 S iE. 
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车 n>2, 则 2(G) = (a?,2) H M = (a?,b,c) X G 的 交换 极 大 子 群 . EH 
AG 的 非 交换 子 群 , 则 G = HM BFE he H 使 得 h EM. 因而 , G= (hyM A 
H = (h)(H(\M). 由 于 A! 41, WEE h/ e HAM 使 得 [h,k] z 1. 设 h= abc, 
h' = a? b c 则 


m—1 T i , =f m-—114/ 
h2 = q2t? Ep n? = at p?3 ck , [h, h’] — b27 a? k xz 1. 


由 于 h? aU?" kg Bat © H. Bj] b,c?" € H. EB [hh] = 69 a?" * x1 
可 得 , 27-14 R 24k. Al c c H. d h? —a?7" "e? 可 知 , a? e H. 因此 
Z(G) « H. 

另 一 方面 , BT ADM A HARRAH, C Z(H) < HOM. HG— HM 
及 M 交换 可 知 , Z(H) < Z(G). 所 以 Z(G) = Z(H), MGA S fif. 口 
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众所周知 , 正规 子 群 在 有 限 群 的 研究 中 起 着 极其 重要 的 作用 ， 早 在 1897 年 ， 
Dedekindl57] 确定 了 所 有 子 群 都 正规 的 有 限 群 , 这 样 的 群 被 称 为 Dedekind f. JEX 
换 的 Dedekind 群 称 为 Hamilton 群 . 1933 年 , Baer ZECRA [14] 中 对 于 无 限 Dedekind 
群 给 出 了 分 类 , 自 那 时 以 来 , 许多 群 论 学 家 开始 研究 与 Dedekind 群 的 结构 接近 的 
群 类 , 获得 了 丰富 的 成 果 . 例如 , 弱化 子 群 的 正规 性 条 件 , 许多 子 群 概念 被 提出 . 最 
常见 的 有 拟 正规 子 群 、s MEWT KWETE, KERT FERTH s 
半 正 规 子 群 、c EATER TI THESE, 每 个 子 群 均 为 拟 正规 子 群 (或 者 上 述 提 到 的 其 
他 类 型 的 子 群 ) 的 有 限 群 的 结构 分 别 被 研究 和 确定 ， 见 文献 [67], [131], [194], [220], 
[226], [245], [269]. 从 “次 正规 长 度 ” 的 角度 研究 比 Dedekind 群 更 广 的 有 限 群 也 有 
许多 结果 . 次 正规 子 群 互 到 CG 的 最 短 的 次 正规 群 列 的 长 度 称 为 A 的 次 正规 长 度 . 
群 G 的 所 有 次 正规 子 群 的 次 正规 长 度 的 最 大 值 称 为 G 的 次 正规 长 度 . 显然 , 次 正 
规 长 度 为 1 的 群 是 Dedekind 群 , 许多 学 者 研究 次 正规 长 度 为 2 的 群 , 见 文 献 [145]， 
[146], [175], [178]—[180]. 

另外 , 也 有 一 些 学 者 对 非 正规 子 群 的 正规 化 子 和 正规 闭 包 施加 某 种 限制 来 研究 
有 限 群 , 例如 , Mann 在 文献 [148] 确定 了 非 正 规 子 群 的 正规 化 子 均 是 极 大 子 群 的 有 
限 非 可 解 群 . 吕 恒 等 在 文献 [138], [139] 确定 了 非 正规 子 群 的 正规 闭 包 较 小 的 有 限 
p 群 ， 郭 秀云 、 张 军 强 等 分 别 在 文献 [261]，[284] 研究 了 非 正 规 子 群 的 正规 闭 包 较 
大 的 有 限 p 群 . 王 丽 芳 等 在 文献 [228] 分 类 了 非 正规 子 群 的 正规 闭 包 同 阶 的 有 限 p 
群 . 余 大 肌 等 在 文献 [251] 分 类 了 非 正 规 子 群 的 正规 闭 包 均 内 交换 的 有 限 p 群 . 另 
一 方面 , 黎 先 华 、 张 军 强 、 张 勤 海 、 张 小 红 等 在 文献 [134], [262], [277], [281] 等 分 别 
研究 了 非 正规 子 群 的 正规 化 子 较 小 的 有 限 p E. 

Cappitt 等 从 非 正 规 子 群生 成 真子 群 的 角度 研究 广义 的 Dedekind $F, 见 文献 
[45], [110], [191], [189]. 从 某 些 特殊 的 子 群 出 发 , 研究 与 Dedekind 群 的 结构 相近 的 
有 限 群 也 有 许多 结果 , 见 文 献 [32], [45], [73], [110], [147], [189], [191]. 

由 于 有 限 p 群 存在 可 能 阶 的 正规 子 群 , Passman 在 文献 [181] 研究 p 群 的 非 正 
规 子 群 ， 这 是 一 篇 重要 的 p 群 论文 . 该 文 分 类 了 非 正规 子 群 均 为 p WAI p HE, 更 
一 般 地 ,除了 某 些小 阶 群 之 外 , 分 类 了 非 正 规 子 群 均 循环 的 p ERO 在 某 种 意义 上 ， 
Passman 研究 的 是 具有 “很 多 ”正规 子 群 的 pb HE. 继 Passman 的 结果 之 后 , 张丽华 
等 263] 分 类 了 非 正规 交换 子 群 均 循环 的 p 群 , Zappa[253, 254 、 张 军 强 [299] 先后 独 
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立地 分 类 了 非 正规 子 群 均 同 阶 的 p 群 . 张 勤 海 等 在 文献 [275], [278], [279] 先后 分 类 
了 非 正 规 子 群 的 阶 分 别 不 超过 p? 和 p? 的 p SE. 

还 有 某 些 学 者 从 非 正规 子 群 的 共 辆 类 数 出 发 , 研究 比 Dedekind 群 更 大 的 群 类 
结构 , & v(G) 表示 群 G 的 非 正 规 子 群 的 共 辆 类 数 . 显然 , v(G) = 0 NH GEA 
Dedekind #. v(G) < 2 的 有 限 群 G 的 结构 分 别 被 Brandl, Mousavi, 陈 贵 云 等 所 
确定 , 见 文献 [40], [47], [163]， 对 于 有 限 p 群 而 言 , La Haye 和 Rhemtullal!!? 证 
Wy: 4 v(G) > 1, 则 v(G) 2 p. 对 于 p= 2,v(G) < 3 HAR 2 群 G 分别 被 
Schmidit, Mousavi 所 分 类 , 见 文献 [164], [199], [200]. 对 于 p Æ 2, Fernández-Alcober 
和 Legarretal63 分 类 了 v(G) = p 的 有 限 p 群 . Brandll42] 分 类 了 v(G) =p+1 的 
IR pE WABI 研究 v(G) 可 能 取 到 的 值 , 分 类 了 比 文献 [42], [62] 更 广 的 一 
类 p 群 . 本 章 主 要 介绍 比 Dedekind p 群 更 广 的 某 些 p 群 类 的 分 类 结果 . 


11. 非 正 规 子 群 均 循 环 的 p E 


Passman 在 文献 [181] 中 研究 了 p 群 的 非 正 规 子 群 , 并 且 给 出 了 非 正规 子 群 均 
循环 的 有 限 p 群 的 分 类 . 

称 Hi» Hy >---> Hr 为 G 的 非 正规 子 群 链 , dE H: AG A |H : Hil =p, 
其 中 i= 1,2,… k, 并 且 这 个 非 正规 子 群 链 的 长 度 为 k, id chn(G) 为 G 的 非 正规 
子 群 链 的 最 大 长 度 . 

X G AAR p 群 , HA G 的 非 正规 子 群 . 称 H 为 G 的 极 大 非 正 规 子 群 , 如 
果 对 每 个 满足 K > H WT K, A KaG 而 称 H A G 的 极 小 非 正规 子 群 , 如 果 
对 每 个 满足 天 <H KTK AKG. 

引 理 11.1.1 ([181] 中 的 引 理 1.4) RA AAR p EG HM) FEMA. My 
H 循环 . 

引 理 11.1.2((181] 中 的 引 理 2.1) 设 G 是 有 限 非 Dedekind p #. MAA G 
的 正规 子 群 开 <C' 使 得 G/K 不 是 Dedekind 群 . 

引 理 11.1.3 ik G AAR p 群 . 则 chn(G) — 1 当 且 仅 当 G 的 所 有 非 正规 子 
群 均 循环 . 

证 明 设 chn(G) — 1. AR H AG, WHA G 的 极 小 非 正规 子 群 由 引 理 
11.1.1 可 知 , H 循环 . 反之 , 设 G AE Dedekind 8t H. G 的 所 有 非 正 规 子 群 均 循环 . 任 
RHAG,W HPA. S K 为 G 的 包含 五 的 极 大 循环 子 群 并 且 选 取 G 的 适当 
子 群 工 使 得 |L:K|=p. WE LaG. 由 于 工 二 元 生成 , 因此 e(K) = (D) aG. 从 
而 五 = K. MAA G 的 极 大 非 正 规 子 群 且 chn(G) = 1. 

定理 11.1.4 RG 为 有 限 p 群 . X chn(G) 2 1, NG 为 以 下 群 之 一 . 

(i) Mp(n,m), HYP n22, m2 1. 
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(ii) G = Con * Go, HP n > 2, JE p = 2, M Go = Dg; X p > 2, Ri 
Go = M,(2,1) 或 M,(1, 1, 1). 

(ii) G = Con x Qs, HP Nn 22. 

(iv) BY < 27 的 2 群 中 的 某 些 群 . 

(v) 3* 阶 非 正则 的 某 些 群 . 

证 明 ”以 下 总 假设 , 当 p=2 时 , |G| > 2. 注意 到 G 非 交 换 . E GE (pp) 型 
交换 正规 子 群 , 则 p = 2 且 G 为 极 大 类 2 群 . 因为 chn(G) = 1, 由 [181] 中 的 引 理 
2.6 可 知 , 23 < |G| < 2*, FE. 从 而 G 中 必定 存在 (p,p) 型 交换 正规 子 群 W. 再 由 
[181] 中 的 引 理 2.5 可 知 , chn(G/W) = 0. 故 G/W 为 Dedekind 群 . 3$ G/W JEX 
换 , 则 由 [181] 中 的 定理 1.8.1 WA, G/W =Q x A, 其 中 A 为 初等 交换 群 , Q ~ Qa. 
又 由 [181] 中 的 定理 2.8 可 知 , G 至 多 四 元 生成 . 因此 |G/W| < 25. 故 |G| « 27, 7F 
E. 因此 G/W 交换 . 从 而 G' « W 且 G' & 0, 或 者 On x Cp. 当然 , 这 个 结论 对 于 
G 的 所 有 (p,p) 型 交换 子 群 W 均 成 立 . 接 下 来 , 断言 G 无 (p,p,p) 型 交换 子 群 . E 
E, 可 选取 W 为 其 任意 极 大 子 群 , 则 G' 包含 在 所 有 这 些 极 大 子 群 中 . 从 而 G' = 1, 
即 G 交换 , 矛盾 . 下 面 分 Z(G) 循环 和 非 循环 两 种 情形 来 讨论 . 

情形 1 Z(G) 循环 . 

4 Z= Q(Z(G)), W |Z| 2 p. 任 取 IAG 的 另 一 个 p 阶 子 群 , WIAGH 
W = ZxJ 3G 的 一 个 (p,p) 型 交换 正规 子 群 . $ N=Ne(J). 由 [181] 中 的 引 理 1.3 
可 知 , |G: N|=p H. N/J 或 循环 或 为 广义 四 元 数 群 . 显然 1 = chn(G) > chn(N) > 
chn(N/J). 4 N/J 为 广义 四 元 数 群 , 由 [181] 中 的 引 理 2.6 可 知 [N : J| < 2*. 从 
而 |G| < 2°, FE. 故 N/J 循环 且 N 交换 . 由 于 W <N, 因此 N 非 循环 . 故 可 设 
N = A x J, HH 4 循环 . 令 G = (N,w). HIT. N 交换 , 因此 映射 y — y iy" 为 
N 到 G' 的 同 态 满 射 且 核 为 Z(G). 从 而 N/Z(G) = G'. 

车 存在 zx © GWN H olx) = p, 则 (Z,z) A G 的 (p,p) 型 交换 子 群 ， 从 而 
(Z,z) a G. 进而 G < (Z,J)(Z,«) = Z. 因此 |G'| =p. RAW N/Z(G) = G', Br 
BIN : Z(G)| =p. RJ € Z(G). Ali N = Z(G) x J. B& (W, x) = Go X p? MAE 
THA G = Z(G)Go, 可 得 定理 中 的 群 (ii). 

下 面 假设 G\N 中 不 存在 p 阶 元 x. 考虑 商 群 G/W. 若 G/W 循环 , 注意 到 G 
的 所 有 阶 > p 的 子 群 交 Z(G) 均 不 为 1, W G 亚 循环 . 进一步 , 由 于 G <w Ha 
循环 , 因此 可 得 定理 中 的 群 (i). 

设 G/W 非 循环 . 由 于 G/W 交换 , 不 妨 设 G/W 为 (p*,p) 型 交换 群 , 其 中 
a 之 1. 令 G>R>W B. R/W 为 (p,p) 型 交换 群 . S p—2, * x e R(R(|N). 
则 z ¢ Cc(J) 从 而 (Wiz) & Dg. 注意 到 (W,z) 有 5 个 对 合 . 因此 存在 2 阶 元 
y € (W,z)\W C GWW, FE. 因此 p > 2. WE: 映射 a — zz 不 是 R 的 同 态 映 
射 . 若 否 , 由 于 (R) = W, 因此 W 中 的 每 个 元 素 均 为 p 次 寡 的 形式 . 特别 地 , 存 
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在 z € REA (a^) = J H (2) > (x?) 为 G 的 长 为 2 的 非 正规 子 群 链 , 矛盾 . 由 
R'«G' 可 得 R 初等 交换 且 R 非 正则 . 又 因为 |R| = p*, 所 以 p=3 H c(R) =3. 
由 于 N/Z(G) 初等 交换 上 且 RAN 为 (Pp) 型 交换 群 , 因此 若 a > 2, WI RAN 包 
含 一 个 p 阶 中 心 元 且 [R:Z(R)| < p, FE. 故 a=1 且 G = R, 即 可 得 定理 中 的 
群 (v). 

情形 2 Z(G) 非 循环 . 

4 Z-Z(G) HW = Qi(2). NA GE (p,p p) 型 交换 子 群 , 所 以 W = (G) 
为 (pp) BA. 又 因为 G' <W, 所 以 c(G) = 2. 进而 , 由 [181] 中 的 引 理 1.5 可 知 ， 
G/Z 初等 交换 . THK p> 2Mp=2 H {e| 2? 6G) < 2. 下 证 在 此 假设 下 , 映射 
r — r X G/W 到 2 的 一 一 映射 . 显然 , 若 p >2, 则 G 正则 . WRI r r X 
BSF UG) 的 同 态 映射 . 设 p=2. 若 z? = y?, W (zy)? = 2? (2, yy? = [x,y]. 
由 假设 知 , zy! € Z. MW ry 可 交换 且 zy! e W = Q1(G). 因此 |Z| > G/W]. 
又 注意 到 G 非 交 换 . 因此 G/Z 为 (p,p) 型 交换 群 并 且 映 射 z — e 为 到 2 的 
WN. BERR, 由 [181] 中 的 引 理 1.5 可 知 , |G'| = p， 因 此 可 选取 u,v e Z 使 得 
Z = (u) x w) E G « (u). EFE x,y € G EB r =u, p =v, We) aG H 
G= (x,y). 从 而 亦 可 得 定理 中 的 群 (i). 

DUTFEBBxXp-2H!íz|z€G)gZ.9?zec€GZHszs^ eG. 由 于 
Q1(G) < Z, 因此 |(z)| = 4. 车 存在 y € Z 使 得 y? = a?. 则 (ey)? = 1， 因 此 
zy  €W «Z. wrez, FE. 因此 可 设 Z = Z x (3, 其 中 z 循环 . 因为 
Q1(G) < Z E (G) 8 Z, 由 [181] 中 的 命题 1.6 知 , G 中 存在 4 阶 非 正规 子 群 H. 
进一步 , 由 [181] 中 的 引 理 1.3 和 引 理 1.4 知 , H 循环 , |IG/NG(H)| 2 2 B. Ne(H)/H 
循环 或 者 为 广义 四 元 数 群 . 4 NG(H)/H 为 广义 四 元 数 群 , 注意 到 G' 初等 交换 . 则 
ING(H)/H| — 8 H |P| = 25, 矛盾 . SX NG(H)/H 循环 有 d(G) < 3. 

E |G'| = 2, M G/Z 必 有 偶数 个 生成 元 . 又 因为 G/Z 初等 交换 , 所 以 |G/2Z| = 
4. HF z? e G', 因此 (z) > G'， 从 而 (z) «a G. 于 是 ZAN) = 1， 进 而 ， 
Zi = 2Z1(z)/(z) 在 G/(x) 中 指数 为 2. 35 G/(z) A, 则 G 同 构 于 定理 中 的 群 
(i). 4 G/(z) 非 循环 , 则 可 设 G/(z) = Zi x B, HP |B) =2. ©G>B> (x) H 
B/(z) = B. W ZB-GH Z[|B-ZfYz)f)B 1. $% G = Z x B. 进一步 ， 
由 于 G 非 交换 且 Q1(B) = (x). 所 以 BY Qs, 即 可 得 P ASH PN (iii). 

di |G'|=4, WG = W. BRIG: Z| £4. HMAIE |G: Z| = 23 H Z = 8(G). 
1«J«G. WJ«aG. 3 |(G/J'| 22. AF G/J 至 多 三 元 生成 , 因此 
IG/J : Z(G/J)| = 4. 从 而 存在 ye G\Z(G) 使 得 [G,y] C J E |G : Cely)| = 2. 
又 由 |Cely) : (y, Z)| = 2, W A = Cely) 为 PP 的 指数 为 2 的 交换 正规 子 群 , 由 于 
Q1(4) < Z A A/Z 初等 交换 , 因此 可 令 4 = (u) x (v) X (27,4) 型 交换 群 ,其 中 
[(u)| = 2^, |(v)| = 4. AA |G| > 28, 所 以 n>3. 由 于 |G/E(G)| = 22, 因此 G/G' 
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A (27-1,2,2) 型 交换 群 . 注意 到 Q1(G) < Z, WEE w e G\A H o(w) = 4. > 
Uv = użi, v" = vzg, w? = 23, 其 中 xz, 22,23 € GI. 

易 证 映射 a av^! 为 A 到 Av 上 的 同 态 映射 且 (uet = ut z 1. E 
z3 € AU, 则 存在 a € A 使 得 avt! = z4. 从 而 (wa)? 2 wawa = w?a"*! = 22 =1, 
矛盾 . MCA 循环 . 又 因为 n > 3, 所 以 uw”” 为 其 唯一 的 2 阶 元 . 注意 到 映射 
a — aH 的 核 包含 G' 但 不 包含 (u^). 由 于 Av? 循环 , 不 妨 设 vt = 1, 即 
ve =v! 又 因为 z3 g A", 所 以 可 设 z3 = v? MA z3 = v2u2” ,不 失 一 般 性 , 总 
可 用 wu?" ^ SH w 可 得 , w = v2. 从 而 B = (v,w) = Qs. 又 因为 B 非 循环 , 所 以 
B 4G. 因此 zeni(B) = w). 故 G « (2), FE. 

最 后 , 我 们 来 验证 型 (1) — (iii) 均 满足 chn(G) < 1, 而 (iv), (v) 中 也 存在 一 些 满 
Æ chn(G) < 1 WH, 但 不 属于 群 (i) 一 (ii) 之 一 . 设 G AF (i) M (iii), W |G] = p. 
故 由 [181] 中 的 引 理 1.5 知 G/Z(G) 初等 交换 . d$ G AF (i), WS BA G 的 循 
环 正规 子 群 且 使 得 G/B 循环 . 3; G AR (iii), WS B= Qs « G. X H 4G, JU 
Gg H. MAW || = p, 所 以 HAC = 1. 由 于 B 选取 的 任意 性 , 因此 总 可 设 
五 门 B=1. #M A= G/B. tk H 循环 . 由 于 G/Z(G) 初等 交换 , 因此 H 的 每 个 
子 群 均 在 G 中 正规 . 故 chn(G) < 1. 设 G AF (ii), 则 G 的 所 有 阶 2 p WH 
HIE, 从 而 chn(G) = 1. 下面 我 们 来 考虑 一 些 特殊 的 情形 . 当 p = 2 时 , 考虑 群 
G = Qs. 此 时 , chn(G) =1, 但 |G'|= 4. 显然 G 不 属于 群 (i)—(iii) 之 一 . 当 p=3 
时 , + G 为 [89] 中 的 例子 IIL10.15 中 的 群 , 容易 证 明 chn(G) =1 H c(G)=3. 显 
然 G 不 属于 群 (1)— (ii) 之 一 . 口 

对 于 定理 11.1.4 中 (iv) 型 群 , RA iiis 80205] 以 及 Berkovich 和 Janko 在 
[26] 中 的 $16 分 别 独立 地 给 出 了 其 分 类 . 结果 如 下 . 

定理 11.1.5 GAM <2?’ 的 有 限 2 群 . X G 的 所 有 非 正规 子 群 均 循环 且 
G 不 属于 定理 11.1.4 中 的 (i)—(ii) 型 群 之 一 , NG 同 构 于 以 下 群 之 一 . 

(1) Ds * Qs; 

(2) Qis; 

(3) (a, b.| a9 = 1,95 — a*, a, 5] — a); 

(4) (a,b, e | at = 1,0? = a^, c* =1, [a,b] = a?c^, [a c] = 1, [ie] =e"); 

(5) abad | a* = Of = 1,c? = a*b*,d? — a? 二 
(a, d] = &?, (a, c] = [b, d] = 1). 

对 于 定理 11.1.4 中 的 (v) 型 群 , 不 难得 到 如 下 定理 . 

定理 11.1.6 设 G A 3* 阶 非 正则 群 . 若 G 的 所 有 非 正规 子 群 强 循 环 ， 则 
G = (a,b,c | a = c = 1,0? = a?, [a,b] = c, [c, a] = 1, [c, b] = a9). 


对 于 定理 11.1.4 一 定理 11.1.6 的 结论 , 我 们 有 下 列 定 理 . 
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定理 11.1.7 设 G 是 非 Dedekind p 3f. 则 G 的 所 有 非 正规 子 群 均 为 p 阶 当 
ARE G 为 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) My (m, 1); 

(2) Dg * Con, n 2 2; 

(3) Mp(1, 1, 1) * Cj», p > 2; 

(4) Qs * Ds. 

张丽华 等 在 文献 [263] 减弱 Passman 的 条 件 “ 非 正规 子 群 均 循环 ”为 “ 非 正 规 
交换 子 群 均 循 环 ", 并 分 类 了 具有 这 种 性 质 的 p R. 分 类 结果 如 下 ， 

定理 11.1.8 设 G 是 有 限 非 Dedekind p Z, p > 2. 则 G 的 非 正 规 交换 子 群 均 
循环 当 且 仅 当 G 是 下 列 群 之 一 . 

(i) Mp(m, n); 

(ii) Mp(1, 1, 1) * Cpr; 

(iii) {a;b | a9 =e = 1,09 =a; [a,b] =c [ea] = a? [6,5] = 1). 

定理 11.1.9 HG 是 有 限 非 Dedekind 2 #, |G| > 27. 则 G 的 非 正 规 交 换 子 
群 均 循环 当 且 仅 当 G 是 下 列 群 之 一 . 

(1) Mo(m, n), n - m 2 7; 

(2) Qon, n > 7; 

(3) (a,b | a^ = 1,04 = a?" [a,b] = a2), n 2 4; 

(4) Qs x Con, n > 4; 

(5) Dg * Con, n 2 5; 

(6) (a,b,c | af = 1,02" =1,a? = c?, [a,b] = 1, [a,c] = a?, [b,c] = ^ ),n 2 4. 
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Zappal253, 254] 确定 了 非 正规 子 群 均 同 阶 的 有 限 群 . 对 于 p 群 , 不 难 证 明 , # G 
的 所 有 非 正 规 子 群 同 阶 可 推出 G 的 所 有 非 正规 子 群 循环 . Berkovich 在 文献 [28] 中 
的 定理 112.3、 定理 112.4 给 出 了 非 正规 子 群 均 同 阶 的 p 群 分 类 . 24 p = 2 时 , KF 
强 [259] 独立 地 给 出 了 非 正规 子 群 均 同 阶 的 2 群 分 类 的 一 个 新 证 明 , 也 给 出 了 非 正 
规 子 群 均 同 阶 的 有 限 群 的 结构 . 王 丽 芳 230] 分 类 了 非 正 规 内 交换 子 群 均 同 阶 的 亚 
循环 2 群 . 本 节 的 证 明 取 自 [259]. 

定理 11.2.1 设 G 是 有 限 2 3f. 则 G 的 所 有 非 正规 子 群 的 阶 都 为 22 当 且 仅 
当 G 同 构 于 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) Ma(m,2) = (a,b | a?" = bt = 1, [a,b] = a?" ); 

(2) Qs x Ca; 

(3) Que; 
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(4) (a, bye | a* 2 bt = 1,6 = b2, a, b] = 1, fa, 6] = b; b,a] a? y; 

(b) labed | at = bt = ta? = d? = [a b, — [e d] = a^ 55, = [ad] = 
B^, [8, c] = [b, d] = 1). 

证 明  — 由 假设 可 知 , G 的 所 有 2 阶 子 群 都 正规 从 而 Q1(G) < Z(G). # 
IG'| > 22, 由 引 理 11.1.2 可 知 , 存在 C 的 极 大 子 群 KE K <G H G/K FE 
Dedekind Hf. 于 是 存在 H/K $ G/K， 由 对 应 定理 可 得 五 4G E |H| > |K| > 2, 
ZB. 故 |G'| < 2. AA G 存在 非 正规 子 群 , 故 G' z 1. 于 是 |G'| = 2 或 者 
IG'| = 22. 分 两 种 情况 讨论 . 

情形 1 |G'|=2. 

X 互 是 G 的 内 交换 子 群 . 由 定理 1.7.10 可 知 , H 同 构 于 Qs, Ma(m,n) 或 者 
M2(m,n,1). BA H 的 非 正规 子 群 , 如 果 存 在 的 话 , 也 都 为 4 阶 . 不 难得 到 H 同 构 
于 Qs 或 者 Mo(m, 2). 

4 H S Qs, 由 引 理 10.1.1 可 知 G = H « Ca (H). 不 妨 设 

H = (a,b | af — 1,9? = af, [a;b] = a?) 

HITE x € Co(H)\ H WẸ o(x) = 2? H. r? = a? = b, Wi] (za)? = 1 B. za € Z(G), 
这 矛盾 于 UG) < Z(G). 故 对 Ce(A)\ H 中 的 任意 的 2? Brot r WA (X) () H — 1. 
车 存在 ze Co(H)\ H 使 得 o(z) = 23, 则 a) NH — 1. 从 而 (za) 或 者 (xb) 是 一 
个 23 阶 的 非 正规 子 群 , 矛盾 . 于 是 对 任意 的 x € Cc(H)\ H 都 有 o(z) < 22. 841 
断言 G= 互 x(z) 其 中 r 是 Ce(H)\H 中 的 一 个 22 Brot. ER, 存在 Co(H)\H 
中 的 2 阶 元 y 使 得 (y) AH x (z)) = 1. W (zay) 是 一 个 23 阶 非 正 规 子 群 , 矛盾 . 
i G S Qs x Cu, 即 得 定理 中 的 群 (2). 

假设 G 不 存在 内 交换 子 群 同 构 于 Qs, RU A 同 构 于 Mz(m,2)， 由 引 理 10.1.1 

可 知 G —H*Cga(H). 不 妨 设 

H = (a,b | a?" =b 21,[a,b] =a?" ), m2. 

我 们 断言 Co(H)« H. A, 选择 r € Co(H)\ H f&18 M = (a) x (b) x (x), 其 
中 M= at LN = M/G E =F r 5 =Tn>2. WA cr” -i8 
者 xz2 onam Ha? =1, 则 2) A 2? H ( b,z) AG, TB FE a = 
a2", 着 m = 2, lll] az?" ^ ¢ Z(G) H (az? ^)? = a?r?” ^ = at = 1, 这 矛盾 于 
Q3(G) < Z(G). FÆ m > 2. 我 们 得 到 (a?" ^a?" ^? = 1. 从 而 (b, " "a" AG 
E |(b, a?" 7a?" *)| = 23, 矛盾 . 所 以 Co(H) <H. 从 而 G & Ma(m,2). 这 即 为 定 
理 中 的 群 (1). 

情形 2 G|-2. 

由 引 理 11.1.2, 存在 G' WRATH K 使 得 G/K 3E Dedekind 群 . 对 任意 的 
H/K GI/K A H $G. 则 |H|=22 且 |H/K|=2, 从 而 G=G/K 的 非 正 规 子 群 
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的 阶 都 为 2. 由 定理 11.1.7 可 得 G/K 同 构 于 Mo(m, 1), Dg * Con, 或 者 Ds * Qs. 以 
下 分 这 三 种 情况 讨论 . 

子 情形 2.1 G/K =Mo(m,1). 

不 妨 设 G/K-(ab|a" =1,0 —1,[nb]-a ). AWK « G', B [24] P 
的 定理 2 可 得 G 亚 循环 . 从 而 G < (a) H (a) 是 G 的 一 个 循环 极 大 子 群 . 由 定理 
1.9.1 可 得 G S Qie. 这 即 为 定理 中 的 群 (3). 

子 情形 2.2 G/K Ds * Czn. 

AE G/K-(abe|a" -15 =2 =1, [b,a = 3" [a5 -[z2-1),X 
中 n>z2. 令 KK=(e). 则 ee2(G) 且 

G = (a,b,c | a” = ey = eg e*, [b,c] = a2” e", [a,b] = ea， [a,c] = e^), 
其 中 i,j,k,u,s,t=0 RË 1,n>2. AW b,c ¢ Z(G), AAH (G) < Z(G) 可 得 
P= =e. 车 a2 =e, WEE bi = ba?” 使 得 bi?=1 E b ¢ Z(G), FE. 因此 
o(a) = 2^ B. G' = (a?" ') x (b2). 从 而 [a,b] 41 或 者 [a.c] #1. 所 以 (a) AG. 这 意 
味 着 n = 2. 于 是 


G = (a,b,c | a* = bt = 1,c? = [b, c] = a7b™, [a,b] = 0%, lad = t^t), 


其 中 u,s,t= 0 RA 1, E G = Z(G) = (G) = (a?) x (P?). 
车 [a,b] = 1, 则 由 G’ = (a?) x (b?) 可 得 [a,c] = &?. 因为 abe ¢ Z(G), 所 以 
(abc)? = a?b?c?(a, bj[a, c]b, c] = b? b?" 4 1. FH u — 0. 从 而 
G = (a,b,c | at = b = 1,c? = b°, [b, c] = a?, [a, b] = 1, [a, c] = 6^). 


这 即 为 定理 中 的 群 (4). 

若 [a,b] = [a,c] = 1, 与 上 面 情形 同 理 可 得 [bc] = a. 令 cl = b,b = c, 
则 G = (a,b,c) 且 同 构 于 定理 中 的 群 (4). Æ [a,b] = b? [a,c] = b, 类 似 可 得 
[b,c] = a2b?. & b, = abc. Wl] G = (a,b,c) 且 同 构 于 定理 中 的 群 (4). 

子 情形 2.3 G/K = Dg * Qs. 

不 妨 设 


$S K = (e). We? =1,ee Z(G) E 


G = (a,b,c,d | a* = e*, b? = ei,c? = a?e*, d? = a?el , [a,b] = a?e", [a,c] = e*, 


[a, d] = e*, [b,c] =e", [b, d] = e", [c, d] = d?e"), 
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EE i, j,k, hu s,t, r, x,y = 0 RŽ 1. 

首先 , HW [a,c] = 1, Bl s = 0. KiXniE—1i—0u—-OHk-1 因为 
[a,b] 1 E b € Z(G), 所 以 由 Qi(G) < Z(G) TE b? = e, BI j = 1. Hat =e, 
则 o(a) = o(c) = o(d) = 8. 由 于 |(c,d)| = 16, 故 (c) < (c,d) E (d) < (c,d). 所 以 
(c,d) 为 16 阶 的 Dedekind 2 #, 矛盾 . 所 以 at = 1, BH i — 0. 由 于 [a?,b] = [a?, c) = 
[a2, d] = 1, it Z(G) = G' = (a?) x (b?). AA ab ¢ Z(G), 所 以 (ab)? = a?t?[b, a] £ 1. 
从 而 [a,b] = a?, Bl u = 0. 类 似 地 , H ac ¢ Z(G) 可 得 c? = 07d?, 即 k — 1. 

再 者 可 证 y=1,1=0,t=1 且 +=1. Bi Q1(G) < Z(G) 2 G' = (a?) x (b?) 得 


(dac)? = d?a?c?[d, a][d, c] = a?b” «a? . a?b? . b?* . a?b?Y = gren #1. 
于 是 Lt y —0 RH 2. 类 似 地 ， 
(da)? = d?a*(d, a] 一 a2 p?! . a? -b = p = 1. 


所 以 1+t= 1 从 而 y= 1,[c,qd| —a?W. Æ l= 1, W Qs = (cd) IG. 从 而 
(c,d)" = (c, d). 于 是 [b,c] = [b d] = 1. 由 此 可 得 (a, bc) = Qs. 因此 (a, bc) 3 G. 而 
(bc)? = bc? = a?b7!c ¢ (a, bo), AIR. 所 以 1= 0. AT t= 1, B a? = o?, [a, d] = b?. 
di r=0 H [b,c] =1, Jl Qs & (abc) AG. Tfj [d,a] = b? € (a, bc), FE. 所 以 r=1 
HR. [b, c] = &?. 

最 后 , 可 设 [bd = 1, 即 > = 0. EKE, iz = l [bd] = 0, + di = cd, D 
[b, dı] = [b, cd] = [b, c][b, d] = 1, 而 其 他 定义 关系 也 都 不 变 . 

& LA, G & (a,b, c,d | a* = bt = 1,a? = d? = [a,b], c? = [c,d] = a?&?, [b, c] = 
[a, d] = b?, [a,c] = [b, d] = 1). 这 即 为 定理 中 的 群 (5). 

<=: 显然 , 群 (1) 一 (5) 互 不 同 构 . 我 们 证 明 群 (1) 一 (5) 的 非 正规 子 群 同 阶 . 

X G 为 群 (1), H 是 G 的 非 正 规 子 群 . 则 G' H. 从 而 (a)(] H —1. 于 是 


H = H/((a)(\H) = (a) H/(a) < G/(a), 


E |H| < |G/(a)| = 27. 由 3(G) < Z(G) 可 得 |H| = 2?. 

E G AF (2), E G = (a,b,c | at = ct = 1,9? = a, [a,b] = a?,[a, c] = [b, c] = 
1). HM |G| = 22 A Q1(G) < Z(G)， 于 是 只 需 考 虑 G 的 2° 阶 子 群 H. AA 
五 门 (a,b) 关 1 H (a,b) 的 2 阶 子 群 为 G', 所 以 G' <H. 于 是 AIAG. 另 一 方面 , G 
有 4 阶 非 正 规 子 群 (ac). 所 以 群 (2) 满足 假设 . 

车 G AF (3), X G = (a,b | a® = 1,0? = at, aè =a"). 因为 Qi(G) = Z(G) = 
(a^) H (b) 是 G 的 一 个 4 阶 非 正规 子 群 , 所 以 群 (3) 满足 假设 . 

A G AF (4), WW G 2 (a,b, c | at = bt = 1, = b?, [a,b] = 1, [a, c] = b?, [b,c] = 
a2) AW Q1(G) = Z(G) = G' = (a?) x (?). 对 G 的 任意 非 正 规 子 群 H, 存在 
K < G' 门 H EE K = (a2), (02) 或 者 (ab), 所 以 


=, [a,b] = 1, [a, c] =b", [6,7 = 1) = Dg * Ca; 
G) = (a, b,e|a =b =e -—1,[s, 5] = [a c] = 1, [b €] = a7) S Dg * C4. 
4 a’ — ab. 则 
G = (a',b,c| a^ = bt = 1,0? = c?, [a'b] = 1, [a/, c] = a", [6 c] = ab). 
从 而 
G/(a2b?) = (a, b,e |a? =b —1,9 =, [a,b] = [v,] = 1, (b, c] =°). 
显然 , G & Qs x Co. 于 是 G 是 Dedekind 2 群 . 由 定理 11.1.7 可 得 G/ (a?) 和 G/ (b?) 
的 非 正规 子 群 都 为 2 Wr. 所 以 H/K 是 一 个 2 阶 非 正规 子 群 , 从 而 五 是 一 个 4 阶 
非 正 规 子 群 . FE (4) 满足 假设 . 

E G 为 群 (5), 类 似 地 可 得 G 的 非 正规 子 群 都 为 4 阶 . 群 (5) WERE O 

定理 11.2.2 设 G 是 有 限 2 群 . 则 G 的 所 有 非 正规 子 群 为 2m(m > 3) HH 
且 仅 当 G& Ma(n,m), HP n2 mz 83. 

证 明 ”假设 G 的 所 有 非 正规 子 群 都 为 27 ffr, 其 中 m > 3. WHEN HAG 
可 得 H 循环 . 由 [181] 中 的 命题 1.3 可 得 Z(G)/H 1) Z(G) 循环 . 从 而 Z(G) 亚 循环 . 
由 [181] 中 的 命题 1.6 可 得 (G) < Z(G). 所 以 QG) 亚 循环 . 由 定理 8.1.1 可 得 
G EHA. 

因为 G 的 所 有 非 正规 子 群 都 循环 , 所 以 由 Q1(G) = C2 可 得 G/Q1(G) A 
Dedekind 2 群 。 车 G/Q1(G) 非 交 换 , 则 由 G 亚 循 环 可 得 G/Q1(G) € Qs. + 
G/Ni(G)= (a, bat = 1,22 = = fa, b). MW a? =b?z,z € (G), a? e Z(G). 这 
意味 着 |Z(G)| > (a, (C) = 2°. AA G 非 交 换 , 所 以 |Z(G)| = 23， 因 此 
G 有 交换 极 大 子 群 ， 由 定理 1.7.6 可 得 |G'| = 2, 这 了 矛盾 于 G/Q1(G) 非 交换 . 因此 
G/03(G) 交换 且 |G'| = 2, 即 G 是 一 个 亚 循环 内 交换 2 群 . 因为 M2(n,2) 和 M2(n, 1) 
有 阶 < 23 的 非 正规 子 群 , 不 妨 设 


G= (a,b| a” — 1,0" =1, [a,b] = o?" y, 

其 中 m 23. 4 n < m, 则 存在 非 正规 子 群 Hi = (ab? ^) 和 Ha = (b). 而 
H| = 2^ 4 |Ha|, 矛盾. 于 是 n > m. 下 面 我 们 证 明 G 的 非 正 规 子 群 都 为 2m 
阶 ， 事 实 上 , 设 五 为 G 的 任 一 非 正 规 子 群 , 则 G' € H. 从 而 (a)(]H = 1. 由 
于 (a)H/(a) < G/(a) E. (a)H/(a) = H/(a)(1H, 所 以 |H| < |G/(a)| = 27. 8 
H| < 2^, Wl) H € Q4 4(G) < Z(G), 矛盾. 所 以 |H| = 27. 结论 成 立 . 口 

定理 11.2.3 设 G 是 有 限 非 Dedekind 群 . 若 G 的 所 有 非 正规 子 群 的 阶 相同 ， 
则 G Æ p ÆA GC x Com, RP mI>1,q¢4#2. # GC% Cpm, I) G iA 
非 正 规 子 群 的 阶 为 pm. 
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证 明 i P, ÆG 的 Sylow p; TRE, 其 中 |P;| = pi, i =1,2,---,8 

E G 的 非 正 规 子 群 的 阶 不 等 于 任何 一 个 Sylow 子 群 的 阶 , 则 G 的 Sylow 子 群 
均 正 规 , 从 而 G RF. RG=P, x Pox---x P. MTEGA pH. 

R AG 的 一 个 非 正 规 子 群 . 首先 断言 : |K| =p", 其 中 对 每 个 i 均 有 n < ny. 
GA, 不 妨 设 |K| = pp". 于 是 存在 Ki. Ko < G 使 得 Ki x Ko £G, 其 中 
|K;| = pj”, 1 < s; < nj j= 1,2. 由 假设 得 K; < G, 从 而 Ki x Ks 3G, 矛盾 . 其 
次 我 们 断言 s «2. HA, MIR G= Pix Px P. SHAGHA<P. 于 是 
(H,P) 3G H. (H, P) 4 G. 由 此 可 得 (H, PC(H,P) =H 3G, 矛盾 . 最 后 我 们 
WH s = 1. BA, 8 G = R x Po Æ H x P <G, WXF g €G, H9Pi = HP. F 
是 由 H9P,/P, = HPo/Po 且 H9/H9() Po = H/H (Pa 可 得 H? = HL, B H <G, 
这 矛盾 于 五 为 G. FË H xP 4G, 矛盾 , 即 证 得 G 是 p 群 . 

E G 的 非 正 规 子 群 的 阶 等 于 某 个 Sylow FH P 的 阶 , 不 妨 设 P = P. W 
[| 关 |P| 时 就 有 PIG. 于 是 G = (Bx Px- x Pa) x P. 4 s 2 3, W 
Px»xPaGHPxPzaG. FH P -=(P x P)N(P x P) < G, FE. W s=2. 
为 方便 令 P= Q, Xm|Q-q.azp. WG=QxP. 因为 P#G HEG 的 所 
有 非 正规 子 群 同 阶 , 由 此 得 P (8*5. E Q 有 两 个 不 同 的 a 阶 子 群 M 和 Mo, W 
(Mı, P) aG H (Mz, P) SG. FÆ P = (Mı, P) N(M, P) < G, FE. MQ 有 唯一 
的 g 阶 子 群 . 从 而 8 循环 或 为 广义 四 元 数 群 . 由 假设 可 知 Q 的 所 有 真子 群 是 G 的 
正规 子 群 , 故 Q 是 Dedekind 2 群 , Bl Q = Qs. 于 是 存在 K < Q 使 得 |K| = 2, 有 
KPaG. 由 此 可 知 , 对 g eG, KP9/K = KP/K H PS/K(|P? = P/ 天 门 已 . 这 推 
出 Ps = P, FE. 故 Q 循环 . 


4 Q= (a) H P = (b, HF ola) = q", o(b) = p^. FüEn 41. 车 否 , > 
G = G/(a* ^). BA (a )P IG, I P « G. 从 而 局 交换 .于 是 G' < (aV). 
因为 [a,b] = [a,b] = 1, St (a) < Z(G). 由 此 可 得 G RF, 矛盾 . FR 


n=1. €4-22,Wl|G:P| 22. 由 此 可 得 P 3G, FA. Hq #2. 
R2,RH<GH|A| An”. £ q| |H], JU (a) =C < H. AW H SG. 者 

qt |El, 则 [H| < p7-!. 从 而 五 < (br) = Z(G). 也 有 AAG. 由 此 证 得 G 的 非 正 

规 子 群 的 阶 是 p. 口 


11.3 非 正 规 子 群 的 阶 至 多 为 p np 


沿 着 Passman 的 路 线 , TREES?) 确定 了 非 正规 子 群 的 阶 为 p 或 pq 的 有 限 
群 的 结构 , 其 中 p, 4 是 素数 ; 作为 推论 , 也 确定 了 非 正规 子 群 均 循环 的 有 限 群 的 结 
构 ; 对 于 p BE, 分 类 了 非 正 规 子 群 的 阶 不 超过 p? 的 p SE. 本 节 的 内 容 取 自 [275]. 
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为 叙述 简便 , 以 下 我 们 假设 所 讨论 的 p 群 G WRAL: G 的 阶 > p? 的 子 群 均 正规 
且 G 至 少 有 一 个 22 阶 非 正规 子 群 . 记 这 样 的 群 为 No 群 . 

下 面 我 们 对 满足 上 述 假设 的 p 群 进行 分 类 . 

命题 11.3.1 Qs * Com = Dg x Com < Qs * My(m,n), HP Qs 门 Mz(m;m) = 
Mi (m, n), m > 2. 

WEAR ”由 Qs * C4 = Dg « C4 即 得 . B 

命题 11.3.2 iG — M«C, HP M & My(m,1), C € Cp. MNC E Cp, 
l<i<n-1. H 

(1) € m >n, 8] G = M,(m,1) x Cpn-i; 

(2) € m <n, MG = M,(m— i,1,1) * Con, HP Mpm — i,1,1) Cpr = 
M,(m —4, 1,1)’. 

WEB] XM = (a,b | a?” = bP = 1,0 = a?" ^), Bl) Z(M) = (aP). 因为 
MANC € C, & C= (6), 不妨 设 P =P imn, 4c-ca-?" ^. Wi 

o(n) = p H G= M x (cy). 此 时 (1) 成立. Hm<n, Sa —ac?" "^. Wi 
oar) = p"-' H Mi = (a,b) = Mp(m —i,1,1). RIA G = Mı +C E Mif)C = 
(a?" ^) = M1, 此 时 (2) RX. 口 

引 理 11.3.8 设 G 是 Na 群 . 则 |G'| 芝 22. 

证 明 |G| > p?. 由 引 理 11.1.2 可 知 , G 有 一 个 满足 |C : K| = p 的 正规 子 
F K 使 得 G/K PÆ Dedekind f. 于 是 G/K 有 一 个 非 正规 子 群 H/K. 由 此 可 得 
H 4G. 因为 |K| 2 p?, 故 |H| > p. FE. 口 

引 理 11.3.4 i |G' = p, H < G, H KZ Dedekind 群 且 Z(H) 循环 . N) 
Co(H) 的 阶 2 p? 的 子 群 均 是 G 的 正规 子 群 . 

证 明 显然 , G' = H' 是 Z(H) 的 唯一 的 p 阶 子 群 . 设 N < Ce(H), |N| =p? 
BNAG. MAH. WM £€Cc(H). 于 是 M EN. 由 此 可 得 |MN|2p5 H 
MN xG. 因为 MN 4 Z(G Wer bl pls « MN. FÆ @' < MNNMH = 
M(N(|H). XHA N AG, i G 4 NAH < Z(H). 由 此 可 得 NQH — 1. 因而 
G@ <M BMG, FA. 口 

定理 11.3.5 G 是 具有 |G'|=p 4 M 群 当 且 仅 当 G 同 构 于 下 列 互 不 同 构 的 
群 之 一 . 

(i) Mj(1, 1, 1) * M; (m, 1); 

(ii) Mp(1, 1, 1) * M,(1, 1, 1) * Cpa; 

(iii) Dg * Mz(m, 1), m > 3; 

(iv) Dg * Dg * Con; 

(v) Ds * Dg * Qs; 
(vi) (Dg * Qs) x Cs; 
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(vii) (Mp(1,1,1)* Cyn) x Cp; 
(viii) (Dg * Con) x Co; 
(ix) Mp(m,1) x Cj, $ p=2 H,m23; 
(x) Mp(2,1,1) * Con, 其 中 M5(2,1, D) (] Cpr = M,(2, 1, 1)’; 
(xi) Mo(2, 1,1) * Qs, 其 中 Mo(2, 1,1) Qs = Mo(2, 1, 1); 
(xii) Qs x C4; 
(xiii) My (m, 2). 
证 明 =: 因为 G 是 非 交 换 的 , WU G 至 少 有 一 个 内 交换 子 群 ， 检 查 定 理 
1.7.10 中 的 群 可 知 , 非 正规 子 群 的 阶 至 多 为 p? 的 内 交换 群 是 


M,(m,2), Mp(m,1), M,(2,1,1), My(1,1,1) 和 Qs. 


情形 1 GAT A 同 构 于 My(1,1,1) 或 Ds. 

由 引 理 10.6.2 和 引 理 11.3.4 可 得 , G = 五 x CG(H), 其 中 Ca(H) 是 Dedekind 
群 或 定理 11.1.7 列 出 的 群 之 一 . 

车 Co(H) 是 定理 11.1.7 列 出 的 群 之 一 , 易 得 G ÆR (i) 到 (v) 之 一 . 

X Co(H) 是 Dedekind 群 . 若 CG(H) & Qs x CK, Wl] G = (Dg * Qs) x Ck H.E 
得 大 = 1, 即 为 群 (vi). 

X Co(H) 交换 . E Ca (H) 初等 交换 , 则 G = Hx CF = (H«O,) x CF. 若 Co(H) 
非 初 等 交换 , UN K& HAN AX. 则 对 Ca (HH) 中 任意 一 个 具有 o(z) > p 的 元 素 
z, 有 |N(z)| > p^, 因而 N(z) 4G， 由 命题 5.4.2 可 知 , G' < N(x) 门 Cae(H) = (2). 
于 是 Co(H) = C» x Ck A G= (H« Cp) x CE, EP n> 1 上述 论证 说 明 : 在 任 
何 情形 下 , GS (H * Cp) x Ck, 其 中 nz 1. 又 由 假设 条 件 易 得 k= 1. 此 时 我 们 得 
到 群 (vii) 或 (viii). 

情形 2 G 无 子 群 同 构 于 Mj, 1,1) 或 Ds, 但 有 子 群 互 同 构 于 Mo (m, 1), 其 
中 当 p-2Hl,m283. 

由 引 理 10.6.2 和 引 理 11.3.4 可 知 , 我 们 仍然 有 G = H * CelH), 其 中 Ce (万 ) 
是 Dedekind 群 或 定理 11.1.7 列 出 的 群 之 一 . 

车 后 者 发 生 , 不 妨 设 G = Mi Ms, M; = (ai b; | a = V = 1,02 = apy, 
i = 1,2, mi € mo, 其 中 Mi = H, M: = Co(H). Kal = = P aa = 0185. 
则 a5 = 1, (a3,b1) S M,(1,1,1), 矛盾 . 于 是 Co(H) Æ Dedekind 8f. 着 CG(H) S 
Qs x C5, 则 G 有 子 群 同 构 于 M,(m,1)* Qs. 由 命题 11.3.1 可 知 , G 有 子 群 同 构 于 
Ds, 矛盾 . 故 Co(H) 交换 . 与 情形 1 的 论证 类 似 可 得 


G = (Mp(m, 1) * Cyn) x CE, 


其 中 n>1 且 kg<1. 
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车 Cyn < My(m,1), 我 们 得 到 群 (ix). 

dC £M,(m,1), 由 定理 11.1.7 可 知 , My(m,1) * Cp» 有 阶 > p? 的 非 正规 子 
群 . 因而 =0 H G% My(m,1)*Cpn， 由 命题 11.3.2, 当 m > n 时 , 我 们 得 到 群 
(ix). 34 m < n 时 , 我 们 得 到 群 (x). RZ, 4n>2 时 , # (ix) 和 (x) 满足 情形 2 的 
假设 . 

情形 3 G 无 子 群 同 构 于 M,(1,1,1) 或 My(m,1), BATH H 同 构 于 
M,(2, 1, 1). 

由 引 理 10.6.2 可 知 , G = H * CG(H). 设 


H = (a,b | a” =b = —1,[a,t] 2c, [ea] =[c,b]} =1) H N &«Ca(H). 


# |N| > p?, W \(b)N| > p?. 因而 (b) N SG. 由 命题 5.4.2 可 得 ,G' < (BN 站 Co(H) = 
N. 因而 NG. # |N| =p, 我 们 断言 N < Z(G). HF, aN] 2 p. 因而 (a)N AG. 
再 由 命题 5.4.2 得 , G' < (a)N()\Co(H) = (a?)N. AW |N| =p B. G'(y(a) = 1, & 
N < (a?)G' < Z(G), FE. 这 说 明 Co(H) 是 Dedekind 群 . 

E Co(H) XH, 则 对 于 Co(H) 中 任意 一 个 p 阶 元 z, 与 上 面相 同 的 论证 可 
得 r e Z(G). ALA M,(2,1,1) x Cp 有 一 个 p? 阶 非 正规 子 群 , 故 x eH. 因而 
对 于 CG(H)NV H 任意 元 y, 与 上 面相 同 的 论证 可 得 , oly) > p HO < (y). 于 是 
G=H«Cp. Æ n> 2, 由 命题 11.3.2 TA, G 有 一 个 子 群 同 构 于 M,(m,1). 这 与 
假设 矛盾 . 我 们 得 到 群 (x), 其 中 = 1. 

4i Co(H) = Qs x Ch, 显然 C5 < H. 我 们 得 到 群 (xi). RZ, n = 1 NWA (x) 
和 和 群 (xi) 满足 情形 3 的 假设 . 

情形 4 G 无 子 群 同 构 于 Mp(m,1) BK M,(2,1,1), 但 有 子 群 H 同 构 于 Qs. 

由 引 理 10.6.2 得 G = H « CG(H). AW G 不 是 Dedekind #, 故 exp(Ca(H)) > 
4. 于 是 对 于 CG(H)N H 中 任意 一 个 阶 > 4 的 元 z, 由 命题 11.3.1 可 得 H(z) = 1. 
因而 G = Qs x A, 其 中 4 交换 . 显然 4 UWE Cy. 我 们 得 到 群 (xii). RZ, 群 (xii) 
满足 情形 4 的 假设 . 

情形 5 G 的 所 有 内 交换 子 群 同 构 于 M, (m, 2). 

由 引 理 10.6.2 可 知 , G = H *Co(H). 设 


H = (a,b | a?” = bP = 1,a = acd 


dizeGÍfBzéeH,W|bz)p». Bm (oc) 9G. ifl 542 知 G' < 
(b,2)(\Co(H) = (如 ,z)， 这 意味 着 存在 整数 st 使 得 a?" ^ = poa. Xi pt s, 
则 (obszt:) 是 有 循环 极 大 子 群 (a) 的 内 交换 群 , 这 与 假设 矛盾 . 故 G < (x). 假设 
gp * = ake rh (kp) = 1, (a) (Y2)| 2 p, i2 1. Zim & n, Bl] (az-*9" db) & 
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M,(m —i,2,1). FE. i m >n, 则 (a?" "r, b) 是 阶 prt > p? 的 非 正 规 子 
群 . 再 一 次 矛盾 . 这 说 明 Co(H) <H. 我 们 得 到 群 (xii). RZ, WE (xiii) 满足 情形 
5 的 假设 . 

< 一 : 我 们 证 明定 理 11.3.5 中 的 群 互 不 同 构 ， 由 必要 性 的 证 明 过 程 看 出 , 只 需 
证 在 情形 1 中 得 到 的 群 ()) —(viii) 互 不 同 构 即 可 . 

注意 到 对 于 群 (v), d(G) = 6. 然而 对 于 其 他 群 , d(G) < 5. 另 一 方面 , # (iii), 
(iv), (vi) 和 (vii) 是 2 群 , 而 群 (1), Gi) 和 (vii) 不 是 2 群 . 故我 们 只 需 分 两 种 情形 
讨论 . 

对 于 群 (i) 和 (ii), Z(G) 循环 . 而 对 于 群 (vii), Z(G) 不 循环 . 对 于 群 (1), d(G) 
H. exp(G) > p. OXF (ii), d(G) = 5 z& d(G) = 4 H exp(G) = p. 因而 群 (i)， 
和 (vii) 互 不 同 构 . 

对 于 群 (ii) 和 (iv), Z(G) 循环 . 而 对 于 群 (vi) 和 (vii), Z(G) 不 循环 . 若 群 
(vi) 和 (viii) 的 阶 相同 , 则 n = 3， 然 而 对 于 群 (viii), exp(G) = 8. XIT-E (vi), 
exp(G) = 4. EE (ui) 和 (iv) 的 阶 相 同 , 则 对 于 群 (iii), d(G) = 4， 对 于 群 (iv) 
d(G) = 5. 因而 群 (ii), (iv), (vi) 和 (viii) 互 不 同 构 . 

最 后 证 明 : 群 (i) 一 (xiii) 满足 定理 11.3.5 的 假设 . 

显而易见 , 对 于 群 (i) 一 (xiii) 均 有 |G'| = p， 由 定理 11.1.7 WA, 对 于 群 (i) 一 
(xiii) 均 有 一 个 阶 > p? 的 非 正 规 子 群 . WN < G 且 |N| p. 下 证 对 于 群 (i) 一 (xiii)， 
NAG. HN AG, Nj 

(1) 对 于 群 (i) 一 (ix), 01(G) 循环 , 且 当 U1(G) z 1 时 , G' < U(G). AW 
NAG, WG € N. FÉ N'-1H 01(N) 2 1. 因而 入 初等 交换 . 简单 验证 可 知 ， 
G 的 不 含 G' 的 初等 交换 子 群 的 阶 < p^, FA. 

(II) 对 于 群 (x) 和 (xii), G 有 一 个 循环 子 群 C 使 得 G' < O < Z(G) H 
IG:C| 2 pP. 因为 N 4G, IK G' $ N. FÆNAC=1. All NC =G, W NAG, 
矛盾 . 

(II) 对 于 群 (xi) 和 (xii), 注意 到 exp(G) = 4 = |91(G)|. 因为 |N] > p3, 我 们 总 
E N>4(G) > G', FA. 

引 理 11.3.6 设 |G'| = p?. EZ K < G1) Z(G), |K| = p, G/K & Dg * Con, 
M5(1,1,1) * Cp» 3X Dg * Qs, XP n > 2, I] G' = C2, n = 2, exp(G) = p? E 
G' < Z(G). 

证 明 ”由 命题 11.3.2, 24 G = G/K & M,(1,1,1) « Cj» 时 , TRA < G 使 得 
H = HK/K ~M,(2,1). 另 一 方面 , 24 G = Dg * Con 或 Dg « Qs 时 , 可 取 H 使 得 
H S= Qs. 车 G' 循环 , HH —G 可 得 H'=G'. FE H Æp WR, H S Cp B 
H/U1(H') = M,(2,1) Ek Qs. 然而 由 p^ 阶 群 的 分 类 易 知 , 这 样 的 群 不 存在 .因而 
eg. 


=4 
(ii) 


) 
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Æ G = Dg * Con 或 Mp(1,1,1)*Cpn, 断言 n=2: W Z < G 使 得 Z/K = Z(G). 
因为 Z(G) 循环 且 G < Z, HP C Crm R C, AZ=KxC. E n 2 3, W 
G'£CaG. 由 命题 5.4.2 1$ C « Z(G). 于 是 |G:2(G)| < |G: Z| 2 4 EX p. 由 此 
得 出 |G'| < p, FE. 

现在 我 们 总 有 J(G)K/K = 01(G/K) = (G/K) = G'/K'. 因而 01(G) < G', 
exp(G) = p?. 

最 后 证 明 G' < Z(G). 车 G/K = Dg * C4 BK M,(1, 1, 1) *C,2, Jill 


G/K = (a,b,c| a” = =æ =], [a,b] = [a,c] — 1, [b, c] = a?). 


TÆ G = (a,b,c) H G' = (a?) x K. AA [a,b] € K < Z(G),  [a?, b] = [a,b] — 1. 
类 似 地 , (a^, c] = 1. 因而 G’ < Z(G). # G/K & Ds * Qs, 则 


G/K — (a,b, a d|a =f Pl, f=) = (6,6 [d 


由 此 得 出 [a?, c] = [a?, d] = (02, c] = [b?, d = 1. 因而 
G' = (a*) x K = (b?) x K < Z(G). o 


定理 11.3.7 G 是 具有 |G'| 2 p? $$ M SES B 3: G 同 构 于 下 列 互 不 同 构 的 
群 之 一 . 

(i) p* 阶 的 极 大 类 群 ; 

(i) bal =t =e — 1, [a0] 9 1, [ad 5 P, [b,c] — d?b?); 

(iii) (a, b, c | a =p = 1, ee b, fa, b] =1, [a, c] = b?, [b, c] = a”); 

(iv) (a,b,c | a = bP? = cP = 1, [a,b] = 1, [a,c] = bP, [b,c] = aPb"?), RY 

四 2 

Dae hp 不 是 一 个 平方 数 ; 
(v) (a,b, c | a^ = — c? — 1, [a,b] — 1, [a,c] =P, [b,c] = aPb"P), Kp v X 


E 2 
Hp 的 平方 非 剩余 ，ww 二 0s Gu v I Bip RAAF AH: 


(vi) (a,b, c, d.| a* =t = 1, ce? = a76?, "RP [a,b] =a", [ed] =a, [id] = 
[b, d] = 1, [b,c] = [a, d] = b°). 

证 明 =: 由 假设 可 知 , |G| > p*. Æ |G| = pt, E pt 阶 群 的 分 类 易 知 , G 是 
极 大 类 的 , 即 为 群 .不 妨 设 |G| > p». HEHE 11.1.7 和 引 理 11.1.2 可 知 , 存在 
K iG È |G’: K| =p E G/K 同 构 于 下 列 群 之 一 : M,(m, 1), Dg * C2n,p>2 时 
的 M,(1,1,1) * Co» 或 Ds «Qs, HH m23 Hn 22. 又 由 引 理 11.3.6 可 得 , n = 2. 


w =1,2,--- 
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情形 1 G/K ~M,(m, 1). 

不 妨 设 G/K = (a, le es [a,b] = a?" ). BAK < G', KRG = (a,b). 
进一步 地 , AW m > 3, 8X ola) > p. FH (a) a G. 由 此 推出 G 亚 循环 且 有 一 
个 循环 的 极 大 子 群 (a). 然而 由 定理 1.9.1 可 知 , 没有 这 样 的 群 G 满足 |G| > p^ H 
|G"| = p? 

情形 2 G/K Dg * Cu. 


AUi G/K = (a,b,c | at = b? —c =1, [bc =@, [a,b] ^ [a,c] = 1). 因为 
K < G', IK G = (a,b,c). 由 引 理 11.3.6 可 知 , exp(G) = 4, G' = (a?) x K < Z(G). 
注意 到 |(b,c)| > 8. 我 们 有 (b,c) IG. 因为 G = (b,c)(a), HM |(b,c)| > 16. 不 妨 设 


o(b) = 4. 因而 K = (b?). 于 是 

G= (a,b, c| a* =b —1, e — P, be = ab, [a,b] = 595, [a,c] = 075), 
其 中 ,wv,s,t 是 0 或 1, 且 s 关 1 或 t 关 1. 

车 v= 0, 则 (a,c) AG, b? = [a,b] BR [a,c]. 由 此 推出 b? € (a,c). Alii [a,c] 41, 
B]: = 1. 计算 可 得 |(ab,c)| > 8 因而 (abc) 9 G. BRAG" < (abc). AA 
G' < Z(G), 故 [abc] z (ab). 再 由 计算 可 得 s 关 k. Æ s — 0, W k — 1. 此 时 得 到 群 
(ii). 4$ s — 1, Hl] k — 0. > bi = abc. Wl) b? = b2, [a, 01] — 1, [b,0] = a7b?. 此 时 G 
FIFE (ii). 

设 v=1. H#t=0, Ws=1. Fk=1, $ d= abc. Nc? — 1. 这 归结 为 上 段 
的 情形 , AMR k=0. 9 bi —c c = b. 此 时 得 到 群 (iii). Hs = 0, 与 情形 t=0 
的 论证 类 似 可 得 群 (ii). 4 s — £— 1, $ e — abc. W c2 — 1 H [a,c] 5 1. 这 又 归 
结 为 讨论 过 的 情形 . 

情形 3 G/K ŒM,(1,1,1)* Cp, p> 2. 

不 妨 设 G/K = (a,b,c | a =? —c =1, [a,b] = [a,c] = 1, [b,c] = a^). 由 引 
38 11.3.6 可 知 , exp(G) = p?, G' = (a?) x K < Z(G). 因为 p>2,G Æ p 交换 的 . 类 
似 于 情形 2 的 论证 , 不 妨 设 

G = (a,b,c | aP? — b^ — 1,c? =b*?, [a,b] =b, [a,c] = bt?, [b,c] = aPb”?), 
其 中 0 <k,s,t,w < p. 用 cbt E14& cni k—0. 由 (a,c) IG FEW G' < (a,c). 
Alita £250. 用 cb 替换 b, HEP it = 1(mod p), E s =0. 

对 某 个 i, GE t =1?(mod p), 则 用 a? 替换 a, 用 ci BM c, 其 中 ij = 1(mod p), 
我 们 有 t= 1. 再 用 a! 替换 a, 用 c7! 替换 c, 又 由 [b,c] = aPbP-—?, 于 是 不 妨 设 
ws POL 断 刘 1+ 加 模 p 不 是 一 个 平方 数 . ET, 设 对 某 个 六 1 十 区- = (mod p). 
4j-i -3 AA = (ajb,c?). WH Æp 阶 正规 子 群 .与 假设 了 矛盾. 此 时 得 到 
群 (iv). 


-72> 第 11 章 正规 性 较 强 的 有 限 p 群 


若 t 模 p 不 是 平方 数 , Mv 是 模 p 的 平方 非 剩 余 , MEE i 使 得 t=i?v. 用 o? 
替换 a, 用 c) 替换 c, 其 中 ij =1(mod p), M t =v. 类 似 于 上 面 的 论证 , 得 到 群 (v). 

情形 4 G/K «Ds * Qs. 

不 妨 设 


AA K <C, & G = (a,b,c,d). 由 引 理 11.3.6 可 知 , exp(G) = 4, @' = (a?) x K < 
Z(G). 8 H/K = H <G=G/K. 则 可 证 下 列 事实 : 

Æ H = (2,9 | 74 = 9? = 1,37 = 37!) & Ds, W o(y) = 4. A H = M,(2,2). 
事实 上 , 由 引 理 10.6.2 可 知 , G = H « CH). 因而 不 妨 设 x = a, y = b. 注意 到 
Cie,ay(b) 关 1. 还 可 设 [bc] = 1. 由 定理 的 假设 可 得 , (b,c) 9G H (a,b) IG. 车 
b? — 1, 则 


[(b, c), (a, d)] S (b, es se 且 [(a, b), (e; d)] < KfN(a, b) =1. 


因而 G’ = (c). X5 |G'| = p? FE. 于 是 ob) = 4, K = (p). HEA, 
(a,ab) = Dg. 因而 (ab)? = a?b? [a,b] 41. 于 是 [a,b] = a”, H = M,(2, 2). 

注意 到 Coala) #1. 不 妨 设 wel = 1. $ Hi = (ca,d) = Ds. HEME 
得 的 事实 , 有 (ca)? = ca?[a,c] = ca? 41. 因而 c = oa? 可， 进一步 地 , d? = 
(ca, d] = [e,d]la, d]. 从 而 [c,d] = dla,d]. 令 Hy = (da,c) = Ds. 同样 的 论证 可 得 ， 
(da)? = d?a?[a, d] # 1, d?[a, d] = a7b?. 因而 [c, d] = c? = a?P?. 

E d? - c, 


Kb), (e, d) &(e, d) X =l, (be)? =b? =a, |d,c]- (d, bc] € (a, be)" = (a). 


5j [c,d] = ab? FA. 因而 d? = a”. 故 [a, d] = d[c, d] = b. 
Æ [b,c] =1, M [a, d] € (a, bc) G' — (a?), 5E [a, d] -&? FA. 因而 [b, c]=0?. 
车 [b, d] =b, $ d, = cd, 则 


di =d, [a,di]=[a,d], [c,dı] = [c,d], [bd] — 1. 


于 是 可 设 (b, d) = 1. 从 而 得 到 群 (vi). 
=: 首先 证 明定 理 中 的 群 互 不 同 构 . 只 需 证 群 (ii) 一 (v) 互 不 同 构 即 可 . 
WFR (ii) 和 (ui), 注意 到 (ii) 和 (ui) 有 一 个 极 大 子 群 A 同 构 于 Cy x Ca. 然 
TU, 对 于 (ii), G\ 五 有 一 个 对 合 , 而 对 于 (iii), G\H 没有 一 个 对 合 . 
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对 于 群 (iv) 和 (v), 其 阶 为 p5(p > 2). 首先 证 在 同一 类 型 的 群 中 , 不 同 的 参数 
对 应 不 同 构 的 群 . 显然 , Z(G) = G'. 因而 (a,b) 是 G 的 唯一 的 交换 极 大 子 群 . 

对 于 群 (iv), 设 具 有 参数 wi 的 群 同 构 于 具有 参数 wo WH. 因为 (a, b) char G, 
不 妨 设 


ao = ai bf bo = ach, co = assis ck 


满足 
a?" = y = e = 1, [ca bi] = i. lai, ci] = &, [bis ci] = ab lee 
其 中 i =1,2, "i jı , Pee eee 因为 
(a? bi?) = b} = [az, ca] = |a} b) , ass pio ch], 
有 


(1) jik = ig(mod p), (2) iik -- wij1k = jo(mod p). 
因为 (ai? py (ai pj? ux» = ES abby? = [b2, co] = [a2 b22,, as bf? ck], 有 
(3) jzk = i1 + weta(mod p), (4) izk + wijek = jı + waja (mod p). 


FH (1) 和 (4) 可 得 , ji (K? — 1) + jo(kwi — wa) = O(mod p). 由 (1)—(3) 可 得 , i(k? 一 
1) 十 iz(kwi — w2) = 0(mod p). 因为 f u d : O(mod p), W k? — 1 = 0(mod p), 


ia J2 
ku, — w = 0(mod p). AW 1 < wi < P, 故 wi = wo. 
类 似 可 证 , FE (v) 中 不 同 参数 对 应 不 同 构 的 群 . 
其 次 证 明 , (iv) 和 (v) 不 同 构 . 假设 具有 参数 wi HH (iv) 与 具有 参数 ws 的 
群 (v) 同 构 . 不 妨 设 


aa — aj b, bo =a'?b?, co = ab cE 


满足 
a” =P -g-i [wei [aa] =, [ex]-9 [bi ci] = a20”? 
3i 1,2, 2 7 | o(mod p) B pth. 类 似 于 上 面 的 计算 可 得 , j (kv 


1) + ja(kw, 一 ud 三 a p) E à(k?v-* 1)+io(kwi — we) = 0(mod p). 因而 
v = k? (mod p), FE. 
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最 后 证 明定 理 中 的 群 (i) 一 (vi) 满足 假设 . 对 于 群 (i) 一 (vi), 显然 |G'| = p^. 群 
(i) 显然 满足 定理 的 假设 . 

对 于 ()—(v), 均 有 |G| = p^. 首先 证 明 , 对 于 G' 的 任意 一 个 pb 阶 子 群 K,G = 
G/K 是 Dedekind 群 或 列 在 定理 11.1.7 中 的 群 之 一 . Hue (ii) RA G = Dg * Ca, 
Tf (iii) RA G = Dg * C4 或 Qs x Co. # (iv) 和 (v), G/(b?) = Mp(1, 1, 1) * Cpa. W 
可 设 K = (aPb*?), 4 M = (ab*,c). 注意 到 (ab)? — c? = 1, [ab?,q] = P+»), 
其 中 对 于 (iv),i = 0. 而 对 于 (v), i 1. 因为 vi 一 x? 十 zw = WT (s- sy zx 
0(mod p), 故 M S M,(1,1,1). 注意 到 |G | = p H exp(G) = p?. 由 引 理 10.6.2 可 得 ， 
G S M,(1,1, 1) * Cas. 

现在 只 需 证 G 的 所 有 p» 阶 子 群 均 正 规 即 可 . i H <G,|H|=p HH 4G. 
W G' € H. 注意 到 G' = Z(G) MWA pP. BH ANG 21, W G —G' xH. 这 与 
H 4G FE. 因而 |H()G'| 2 p. 于 是 G/H (|G' 是 Dedekind 群 或 列 在 定理 11.1.7 
中 的 群 之 一 . 故 H/H (1G' 38G/H (1G, 因而 H «8G, 又 是 矛盾 . 

对 于 群 (vi), 计算 可 得 : Q1(G) = Z(G) = G' = (a?) x (9). RH Æ G HAREM 
F. 则 | 五 门 G'| < 2. AA HANG) = Q3(H), K H "HUE 2 阶 元 . 由 此 推出 
H 是 循环 群 或 四 元 数 群 . 若 H| > 8, M H 是 四 元 数 群 . W K «G' HKH. $ 
G=G/K. BA H = HK/K € Qs 且 |G|=2, 由 引 理 10.6.2 知 , G = H+ CH). 
4 C/K =Ca(H). W G = HC, HAC =H". 因而 G/H' 是 8 阶 的 初等 交换 群 . 然 
而 , XF 1< K <G’, G/K =Dg+Qs 及 Ds * Qs 无 8 阶 的 初等 交换 子 群 , 矛盾 . 口 

综 上 所 述 , 我 们 有 下 述 结果 . 

定理 11.3.8 设 G ŽAR pæ. M G H 2 p? 的 子 群 均 正规 当 且 仅 当 G 是 
Dedekind 群 或 是 定理 11.1.7、 定 理 11.3.5 和 定理 11.3.7 中 的 群 之 一 . 

对 于 有 限 非 素 数 寡 阶 的 群 、 非 正规 子 群 的 阶 为 素数 pz 或 pg 的 有 限 群 以 及 非 正 
规 子 群 均 循环 的 有 限 群 的 结构 已 被 确定 . 鉴于 篇 幅 所 限 , 这 里 只 列 出 结果 , 其 证 明 
参看 文献 [275]. . 

& G 是 有 限 群 , |G| = ] zf, 其 中 p 是 素数 , i = 1,2,… ,s, iz j 

t=1 


pi 7 pj. id w(G) = M k 


i=1 
定理 11.3.9 ik G AREATA. 若 G 的 满足 w(H) > 3 HF 
# H 4 EM, N] G 是 Dedekind 群 或 G = P x H, HP Pe Syl,(G) B. P ARB 
11.1.7 中 的 群 之 一 , H & Co, 其 中 g( 关 Dp) 是 素数 . 
定理 11.3.10 KG RARE, p, q, r 是 素数 (TAAR) FG 的 满足 
w(H) 之 3 的 子 群 H HEM, 则 G 是 下 列 群 之 一 . 
(i) 满足 w(G) < 3 KREA; 
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(ii) Hx Cy, RP H AMA pq HARE; 

(iii) 阶 为 p3g 的 内 罕 零 群 ; 

(iv) P x Cg, HP P 3 p? 阶 群 , G/Q1(8(P)) ANA pa HA RRA; 

(v) C2 x H, 其 中 |H| 2 ar HH ATL sete RAE C2 上 ; 

(vi) C$ x H, 其 中 |H| 2 qr E 五 不 可 约 地 作用 在 C3 上 ， 

定理 11.3.11 KRG X GE ERE. X G 的 非 正 规 子 群 均 循环 , 则 G 是 下 列 群 
之 一 . 

(i) Cp x Cn, XP p 是 素数 ; 

(ii) C2 x Ch, HY p 是 素数 , (p,n) = 1, Cn 不 可 约 地 作用 在 C2 E; 

(iii) (Qs x Ca») x Cn, HP (2,n) = (3,n) = 1. 

推论 11.3.12 RG X GERE ERE, $C 的 非 正规 子 群 的 阶 均 为 素数 , 则 G 是 
阶 为 pq 或 p29 A RRS. 


11.4” 非 正规 子 群 的 阶 至 多 为 p 的 p E 


非 正 规 子 群 的 阶 至 多 为 p? WAR p 群 的 分 类 已 由 张 勤 海 等 在 文献 [278], [279] 
完成 . 本 节 分 p 关 2 和 p = 2 两 种 情形 介绍 这 项 分 类 工作 . 

为 叙述 简便 , 以 下 我 们 假设 所 讨论 的 bp REG 满足 : G BIET > pt 的 子 群 均 正规 
AG 至 少 有 一 个 p? 阶 非 正 规 子 群 . 记 这 样 的 群 为 As 群 . uG) 表示 G 的 非 正规 
子 群 阶 的 极 大 值 . 不 失 一 般 性 , 本 节 总 假设 |G| > pê. 

引 理 11.4.1 设 G LAR p 3f, J(G) = |G'| = p^, P k22. € N KG, 
N <G E |N|=p, A] u(G/N) = p®t. 

证 明 X H/N < G/N H |H/N| 2 p*. Wl |H| > p***. BIA u(G) = pă, 故 
HaG. 因而 H/N 4G/N. 由 此 推出 (G/N) « p. 由 [181] 中 的 定理 2.3 可 知 ， 
pe? = |G'/N| =|(G/N)'| < u(G/N). 因而 n(G/N) = p. m 

RE p #2 的 情形 . 

引 理 11.4.2 设 G 是 有 限 p 群 且 1(G)=p3. 则 

(1) IG'| <p’; 

(2) # |G'| = p°, B] d(G) <5. 

MERA (1) 由 [181] 中 的 定理 2.3 JAN, |G'| < p®. 下 证 |G| « p?. 4, W 
IG'| = p. 于 是 存在 N < G' HE IN| =p NAG HB ((G/Ny| = |G'/N| = p. 
因为 u(G) = p?, 由 引 理 11.4.1 可 得 (G/N) = p?. 于 是 G/N 是 定理 11.3.7 中 的 群 
之 一 . 因为 p > 2, 故 G/N 是 定理 11.3.7 中 的 群 (iv) 或 (v). 不 妨 设 


GIN & (a, 5s |z =F =? = 1,60 =1,42=2", bd=27"), 
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其 中 当 w EE p 的 平方 非 剩余 时 ,ww 一 0,1,… P; 当 =1 时 ,w=1,… Po 
R va M. 
为 方便 令 N = (x). 则 可 设 
G = (a,b,c, x |a? = z^, b^ =a, c? = r”, [a,b] = 2", (a, c] = 0’? x", 
[b, c] 2 a? b"? z*s, 5? —l,[m,a]- [m,b]]- [z,c] 2 1) K'P O&«i&p- Il. 


因为 G/N = (a,b), 故 G' = (aP, bP, zx). 又 因为 [a,b] = z^, 故 [a, b^] = [a?, b] = 
1. 由 此 可 得 [aP b) — 1, BG! 交换 . 于 是 G 亚 交换 . 由 命题 1.1.9 可 知 ， 


[a, ©?) = [a, | [a, c, q(9 = [a, g» =o". 


另 一 方面 , 由 c? = a^ 推出 [ac^] = 1. 因而 o = 1. 类 似 地 , 计算 [b,c?] 可 得 
a? =1. 

AY |G'| = p’, His 4 0. Hig — 0. AW |(a,0)| > pt, SX (a,c) IG. 另 一 方 
M, [a,b] = zz ¢ (a,c). FE. 于 是 i3 £0. 则 


G = (a,b,c | a” =P" = — 1, [a,b] = oe, Ja, c] = b"PcPis, [b,c] = aP bP cP). 


明显 地 , |G|=p® H. G’=(a?, bP, c) < Z(G). RH ÆG 的 ps bre. JU H SG B. 
IG/H| = p. 于 是 G/H 交换 . 由 此 推出 G' <H. 因为 G' < Z(G), MH RR. 又 
IG'| =p", 由 定理 1.7.7 可 知 G 不 是 A 群 . 于 是 G 是 A. ER. 然而 , 检查 定理 9.3.1 
中 的 群 , 或 由 推论 9.3.2 可 知 , 不 存在 这 样 的 群 , 矛盾 . 

(2) Æ |G'| = p?, 则 存在 N 和 G' 满足 |N| =p ANAG 使 得 |(G/N)'| = 
IG'/N| = p. AA u(G) = p, 故 u(G/N) < p^. 于 是 G/N 是 定理 11.1.7 和 定理 
11.3.5 中 的 群 之 一 . 因为 N < G', S d(G) = d(G/N). 由 定理 11.1.7 和 定理 11.3.5 
看 出 d(G) « 5. o 

定理 11.4.3 KRG ZAR p #, d(G) = 2 B. |G'| = p?. 则 HG) =p? Saw 
X G S (a,b | a?” = b? = 1, [a,b] = a? ^), HP n 2 4. 进一步 地 , Z(G) = la), 
G' = (a? ^), G EMRE G 无 交换 极 大 子 群 . 

证 明 ”因为 |G'| = p, 故 存在 N < G' ie IN| =p E N 8G E% |(G/N)'| = 
IG'/N| = p. X n(G) = p?, M n(G/N) < p?. 于 是 G/N 是 定理 11.1.7 和 定理 11.3.5 
中 的 群 之 一 . AA d(G) 22 E N «G', W d(G/N) 22. X |G| 2 p? A |N| =p, & 
IG/N| > p^. 由 定理 1.7.7 和 定理 1.7.10 可 得 , G/N = My (m, 1) 或 M,(m, 2). 为 方 
fii, & G=G/N, N = (x). 

#7 G =M,(m, 1)= (a b|a"" =P — Tab] =a"), 则 


G= (a,b | a?" m d = gn ug = 1, [a, ] s a?" a^^. [a, a] = [b, x] = 1); 


114 非 正 规 子 群 的 阶 至 多 为 p 的 p 群 Te 


其 中 iii € {1, p). 由 [24] 中 的 定理 2 可 知 , G 亚 循环 . FE G = (a,x) 
MEIE. 由 此 可 知 , (oz") = (r) H (a) 是 G 的 循环 极 大 子 群 ， 由 定理 1.9.1 TA, 
G & My(m +1,1) H |G'| =p. 5 |G'| =p? FÆ. 

# G = Mp(m,2)= (a,b|a"" =P —1,[a,5] - a?" ), WU 


G = (a,b | a?" =a", =x, a? = 1, [a,b] =a?” x^, [a,x] = [b,£] = 1), 
BE inizia € (1, p). 由 [24] 中 的 定理 2 可 知 , G 亚 循环 于 是 G' = (a7 a) 
循环 . 由 此 推出 (a^^) = (2). 于 是 

G = (a,b | a?" =1,b = a™P™ [a,b] = a(t tris) p”, 
4 aj — altis H by = (bas? ^ i-is, 则 


m 


m 2 2 GQm—2.,2 2 
af =a, = (ba 9" = 


[acm ye e gr qct" ud, 
H 
[a1,5:] = [a, bla, 6} [a, b]-?* a, b] 9 = [a,b] = a". 


于 是 
G = (a,b | a? — 1,0 = a?" [a,b] =a?” '). 


用 bair"? 替换 b 可 得 , bP = 1. 于 是 


G = (a,b | a?” = = 1, [a,b] =a”), 


此 为 定理 中 的 群 . 
反之 , (az” b) 是 G 的 p 阶 的 非 正规 子 群 . HU L(G)2 p. RH<GH 
H| > t. 断言 |H(Ya) 2 p. BA, 则 JENA < p. BAC < (a) aG, & 
(a)H « G. 另 一 方面 ， 
有 |H ||(a)] perm - m+3 m+2 _ 
|(a)H| = IB TY) dr "p > p"? — |G]. 
矛盾 . 于 是 G' = (0?"*) < H. 因而 ASG. 这 说 明 uG) = p. o 


58 11.4.4 ik G RAM p 群 , HG) = p°. # d(G) > 3 E |G'| =p’, X 
G'& C3 H eG) =2. 

证 明 R G 是 反例 . WEE H < GB aH)-2HH'-G' > H 的 阶 
RK. 因为 d(G) > 3, MA « G. 然而 , 由 定理 11.3.7 可 知 , 不 存在 这 样 的 H 满足 
|H’| = p?, d(H) = 2 H. i(H) = p. AA u(H) < u(G), A p(H) =p. 由 定理 11.4.3 
就 有 

H = (z,y| 2" = — 1n y] - 2), 
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其 中 n>3. AX H' =G, W H <G. 取 deG\H. 令 L=H(d). 由 五 阶 的 极 大 
性 即 得 d(L) 23. 令 N=Q(H). 则 N= (zr?” ) BN <L. 由 引 理 11.4.1 可 得 ， 
u(L/N) = p?. 注意 到 H/N S My(n 一 1,2) < L/N. 由 定理 11.1.7, 定理 11.3.5 和 定 
BE 11.3.7 可 知 , L/N = M,(2, 1,1) * Ci. 不 妨 设 


2 一 n—1 = > n—2 


L/N —(ab,c|a" =P =?  -il,[ab]-c" [za] = [2,6] = 1). 


一 2 


TEL-H-( ?"*). BH [a,c] € N < ZL), W la, P") = a," =1. 
同 理 , [b, c?" ^] = 1. 因而 e”? e Z(L). 进一步 地 , L' < Z(L). X € N « ZL), 
故 1= [a,b] = [a,b]? = co” 由 此 推出 exp(Z) = p. FÆ G = L S C x Cp. Al 
AG 是 反例 , 故 c(G) = 3. 于 是 存在 di e G 使 得 [H', di] 2 1. $ Li = H(di). 由 
对 工 相 同 的 论证 可 知 , L, < Z(Li). 由 此 推出 [Hdi] < (Li)3 = 1. FA. 口 

定理 11.4.5 设 G ZAR p &, d(G)=3 E |G'| = p?. 8) u(G) — p? 当 且 仅 
当 G 是 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1a) G = (a,b,c | aP = b? = c^ = 1,[b,c] = L[ea] = b c [a,b = 
bot’ cP") = ((b) x (c)) x (a), 其 中 当 —1 AK p &Z 3E AH v = 1; ¥ 一 1 
AR p 的 平方 剩余 时 , v 是 模 p 的 平方 非 剩 余 ; t E [oi Pa. 进一步 地 ， 
IG| =p", Z(G) = &(G) = (P,P), G = (°, c). 

(1b) G = (a,b,c | a? = bP = cP = 1, [b, c] = 1, [c,a] = Per [a,b] = b- Pe”) = 
((b) x (c)) x (a), HPS —1 AR p 的 平方 非 剩 余 时 , v = 1; 5 -1 BH p HF 


AM, v AM p EAM A te {0,1,… PZE, ito, |G| = p, 


Z(G) = €(G) = (aP, bP, cP), G' = (bP, cP). 

(2) G = (a,b,c | a? = b? = c = 1,[b,c] = 1,[c,a] = b°, [a,b] = c7) = 
((b) x (c)) x (a), RP v= 1 2,23€ p 的 平方 非 剩余 , 进一步 地 , |G| = p°, Z(G) = 
®(G) = (bP, cP), G' = (bP? c?). 


(3) G = (a,b,c | a^ = P? = c = 1,[b,c] = 1,[c,a] = b, [a,b] = a^) = 
(4a) » (b)) x (c), 进一步 地 , |G] = p°, Z(G) = O(G) = (a?, b»), G' = (a?”, bP), 

证 明 =: 因为 y(G) = p? B d(G) = 3, 由 引 理 11.4.4 可 知 ,G' = C2 H 
c(G) = 2. 这 样 的 群 是 被 安立 坚 等 在 文献 [8] DRA G 是 [8] 中 的 定理 4.7 中 的 
群 之 一 . 因为 p> 2, 故 G 是 [8] 中 的 定理 4.7 中 的 群 (A1)—(A3), (A7)—(A10), 
(B1)—(B3) 和 (C) 之 一 . 在 这 些 群 中 找 出 满足 定理 条 件 的 群 即 得 定理 中 的 群 . 证 明 
细节 略 去 . 

<=: 明显 地 , 定理 中 每 个 群 含 有 一 个 p 阶 的 非 正规 子 群 . RH EG IET 
的 子 群 . 下 证 HG. 
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# |C AH =1, M G = HZ(G). FÆ H 3G. 车 |G@ 门 HI=p?, 则 G@' <H. 
F# HAG. F Z(G) Al <p, N G= HZ(G). FÆ AAG. & |Z(G)(] H| 2 p, 
W G' < H. 从 而 五 4G. 

上 述 论 证 表明 , BATA [CNH] =p 且 ZONH] = p. ^ K « GNA 
且 |K| =p. # G HIE (13), W G/K = M,(2,1,1) * Cs. 4 G 是 群 (10), W 
G/K =M,(2,1,1) x Cj. Æ G 是 群 (2), W G/K = M,(2,1,1) « Cpe. Æ G 是 群 (3)， 
WW G/K € M,(2,1,1) * C». 由 定理 11.1.7 和 定理 11.3.5 可 知 , p(G/ K) < p?. 特别 
地 , L(G/G' NH) < pP. 由 此 推出 H/G'()H aG/G' NH. Ait H «G. 口 

定理 11.4.6 设 G RAM p 3f, u(G) — p? E |G'| =p. 

(1) $ d(G) = 4, A] |G| = p; 

(2) # d(G) = 5, 则 |G| =p’; 

(3) # d(G) 2 4, 8] C2 = G' = 9(G) < Z(G) E exp(G) <p’. 

证 明 ”由 引 理 11.4.4 可 知 , G' C2 H c(G) = 2. 由 引 理 11.1.2 可 知 , G 有 
一 个 p 阶 正规 子 群 N WAL N < G' 使 得 G/N 不 是 Dedekind #. 因为 u(G) =p’, 
V (G/N) « p?. X. |G'/N| =p, IK G/N 是 定理 11.1.7 和 定理 11.3.5 的 群 之 一 . 又 
N «G', & d(G/N) = d(G). 

车 d(G) = d(G/N) = 4, Jl] G/N 同 构 于 下 列 群 之 一 : 

(A) Mp(1, 1, 1) * M,(1,1, 1); 

(B) M4(1, 1,1) * M; (m, 1), (m > 2); 

(C) M&(1, 1, 1) * Co» x Cy, (n 2 2). 

# G/N 同 构 于 (A), W |G| = 59. 4 G/N 同 构 于 (B), 不 妨 设 N = (zx) H 


" 3 n j m-—i =: 
G — (a,b,e,d,m|d" — pP Law 9 e Hla ea 1,/a ise as, 


[c,d] = c&"" x's [a, c] = 2", [a, d] = is, [b, c] = x, [b, d] = x), 


EH O<i, <p—1,1<k< 10. 

若 |G| > p®, W m > 3. 我 们 将 证 明 这 种 情况 不 可 能 发 生 . 

情形 1 i) = ig =0. 

38 [a,c] #1 H [b,c] 41, WEE h € G 使 得 [ab^, c] = 1. 不 妨 设 [a,c] =1. AA 
\(a,c)| > pt, SK (a,c) IG. X. x ¢ (a,c), W [b,c] = [a, d] = 1, [c,d] = [ad] =". 
类 似 地 , 由 [b,c] = 1 推出 [6, d] =1. 于 是 G' = (e?" ^). KH |G"| 2 p? FH. 

情形 2 iy Mig 至 少 有 一 个 不 为 0. 

不 妨 设 di #0. 车 io 关 0, 对 某 个 适当 的 h, 用 ba^ BR b 则 可 得 ig = 0. 若 
ig #0, 对 某 个 适当 的 h, 用 ad^ 替换 a 则 可 得 i = 0. 这 归结 为 情形 1. 

Xd, = 0. 4 ig = 0, 因为 |(b,e)| > pt, M (bc) IAG. ERAS xg (b,c), W 
[b, d] = [a,c] = 1, [c,d] = ja, d] = c?" *. RH, 因为 [b, d] = 1, S [a, d] =1. 于 是 
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G' = (c" ^). 3X 5 |G"| = p? 矛盾 . F ig £0 H io £0, 对 菜 个 适当 的 h, 用 cd” 蔡 
换 c 得 [b,c] = 1. 这 归结 为 io = 0 的 情形 . Æ io #0 H iro — 0, W |(b,c?,d)| > pt 
Hoa ¢ (b,c?,d). 另 一 方面 , AA [b,c] € (b, c, d), Max € (b,c?,d). FA. 

上 述 论 证 表明 , 在 任何 情况 下 都 导出 矛盾. 故 m=2 H |G|= pi. 

E G/N 同 构 于 (C), 类 似 于 上 述 论证 仍 有 |G| = ps. ATRE. 故 (1) 成 立 . 

di d(G/N) = d(G) = 5, M G/N = M,(1,1,1) * M(,,1,1) «Os, n 2 2. $ 
N=) H 


G =(a,b,c, d, e, x | a? = x^ , bP = zi? cP = xis dP = r™ eP” = gis pP = l, 
[a,b] =e?” a5, [e d] = e" ^ z^, [a, c] = 2^5, [a, d] = 259, [a, e] = 2*5, 
[b, c] = 25, [b, d] = 2, [b, e] = 2, [e, e] = 2*4, [d, e] = 2515), 


FEO Sig <p—-1,1<k< 15. 

2 |G| > p", Wn>3. 因为 c(G) = 2, MG = (e?" r). RG 8 C, x Gy, W 
ez = 1. 由 [a,e] € Z(G) 推出 [e?,a] = [e, a]? = 1. 类 似 地 , Je”, b] = [e”, c] = [e?, d] = 
1. FÆ e? e Z(G). 

情形 1 a? = bP = cP = dP = 1. 

车 [a,e],(b,e],[c,e] 和 [d,e] AA 1, 对 某 个 适当 的 h, 用 at^ BR a 则 可 得 
[a,e] = 1. X [a,e], [b, e], [c, e] 和 [de] 至 少 有 一 个 是 1， 不 妨 设 [ae] = 1， 因 为 
\(a,e)| > p, dX (a, e) IG. 又 zg(a,e), 故 


[b, e] = [c, e] = [d,e] = [a,c] = [ao,d 2 1, [a,b] =e?” . 


因为 [ce] = 1, A \(c,e)| > p°. 因而 (ce) SG. X. x ¢ (c,e), M [bc] = [b d] = 
l [od 2e" . FÆ ze G', FE. 

情形 2 ar, P, e 和 d? 中 至 少 有 一 个 不 是 1. 

不 妨 设 d? =a £1. 分 别 用 ad™i, ba^» 和 ca^s 替换 a, b,c HG a? = bP = c? = 1. 
若 [a,e] #1 HA [be] z 1, H ab^ 替换 a 可 得 [a,e] = 1. AMR [a,e] = 1. AW 
\(a,e)| > p’, $ (a,e) IG. X x g (a,e), W 


1 


[b e] = [c,e] = [d,e] = [a,c] = (e, d = 1, [a,b] = e" . 


因为 [ce] = 1,  |(c,e)| > p®. 因而 (ce) 9G. AA zg (ce), H [b,c] = (b, d] = 
1, led = er” Fit z 4 G', FA. 
上 述 论证 表明 , 在 任何 情况 下 都 导出 矛盾 . 故 n=2 E |G| =p". 故 (2) RE. 
由 引 理 11.4.4 可 得 , G' = C2 E c(G) = 2. 由 (1) 和 (2) 可 得 |8(G)| = p?. 
因而 8(G) = G' = C2. 对 于 任意 元 ce G, a e B(G)， 由 此 可 得 a" —1. 于 是 
exp(G) < p?, BN (3) 成 立 . 口 
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下 述 定理 的 证 明 篇 幅 较 长 , 在 此 仅 列 出 结果 , 证 明 过 程 略 去 , 有 兴趣 的 读者 可 
参看 文献 [279] 的 证 明 . 

定理 11.4.7 设 G ZAR p FE, (G) =p. 则 |G'| 2 p 当 且 仅 当 G 是 下 列 互 
不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) Mj(1, 1, 1) x M, (1, 1, 1) « My (m, 1), m > 2, 此 时 |G| = pm+5, Z(G) = Cpm-1; 

(2) M,(1, 1, 1)«M,(1, 1, 1)*M,(1, 1, 1)*Cpn, n > 1, 此 时 |G| = p^*9, Z(G) & Cyn; 

(3) (M, (1, 1, 1)*M;5 (1, 1, 1)*Cpn) x C5, n > 1, sen} |G] = p"^*, Z(G) = Cyn x Cy; 
(4) (Mp(1, 1, 1) « My (m, 1)) x Cp, m > 2, 此 时 |G| = p™*4, Z(G) & Cym-1 x Cp; 
(5) Mp(1, 1, 1)*M,(2,1,1)*Cpn, n2 1, 此 时 Mp(1, 1, 1)NM;(2, 1,1) 2 M2, 1, DN 
= M} (2,1,1), |G| = p”+5, Z(G) = Cyn x Cp; 
(6) Mp(1, 1, 1)*Mp(m, 2), m > 2, 此 时 Mp(1, 1,1) My (m, 2) = M, (m, 2), |G] = 
pet Z(G) = Q1 x Cy; 

(7) (M,(1, 1,1) *Cpn) x Cg, n 2 1, 此 时 |G| = p^**, Z(G) & Cyn x Cy; 

(8) (Mp(1, 1,1) * Cpo) x C2, n > 1, 3e |G] = p"**, Z(G) & Cyn x Cp x Cp; 

(9) M,(m,1) x Cj», m > 2, 此 时 |G| = p^73, Z(G) = Cpm- x C,2; 

(10) M,(3,1,1) * Cp», n > 1, 此 时 M5(3, 1,1) (] Co» = M53, 1,1), |G| = p™*4, 
Z(G) S Cyn x Cp2; 

(11) M, (m, 1) x C2, m > 2, 此 时 |G| = p+’, Z(G) = Cpm-1 x Cp x Cp; 

(12) M5(2, 1,1) * Mp(m,1), m > 3, 此 时 M5(2, 1,1) )M;(m,1) = M^(2,1, 1), 
|G| = p"**, Z(G) = Cym-1 x Cp; 

(13) (Mp(2,1,1) * Cp») x Cp, n > 1, 此 时 Mp(2,1,1) Cpr = M} (2,1, 1), |G| = 
ptt Z(G) & Cw x Cy x Cp; 

(14) M5 (m, 2) x Cp, m > 2, 此 时 |G| = p^*3, Z(G) & Cym-1 x Cp x Cp; 

(15) Mp(2, 2,1) « Cj«, n > 1, 此 时 M52, 1, D) (] Co» = M,(2, 1,1), |G] = p+, 
Z(G) = Cyn x C, x Cp; 

(16) Mp(m, 3), m > 3, 此 时 |G] = p™*3, Z(G) = Cpm-1 x Cpa 

最 后 介绍 p = 2 的 情形 . 

[181] 中 的 定理 2.3 告诉 我 们 : HTAR p 群 G 来 说 , 若 uG) = p" > 1, W 
IG'| < p^. 自然 地 , 我 们 依照 [G'| 的 可 能 情形 分 类 uG) = 23 WAR p 群 G. 鉴于 
篇 幅 所 限 , 这 里 只 给 出 分 类 结果 , 有 兴趣 的 读者 可 参看 文献 [278] 的 证 明 . 

定理 11.4.8 设 G 是 有 限 2 群 , 1(G) = 23. mj 

(I) |G = 23 %4 H4% G S (a,b,c | at = bt = c* = 1, [a,b] = e?,[a, c] = 
b?c?. [b,c] = ab, [2,0] = [e?, b] = 1). 

(I) # |G'| 2 2? E d(G) > 3, MY |G] < 28. 


Cyn 
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(HI) Æ |G| > 29, N) |G’) = 2? Hd(G)=2 4AA% GH (a,b | a?” = b = 
1, [a,b] = a?" ^), n 2 7. 特别 地 , G 是 亚 循环 的 .4 群 . 

(IV) |G' 22 当 且 仅 当 G 是 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 
(1) Dg * Dg * Mz(m, 1),m 2 3; 
(2) Dg * Dg * Dg * Con, 2 1; 
(3) Ds * Ds * Ds * Qs; 
(4) (Ds * Ds * Qs) x Co; 
(5) (Dg * Da * Con) x Co,n > 1; 
(6) (Dg * Mo(m,1)) x Co,m 2 3; 
(T) Dg*Ma(2, 1, 1)*Can, Xf Ds fM2(2, 1, 1) = M2(2, 1, 1) Cr = M4(2,1, 1); 
(8) Ds * Qs * M2(2,1,1), HP Qs) M2(2, 1,1) = M$(2, 1, 1); 
(9) (Ds * Qs) x Ca; 
(10) Dg * Ma(m,2), 其 中 m 2 3, Da )M2(m, 2) = M$(m, 2); 
(11) (Dg * Qs) x C2; 
(12) (Dg * Con) x Cg2,n È 1; 
(13) (Dg * Con) x C2,n 2 3; 
(14) Mo(m,1) x Co, m 2 3; 
(15) M2(3, 1, 1) * Con, 其 中 n > 1, M2(3,1,1) f] Cj = M4(3, 1, 1); 
(16) Ma(m, 1) x C2, m > 3; 
(17) Mo(2, 1,1)  Ma(m, 1), 其 中 m > 3, Ma(2, 1, 1) (1 Mo(m, 1) = M4(2, 1,1); 
(18) (M2(2, 1,1) * Con) x Co, 其 中 n > 1, M2(2, 1,1) ies M} (2,1,1); 
(19) (M2(2, 1, 1) * Qs) x Co, 其 中 M2(2,1,1)N Qs = M3(2, 1,1); 
(20) M2(3,1,1) * Qs, 其 中 M2(2,1,1) 门 Qs = M, B,D; 
(21) Qs x Ca; 
(22) Qs x C22 x Co; 
(23) M3(m,2) x C3, m 2 1; 
(24) M2(2, 2,1) * Con, HP n > 1,M2(2,1, 1)f]C, = M$(2, 1, 1); 
(25) M»(m, 3), m 2 3. 
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就 像 我 们 前 面 看 到 的 ， 张 勤 海 等 278, 279) 从 非 正规 子 群 阶 的 角度 部 分 推广 了 
Passmanl181 的 结果 . 王 丽 芳 等 228] 则 从 非 正 规 子 群 的 正规 闭 包 的 角度 也 部 分 推广 
了 Passman!!8 的 结果 . 该 文 研究 了 非 正规 子 群 的 正规 闭 包 均 同 阶 的 有 限 群 , 特别 
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是 分 类 了 非 正 规 子 群 的 正规 闭 包 均 同 阶 的 有 限 p 群 . 王 丽 芳 在 文献 [230] 也 分 类 了 
非 正规 内 交换 子 群 的 正规 闭 包 是 极 大 子 群 的 亚 循环 p 群 . 本 节 内 容 取 自 [228]. 

令 A(G) = {|HS| | H $ G}, RPA < G, G RARE. U A(G) HARE, 
G 的 非 正规 子 群 的 正规 闭 包 均 同 阶 等 价 于 |A(G)| = 1. A(G) 的 大 小 可 看 作 是 G 
Bj Dedekind 群 “多 远 ” 的 一 个 度量 , 显然 , G 是 Dedekind 群 当 且 仅 当 A(G) = Ø. 
Passman 在 文献 [181] 分 类 的 阶 2 p? 的 子 群 均 正规 的 p PE |A(G)| = 1 R. 
A(G) = (p?) 的 p BR. 张 勤 海 等 在 文献 [275] 分 类 的 阶 > p? 的 子 群 均 正 规 的 bp 群 
Æ A(G) = (p^, p?) 的 p SE. 张 勤 海 等 在 文献 [278], [279] 分 类 的 阶 > pt 的 子 群 
HERK p 群 恰 是 A(G) = {pp p^) 的 p IE. 

为 方便 , |A(G)| = 1 的 有 限 群 G 简 记 为 Al BE. 本 节 介 绍 Al 群 的 结果 . 

由 Al 群 的 定义 可 得 如 下 结论 . 

引 理 11.5.1 RG X A, E. EN 3G B. G/N 不 是 Dedekind #, M) G/N 
是 Al 群 . 

引 理 11.5.2 设 G 是 Ai 群 . XM 为 G 的 非 正规 极 大 子 群 ， 则 

(1) H ÅG, A] HO =G; 

(2) FLAG 的 非 平 凡 正 规 子 群 , 则 工 的 每 个 子 群 在 G 中 正规 特别 地 ，G 
AT H. (GT #, $ AIKIAG, M AAG) 

EH 11.5.3 3k G AUR IET AE AER ERE. NG 是 Al 群 当 且 仅 当 G= Lx (2), 
其 中 工 为 G 的 正规 交换 p'-Hall F$, (x) A G 的 p-Sylow 子 群 , AL LBS Hh 
p 阶 无 不 动 点 自 同 构 , p 为 |G| 的 最 小 素 因 子 . 

证 明 =: WG 是 Al FH, 由 于 G HARES, 故 G 中 存在 非 正规 极 大 子 群 
M 以 及 正规 极 大 子 群 K. KH A G 的 非 正规 子 群 , 由 引 理 11.5.2 可 知 , HG =G 
AK 的 每 个 子 群 在 G 中 正规 . KG 有 一 个 主 群 列 使 得 每 个 主因 子 为 循环 的 . Al 
而 G 超 可 解 . 

设 p 是 |G| 的 最 小 素 因 子 , G 为 G 的 p-Sylow TE, LA G 的 p'-Hall FH, 
由 于 G Sylow 塔 性 质 , 故 L 3G. 由 引 理 11.5.2 (2) 可 知 , L 的 子 群 均 在 G 中 正 
3. 因此 G IG, 其 中 Go e Syl,(G) Ha #p. 由 于 GEERF, KG, 在 G PAE 
正规 . 47 Gp 非 循 环 , 则 G, 中 存在 两 个 极 大 子 群 P 和 P, 使 得 Go = PiP 由 于 
IG: LP|=p E p Æ |G| 的 最 小 素 因 子 , 故 LP; 3G. 由 引 理 11.5.2 可 知 , PIG, 
i=1,2. 因而 Gp = PiP: 3 G, FE. 故 G, 循环 . 

X Gy = (2), W G= Lx (z). AF Lic?) 4G, 由 引 理 11.5.2 可 知 , 工 的 每 个 子 
群 在 G 中 正规 且 (zz) 3G. 因而 z KAFAEL 上 诱导 出 p BEREB IR. 由 于 
p 为 |G| 的 最 小 素 因 子 且 L 为 G 的 p'-Hall 子 群 , 故 工 为 奇 阶 Dedekind 群 . 因而 
LAUR. 
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下 证 Cr(z) = 1. 4, 由 [116] 中 的 8.4.2 TA, L = [L,z] x CL(z)， 由 于 
G = L(z), 故 (z)8 < [L,z](z) 关 G, FE. 故 CL(zx)=1. 

«—: AF Oz(z) = 1, $ [L, (x)] = L. 显然 [L, (z)] < (x). AT, Liz) « (2)8. 
进而 (z) =G. X [L,z?] =1 且 (2?) 为 (x) 的 极 大 子 群 , 故 O,(G) = (2?). 

设 五 为 G 的 任意 非 正规 子 群 , H, € Syl,(H). # p||G :Hl, 则 H, < 0,(G) 
H H,aG. AF HALG EH = (H(|L)H,, 4 H 3G, FE. 因而 pt|G : HJ, 
进而 H 包含 G 的 一 个 p-Sylow FH. 不 妨 设 (x) < H, W HS > (x) = G. 因而 
HC =G. KRG Æ A^, E. 口 

引 理 11.5.4 设 G 是 有 限 非 可 解 Ai 8E, K/L G 的 非 可 解 主因 子 , 则 KK=G 
且 G/L 是 非 交 换 单 群 . 

WHA 设 K/L TT", 其 中 工 是 非 交换 单 群 , Ty 是 了 的 非 正 规 子 群 , 则 TT A 
T". 由 K/L € T" 可 知 , 存在 K/L 的 子 群 H/L 使 得 H/L Tr, H/L Á K/L EH 
(H/L)K/" = K/L, 进而 HK =K. H K 4G HSB, HO < K. 由 此 可 得 , H6 = K. 

由 于 G 非 可 解 , 故 G 有 非 正 规 极 大 子 群 . 由 引 理 11.5.2 可 得 , K =G. 因而 
n=1H G/L 是 非 交 换 单 群 . O 

5|38 11.5.4 告诉 我 们 , 对 于 非 可 解 的 Al 群 G 来 讲 , G 的 每 个 主 群 列 中 第 一 个 
主因 子 是 该 群 列 中 唯一 的 不 可 解 的 主因 子 . 由 引 理 11.5.4 还 可 得 下 面 的 推论 . 

推论 11.5.5 设 G 是 有 限 非 可 解 Al 群 . 

(1) 4 M AG 的 极 大 正规 子 群 , 则 G/M 是 非 交换 单 群 ; 

(2) € N XG 的 真正 规 子 群 , 则 G/N 非 可 解 . 

推论 11.5.5 的 一 个 直接 结果 是 非 可 解 的 Al 群 是 完全 群 . 

定理 11.5.6 KG 是 有 限 非 可 解 群 . 则 G 是 Al 群 当 且 仅 当 G/Z(G) RAR 
换 单 群 且 Z(G) = 9(G). 

证 明 <=: 由 引 理 11.5.2, 我 们 只 需 证 明 : 对 G 的 非 正 规 子 群 H, 有 HS =G. 

H H 4G 及 Z(G) = (G) 可 得 , Z(G) < HZ(G) < G. 由 于 G/Z(G) 为 非 
交换 单 群 , 故 HZ(G)/Z(G) $ G/Z(G) E (HZ(G)/Z(G))8/79 = G/Z(G). 因而 
(HZ(G))8 = H9Z(G) = G. 由 Z(G) = e(G) WH, Ho =G. 

= BN 是 G 的 极 大 正规 子 群 . 由 推论 11.5.5 和 引 理 11.5.2 可 得 , G/N 为 
非 交换 单 群 且 N 的 每 个 子 群 在 G 中 正规 . 因而 G/CG(N) S Pot(N), 其 中 Pot(N) 
A N We BORE. 由 于 Pot(N) 交换 , MK G/CG(N) 交换 . 注意 到 G 是 完全 群 ， 
故 G' = G, 因此 Ca(N) = G. 进而 有 N < Z(G). HFN AG 的 极 大 正规 子 群 ， 
故 N = Z(G). 

FER G 的 极 大 子 群 L. 车 Z(G) á L, WM] G— LZ(G) LAG. 进而 有 G/L 
交换 , 矛盾 于 11.5.5(1). 因而 Z(G) < L. 由 工 的 任意 性 可 得 , Z(G) < 9(G). 由 于 
G/Z(G) ABH, 故 Z(G) = e(G). 口 
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iE11.5.7 非 可 解 非 单 的 Ai 群 存在 . 例如 , 设 G = SL2(5). M Z(G) = 9(G) 
E G/Z(G) S As. 由 定理 11.5.6 可 知 , G 是 非 可 解 的 Al 群 . 

PCS A 群 . 我 们 将 证 明 寡 零 的 Al 群 为 p 群 . 然后 分 类 Al — p BE. 

定理 11.5.8 # G ZAREEN Al 群 , 则 G 为 p E. 

证 明 ”由 于 G 为 Al 群 , 故 G AE Dedekind 群 . 因而 存在 G 的 p-Sylow F 
群 己 使 得 P AH Dedekind Sf. $ G — P x H, HH H ÆG 的 p'-Hall 子 群 . 

4 HZIBOPBEIEXUCTHE K,WIK£ZGHKxH£áG.BHK?-KPXE 
(K x H)° = K? x HW, |KC| Z |(K x H)6|, FE. AT H = 1, B GO pæ. oO 

51 11.5.9 3k G ZAIR p #, |G'| — p. RJ G X A 群 当 且 仅 当 G 的 非 正 
MIRAN. 进一步 地 , G 是 [28] 中 的 定理 112.3, LM 1124 列 出 的 群 之 一 . 

证 明 设 互 为 G 的 非 正 规 子 群 , 由 于 |G'| =p, RM H6 = HG’ H.|H8 : H| p. 
由 题 设 可 知 , 结论 成 立 . H 

下 面 分 p > 2 Alp=2 两 种 情形 给 出 A 一 p 群 的 结构 . ; 

引 理 11.5.10. Rp X AER, Z AR p 的 整数 集 . usw ARMA ut T 天 
0 (mod p), 其 中 ; 为 4 在 Z, PHX, MAB uj RP —uj?+wij—ni+mjt+l= 
0 (mod p). 


证 明 ”计算 可 得 
Puja j-niemisi-(i-2425) - pets 
n 2 
. _ Ta "x =k 
4 2 4 
2 
(me zw) Nu BUE. 
i 4 air 4 
=0 (mod p) 
u2N CI w? 
X (ue t) Aut tz, i 
* n w 
=i- 5 + J (mod p) 
a 
u =u (mod p) 
4 n 
m+ zw 2\ 71 
r=j-— 3 (ut) (oap), 


se 
3 
4t 
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€ 
way 
a 
g 
dis 
S, 
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WU i? = uj’? — v' (mod p). 

B A={i? |i € Zp} B B = {uw}? -v | j’ € Zp} BT |A| = |B| = po +1, 
w ANB. 因而 存在 i j ef i? — uj? + wij —nit+mj+l=0 (modp) O 

定理 11.5.11 KG 是 有 限 p 群 ,p>2. 则 G 是 Ai 群 当 且 仅 当 G 同 构 于 下 
列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) M,(n,m),n > m; 

(2) M,(1, 1, 1) * C»; 

(3) (a,b,c | a? = b? = cP = 1, [a,b] = l,[a,c] = bP, [b,c] = aPb"?), 其 中 
1«w« P iuf AR p 的 平方 非 剩 余 ; 

(4) (a,b,c | a” = bP = cp =1, (a, b] = 1, [a, c] = b”? , [b, c] = aPb'"P), RY v BH 
平方 非 利 余 ,0 < Ww < P gos I Ap SHEER Ae 

证 明 设 G 是 Ai 群 . 对 |G| EHHA. 

车 |G'| = p, 由 引 理 11.5.9 可 得 群 (1) 和 (2). 下 面 假设 |G'| > p?. 

RNIGWE N < G' 且 |N|=p. 显然 N < ZG) 令 G= G/N. 由 引 理 
11.13.3 可 知 , G 为 Al 群 . 因而 , G 同 构 于 定理 中 的 群 . 分 三 种 情形 讨论 . 

情形 1 0 G=M,(n,m). 

由 定理 6.1.2 可 知 , G = (a,b | a^ = b?" = 1, [a,b] =a?" ),n22,m 2 2. KR 
H = (b, K = (b). BR, HAG, K AG. 然而 , |HC| 4 |KC|. 因而 这 种 情形 不 可 
能 发 生 . 

情形 2 G2M,(1,1,1)* Cp. 

由 于 |G| = ((G/N)| =p BN < G', 3k |G'| 2 p?. 由 引 理 11.3.6 和 定理 11.3.7 
可 得 , G AR (3) 或 (4). 

情形 3 Geo (a,b,c| a =b” — c? = 1, [a,b] = 1, [a, c] = br, [b, c] = anb), 

2 


rh uy =1 R v, v ER p 的 平方 非 剩 余 且 u+ 为 模 p 的 平方 非 剩余 . 
令 N = (z), 则 可 设 


G — (a,b,c Ja”? = xt, bP = zÍ c? = z* [a,b] = 2', [a,c] = bY? 2”, 


[b, c] =a b"? g” z? = 1, [z, a] = [z, b] = [m, c] = 1), 


其 中 i,j,k, l,m, n 为 整数 且 其 中 至 少 有 一 个 与 p HH. 
由 Gs < N 可 知 , |G3| <p. 因而 G 亚 交 换 . 由 命题 1.1.9 可 得 


1 = [a, c] = [a, c?[a, c, (2) = fa, d? =o". 
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因而 , b?° = 1. 
HF e e Z(G) H exp(G3) < p, 故 


1 = [b, c?] = [b,c]? fb, c, c]  — fb, qP = a”. 
因此 a” = 1. 由 
[a?, b] = [a, b]?[a, b, a] 8? = [a, bl? = 1 
和 
[a”, c] = [a, c?[a, c, a] = b,a] = 1 

可 得 , a? € Z(G). 同 理 可 得 , 如 e Z(G). Am, @ < Z(G) HG’ S C3. 

假设 cP = 1. BR, (a) AG H (c) AG. 由 于 G's Z(G), W 

(a)? (a, [a, b], la, c) (ce)? = (es [a, c]; [b, c]. 


从 而 (aS = »* E. |(c)°| = p, 7778. 因而 , P #1. 
此 时 , 可 设 
G —(a,b,c | a” — w^ = c = 1, [a,b] = è, [a,c] = bnc, 
[b.e] = a? p Pene. [pP] — [69,0] = 1). 
显然 c(G) =2 H exp(G’) =p. 
下 证 : 存在 G 的 子 群 H 同 构 于 M,(2, 2) 或 Cp x Cp. 
设 x =ac',y = bc, Wl 
[z, y] =[ac’, be] 
= qa Pp u-iw)p o(l+jm—in)p 
= (act) iP (bc Uu up oli? —us* +wij—nitmj +p 


E" TS ;2 4,42 "EE ; 
—g ipy(ju iw)p oli uj“ +wij ni+mj+l)p. 


由 引 理 11.5.10 可 知 , FE i/, j' 1818 i? — uj"? + wi j' —ni' 4-mj' +l = 0 (mod p). 
4 a! 2 ac ,y =b H H = (x,y =y — 1, [z^ y] = 7 Py? p), 


易 见 ， H S M, (2, 2) 或 Cy x Ga. 


# HaG, 由 于 |G/H| = p, 故 G/H 交换 . 因而 , G' < U(G)N H = (H). 


另 一 方面 , Q (7) = C2, 矛盾 . 因而 , HAG H JHS] > p. 
由 于 |(a)°| = pt, IHS] z |(a)8], 矛盾 . 因此 , 这 种 情形 不 可 能 发 生 . 


反 过 来 , 我 们 证 明定 理 中 所 列 的 群 为 互 不 同 构 的 Ai 群 . 容易 证 明定 理 中 所 列 


的 群 互 不 同 构 . 下 证 它们 是 Al F. 
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由 [28] 中 的 定理 112.3、 定 理 12.4 和 引 理 11.5.9 可 知 , 群 (1) 和 (2) 为 Al 群 . 
设 G 是 群 (3) 或 (4), BR |G'| =p? H. Z(G) = G' = (a?,b?). RH AG 的 任意 非 
正规 子 群 . 

# HNG 4 1, MENCI =p. € N — H(1G', WI G = G/N =M,(1,1,1)* 
C» HAAG. 由 定理 11.1.7 可 知 , G 的 非 正规 子 群 均 为 Wr. 因此 [H^| = | 五 5| = 
p. PUA, HF| = p? 

# HNG =1, W H (10:1(G) 2 1 H H ZH. F exo(H) = p?, WU H ANUL(G) z 
1, FE. All, exp(H) = p B. H € (G) = (aP,t^,c). HMA H = (h), 其 中 
h = a/Pb)?c. ERR [a, h] = Ja, c], [b, h] = [b,c]. Alt G < (hE B. (h)8 = (h)G' = HS. 
所 以 , | 五 <| = p*. 口 

定理 11.5.12 设 G 为 有 限 2 群 . 则 G@G 是 Al 和 群 当 且 仅 当 @ 同 构 于 下 列 互 不 
同 构 的 群 之 一 . 

(1) Mo(n,m),n > m; 

(2) G= (a,b,c | a2” =b? = c? = 1, [b; c] = a?" , [a,b] = [a,c] = 1) & Dg * Con; 

(3) G = la bgd | at = 6 = le b] = ae = d? = a lad] = a^ lac = 
(a, d] = [b,c] = [b, d] = 1) = Qs * Dg; 

(4) G = (a,b,c | a* = 1,0? = a?, [a,b] = a?,c* = 1, [e,a] = fe, b] = 1) t Qa x Ca; 

(5) G A 2^ 阶 极 大 类 2 群 ; 

(6) G=(a,b| a =b = 1, [a,b] = a-*), 2 3 

(7) G = (a,b | a?” = bt = 1, [a,b] = a-2+2"*), n > 3; 
(8) G= (a,b,e | at = 0* = 2 — 1, [a,b] = ag] = 9^, [b.c] — aby 
(9) G — (abel at =b 2 1,c? — b^, [a,b] — 1, [a,c] = 6, [bc] =a"); 

(10) @= (a,0,e,d | a$— 05 —1,c* = a7, d* =a’, [a 0] = 0", e, d] - 27d", [a.c] — 
[b, d] — 1, [b,c] = [a, d] = °); 

(11) G= (a, b,e | t= mo = 1, a, 0] =e", [e.a] = be’, fe, B] = a" b^, [c*, a] = 
[c?, b] = 1). 

证 明 G ÆA HF, M IG] 作 归 纳 . 

车 |G'| =p, 由 [28] 中 的 定理 112.3. 定理 112.4 和 引 理 11.5.9 可 得 群 (1) 一 (4). 
下 设 |G'| >p’. 

由 引 理 11.1.2 可 知 , 存在 G' 的 极 大 子 群 K 使 得 K 2G H G/K 不 是 Dedekind 
群 . KN AGT OK 的 G 的 p 阶 正规 子 群 , 则 N « Z(G). 令 G= G/N. 由 引 理 
11.5.1 可 知 , G 为 Al 群 . 因而 , G 同 构 于 定理 中 所 列 的 群 之 一 . 类 似 于 定理 11.5.11, 
对 G 分 情况 作 扩张 即 得 定理 中 的 群 . 细节 略 去 . 

反 过 来 , 我 们 证 明定 理 中 所 列 的 群 互 不 同 构 且 均 为 Al 群 . 
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通过 比较 导 群 的 阶 、 AE po C, SARS G 的 型 不 变量 可 知 , 定理 中 所 列 的 
群 互 不 同 构 . FER (1) 一 (11) 均 为 Al E. 

由 [28] 中 的 定理 112.3、 定 理 112.4 和 引 理 11.5.9 PJAN, HE (1) 一 (4) 为 Al E. 

35 G 为 群 (5), (6) 或 (7), W G 有 交换 极 大 子 群 4 使 得 4 的 每 个 子 群 在 G 中 
正规 . 设 五 为 G 的 任 一 非 正 规 子 群 , 则 存在 he H\A. 断言 (h)S 为 G 的 极 大 子 
群 : Rh=br, 其 中 xz € A. 由 于 (fa, A]) = lla, bl) = (a?) < (h)8, h? = (bx)? = b? BH 
ba? ^. dU? e (h)8. ME (G) < (h)8. H h gala) TA, (hE = (h)B(G) 为 
G 的 极 大 子 群 . 因此 HS = (h)8. MG 是 Al 群 . 

设 G AF (8), HA G 的 任 一 非 正规 子 群 . 显然 2(G) = G' = (a,b). 考虑 
HANG. 下 证 |H¢| = 8. 

E HAC £1, B [H()G'| 22. $ N — HAC, WG=G/N € Ds +C, H 
HAG. 由 定理 11.1.7 可 知 , G 是 Ai REB. [H^| = [HO| = 4. 因此 , |H6| = 8. 

3$ HNC =1, W HNUL(G) =1. # exp(H) = 4, M) H ()O1(G) z 1, FA. 
因此 , exp(H) = 2, H < (G) = (a?,b?, c) H H9 < Q1(G). HF HNG =1, & 
存在 he H EG h= a?ib?ic. BIR [ah] = [a,c], [bh] = [b,c]. 因此 G' < (he H 
(h)8 = (h)G' = Qa (G) < H9. 因而 Q1(G) = H9. 从 而 |H9| = 8. 

3 G AR (9) R (10), 五 为 G 的 任 一 非 正 规 子 群 . 显然 , Z(G) = G' = (G) = 
(a?,b?), 由 定理 11.2.1 可 知 , H 为 4 阶 循环 群 . 因而 HS = HG’ H |HS| = 8. 

设 G 为 群 (11), W Z(G) = G' = Q1(G) = (a,b,c). FA [246] 中 的 定理 
5.2 可 知 , G 为 无 交换 极 大 子 群 的 A EE. 因此 G 的 每 个 极 大 子 群 M 均 内 交换 且 
(G) = B(M) EF G 的 任 一 二 极 大 子 群 . 因而 G 的 每 个 二 极 大 子 群 正规 , KH 
为 G 的 任 一 非 正规 子 群 , 则 |H| < 22 H exp(H) = 4. Alt, H 交换 且 ASC, 或 
C4 x Co. FER H AH) 4 Br h, D) H = (AH (G^) B. H8 = (h)8(H (1G). 计算 可 
知 , (h)8 = (h)G'. 因而 , HS = (h)G' B. |HO| = 24. 口 

设 GH p" WAE Dedekind 群 , # H WG 的 非 正规 子 群 , 则 p? < |HS| < pt, 
即 1 < |A(G)| < n 一 2. 一 个 自然 的 问题 是 : 任意 给 定 ke {1,2,---,n-2}, 是 否 
存在 p" Brat G 使 得 |A(G)| =k? 下 面 的 例子 告诉 我 们 答案 是 肯定 的 . 也 就 是 说 ， 
|A(G)| 可 以 为 任意 正 整数 . 

例 11.5.13 3 G & M, (n — k, 1) x C871. 则 |A(G)| = k. 

证 明 ”不 妨 设 G = (a beu cea | ap" * =P = 1, (a, b] = aP" ^ .[a, c] = 
[c] = [c cj] = 1. W G Apr HR. FAA G 的 阶 > p WR, nu 
H(\(a) 41. BF G = (a  )«H,tk HaG. 因而 G 的 非 正规 子 群 的 阶 <p. 

4 Ho = (b, Hi = (be) Hia = (56, cb_i) 由 于 [a,b] g Hi, 故 
Hi Å G, i —0,1,---,k—1. 显然, |H;| = p+ H |H£| = |H;G'| = pt, 其 中 
i20,1,-,k— 1. 因此 A(G) = {p,p = , p***), BE |A(G)| =k. 口 
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设 G 是 有 限 群 , H 是 G 的 子 群 . 明显 地 , H 4 G 当 且 仅 当 HS = H. 于 是 
正规 闭 包 作为 子 群 正规 程度 的 一 个 度量 , 在 研究 有 限 群 的 结构 中 起 着 重要 作用 . 例 
如 , Janko) 分 类 了 每 个 非 正规 子 群 五 的 正规 闭 包 在 G 中 指数 为 p HI p G, 即 
IG: HS| = p 的 p 群 . 进一步 地 , 张 军 强 等 [260] 分 类 了 G/HS 循环 的 p 群 G. 有 
趣 的 是 , 这 样 的 p 群 恰 是 Janko 在 文献 [96] 分 类 的 一 类 群 ， 郭 秀云 等 284 研究 了 
每 个 非 正 规 循 环 子 群 H 的 正规 闭 包 在 G 中 指数 为 p" W p St G, 特别 是 , 分 类 了 
IG :HS| < p? 的 p 群 . 张 军 强 等 R61] 研究 了 G/HOC 交换 的 了 R G( 称 之 为 Ca 8E) 
并 在 某 种 条 件 下 给 出 了 其 分 类 . BEZ 研究 了 每 个 非 正规 子 群 H 的 正规 闭 包 
H9 = HG' 的 p 群 ( 称 为 Ns E). 显然 Ns 群 恰 为 C。 BE. 文献 [141], [261], [284] 分 
别 独立 地 、 从 不 同 角 度 出 发 对 C。 群 进行 了 研究 . 本 节 介 绍 该 方面 的 有 关 结 果 . 

X G 是 有 限 pb 群 . 称 G 为 Ce 群 , AN G 的 每 个 非 正规 子 群 H WA G/HS 
循环 . 称 GA Ca HE, 若 对 G 的 每 个 非 正 规 子 群 H 3 G/HO9 交换 . 注意 到 pt 阶 
群 均 是 C, HE. C, 群 的 商 群 也 是 C, E. 

首先 我 们 给 出 Co 群 的 某 些 等 价 条 件 及 分 类 . 

定理 11.6.1 P6) 设 G 是 一 个 非 Dedekind p #. 则 下 列 条 件 等 价 . 

(1) 对 G 的 任意 极 小 非 正规 子 群 LAA G/LS 循环 ; 

(2) 对 G 的 任意 非 正规 子 群 H 都 有 G/HS 循环 ; 

(3) €(G) 的 任意 子 群 都 在 G 中 正规 且 d(G) = 2; 

(4) G 的 任意 给 定 的 一 个 非 正规 子 群 都 包含 于 唯一 的 一 个 极 大 子 群 中 . 

证 明  (1)2(2): E H Æ G 的 一 个 非 正规 子 群 . 则 存在 G 的 一 个 极 小 非 正规 
THE LES L«H. 由 假设 G/LS 循环 . 由 LS « H9 可 得 G/HS 循环 . 于 是 (2) 
成 立 . 

(2)>(3): € K < (G). 则 KS < e(G). 因为 G 非 循环 , 所 以 G/B(G) 非 循 环 . 
从 而 G/K° 非 循环 . 那么 K AG. 于 是 O(G) 的 所 有 子 群 都 在 G 中 正规 . 假设 L 是 
G 的 一 个 极 小 非 正 规 子 群 . 由 引 理 11.1.1 得 L 循环 . > L= (a). 因为 LS < LG 
E G/LS 循环 , 所 以 G/LG' 循环 . 令 G/LG' = (b). 则 G = (a,b, G’) = (a,b). 于 是 
d(G) = 2. 结论 (3) 成 立 . 

(3) (4: $ M, 和 M; 是 G 的 两 个 不 同 的 极 大 子 群 ， 由 d(G) = 2 可 得 
Mı NM = (G). MR H < MNM: = 9(G), MA AAG. 于 是 结论 (4) 成 立 . 

(4) >(1): 设 工 是 G 的 一 个 极 小 非 正规 子 群 . BAL ASF G 的 一 个 唯一 的 
极 大 子 群 中 . 从 而 LO(G) 包含 于 G 的 一 个 唯一 的 极 大 子 群 中 . 注意 到 G/L9(G) 初 
等 交换 . 由 对 应 定理 , G/LO(G) 的 阶 为 p. 令 G/L9(G)— (a). 则 G = (a, L,9(G)) = 
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(a, L) = (a)LS., 于 是 G/LS = (a). 结论 (1) RA. m 

由 定理 11.6.1 可 知 , Janko 在 文献 [96] 中 所 分 类 的 群 就 是 C. HE. 张 军 强 等 在 
文献 [260] 对 C. 群 的 分 类 给 出 了 一 个 独立 的 证 明 . 下 面 仅 列 出 分 类 结果 , 证 明 过 程 
KE. 

定理 11.6.2 ([260]) ik G AARp 群 且 至 少 有 一 个 非 正 规 子 群 . 则 G X C. 
群 当 且 仅 当 G 是 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(I) M,(n,m) X M,(n, m, 1). 

(I) Br > 2* 的 极 大 类 2 RE. 

(II) 阶 为 2"+? EER, n 2 3: 

(II 3) (a,b,c |a?" = P = 1, [a,b] = e = a, [ea] = 1, [e,6] = 67) 

(II-2) (a,b,c | a?" = 1,0? = a2" *, [a,b] =c,c? = a^*,[c, a] = 1, [c, b] = c2); 

(Il-3) {a,b,c | a =b = 1, fa, m 6,6 = a“, [ea] = 1, [e 8] =}. 

(IN) 阶 为 2"+2 亚 循 环 群 ,n 之 3: 

(IV-1) (a,b | a?" = &* = 1, [a,b] = a-?); 

(IV-2) (a,b | a?" = bt = 1, [a,b] = a-?*?" >). 

TANE C, 群 的 有 关 结 果 . 对 于 Ca 群 首先 有 下 列 等 价 命题 . 

引 理 11.6.3 ([261]) 设 G 是 一 个 非 Dedekind p 3f. 那么 下 列 条 件 等 价 . 

(1) 对 G 的 任意 极 小 非 正规 子 群 L 都 有 G/LO 交换 ; 

(2) 对 G 的 任意 非 正规 子 群 H AA G/HO9 交换 ; 

(3) 对 G 的 任意 非 正规 子 群 是 都 有 HS = HG'; 

(4) 对 G 的 任意 正规 子 群 KK 有 G < K XK 的 所 有 子 群 在 G PEM, 

WEBB 设 五 是 G 的 一 个 非 正规 子 群 , K 是 G 的 一 个 正规 子 群 . 

(1) 2(2: FE L< H ER LÆ G 的 一 个 极 小 非 正规 子 群 . 由 假设 得 G/L 
交换 . 从 而 G/HS 交换 . 

(2) 2-(3): 因为 G/HC 交换 ,所 以 G' < HO. 从 而 HG’ < H9. 注意 到 HG' 4G. 
于 是 H9 = HG'. 

(3) 2(4): 如 果 存 在 N < K 使 得 4 G, WG’ <NE « K. 从 而 (4) RX. 

(4) 2(1): 设 工 是 G 的 一 个 极 小 非 正 规 子 群 , WL « L8 SG. 从 而 G' « L8. 
于 是 G/LS 交换 . 口 

赵 立 博 等 284] 研究 了 每 个 非 正规 循环 子 群 H 的 正规 闭 包 在 G 中 指数 为 p" 
的 pb 群 G. 他 们 记 这 样 的 p EA Co") SE. 特别 是 , 分 类 了 C) RE. 容易 看 出 ， 
C(p") 群 的 商 群 是 CY) 群 . 由 引 理 11.6.3 可 知 , C(p?) 群 是 Ca 群 . 

引 理 11.6.4 ([284]) 设 G XE Dedekind p #, p > 2. # G 是 一 个 Co E, Ri 

(1) # G' 循环 , 则 |G'| =p; 

(2) 若 G' 的 每 个 循环 子 群 在 G PEM, 则 exp(G^) =p HG’ < Z(G). 
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证 明 (1) 因为 G' 循环 , 故 G 正则 . 从 而 存在 a 和 6b 使 得 [a,b] = c, (a) Nle) =1 
AG’ = (c). Æ ola) =p, 由 


1 = [a*, 6| = ab] lab, aj) la, b, a, a] (5) m ep kp) 
HH c? = 1. £ ola) > p? H o(c) > p, W 
(a?) AG H (a^)8 = (a^, [a", G]) € (aP, c?) = (a?) (G^). 


于 是 
G' = G'(i(a?)? < (G' 站 (oz)) 亚 (G )， 
从 而 G' < (az). 这 与 (a?) AG 矛盾 . 故 |G'| =p. 

(2) 因为 G' Æ Dedekind p 8f, 故 G' 交换 . 4 G' = x; U 其 中 Ui 循环 ， 
i-1,2,-..,s 9 Tj = xizjUi. WI (G/T;) 非 交换 且 (G/T;)! 循环 . 由 (1) 得 
|(G/T;)'| =p. 于 是 exp(G') =p E [G,G'] < Ni- T; = 1. Alt G' < Z(G). 口 

定理 11.6.5 261] 3& G 是 一 个 有 限 非 Dedekind p 群 , HP p 52. € G X C, 
Z$, N 
(1) G' 有 一 Uem M 使 得 M < Z(G) E M 初等 交换 ; 

(2) c(G) < 
(3) G' ici NE 

(4) O1(G) < Z(G). 

证 明 — (1) 由 [247] 中 的 推论 2.2.6 可 得 , G' 有 一 个 极 大 子 群 M 使 得 M AG. 
又 由 引 理 11.6.3(4) 得 , M 的 所 有 子 群 都 在 G 中 正规 . 因为 p > 2, 故 M 交换 . 不 
gu 

= (di) x --x (ds), o(di) > --- 2 o(d). 
4 G = G/(ds,… ,ds). 注意 到 exp(M) = o(di) = o(di). 车 o(di) = p, W M 初等 
交换 且 M < Z(G). 下 证 o(d) = p. 

车 局 的 所 有 循环 子 群 都 在 G 中 正规 , 由 引 理 11.6.4(2) A exp(@) = p. F 
是 o(di) = p. 结论 成 立 . 

车 存在 G 的 循环 子 群 互 使 得 互 在 局 中 不 正规 , 令 互 = (a), WG = (M, z) 
A(z) «G. BA M = (di), AA IG : (d) = 2 H (d) 3G. 
车 [(z),G] < (h), WU ((2),G] s aG). 故 (@) = (z)(2,G] < ( 
是 一 个 Cu 群 . 从 而 局 < (z) < (8), 矛盾 . yr ga. G) = (di). 5 
得 [z, g] = dy’, 其 中 (p,j) 2 1. 从 而 Gs = (di), Ga < (i?) 且 Gs < (di? ). A 
i? =1 H (d) 3G, 由 命题 1.1.9 可 得 


1 — [2,9] = [z. g]" [2, 9, ae dus = [z, gd," = dtm 
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从 而 oldi) = p. 于 是 结论 成 立 . 

(2) 注意 到 c(G/M) —2 且 M < Z(G), 可 得 (2) WL. 

(3) 因为 M 是 G' 的 极 大 子 群 且 M < Z(G), 故 G' 交换 . 若 Q1(G') < Z(G), 
则 存在 d e G' 使 得 G' = (d) x N, 其 中 N < M « Z(G). 从 而 (G/N) 循环 . 由 (1) 
的 证 明 过 程 可 得 o(d) = |(G/N)'| = p. 于 是 G' 初等 交换 . 车 存在 x e Q1(G') 使 得 
z ¢ Z(G), Jl] G' = (M, 2x). 从 而 G' 初等 交换 . 

(4) 对 任意 的 a,b € G, 由 (2),(3) 和 命题 1.1.9 可 得 


[a?, b] = [a, b]^[a, b, a) = 1. 


从 而 a? € Z(G). 于 是 U1(G) < Z(G). 口 

吕 恒 等 在 文献 [141] 中 也 得 到 了 定理 11.6.5 中 的 结论 (2) 一 (4), 这 里 给 出 的 证 
明 采 用 文献 [261] 的 证 明 . 

定理 11.6.6 /261] 设 G 是 有 限 非 Dedekind p 群 , 其 中 p>2. 若 G 是 Cs HA 
c(G) = 3, 则 下 列 结 论 成 立 ， 

(1) & |G| = p, 则 Z(G) 循环 ; 

(2) d(G) < 3; 

(3) # |G] > p®, 则 |Gs| = p. 

证 明 (1) 因为 c(G) = 3, WEE h e G' 使 得 h eg Z(G). 由 定理 11.6.5(3) 可 
得 G' = (M) x (h), 其 中 o(h) =p, M 为 G' 的 初等 交换 极 大 子 群 且 M < Z(G). 于 
是 对 任意 的 ge G 都 有 [h,g] € M < Z(G). 对 任意 的 1 关 z € Z(G), 车 Gs £ (2), 
则 (hz) AG. 由 假设 可 得 h € G' < (hz)8 = (hz, Gs). $ h = (hzyz, HP z € G3 
Hie {0,1,---,p—1}. WA = ziz e ()(|Z(G) = 1. Am i 1. 所 以 
z=! € Gs. FÆ (2) = Ga, 矛盾 . 这 说 明 对 任意 的 ze Z(G) BH Gs < (2). 从 
而 Q1(Z(G)) = Gs. 故 Z(G) 循环 . 

(2) i |Gs| > p?, WEE N < Ga 使 得 |(G/N)a| = p. 从 而 d(G) = d(G/N). 于 
是 只 需要 证 明 , 若 |Gs| =p, W d(G) <3 

X |Gs| = p. 则 由 (1) 可 得 Z(G) 循环 . $ Z(G) = (2). 由 定理 11.6.5(4) n 
Ui(G) < Z(G) H Ga & Ez. 从 而 G/Z(G) 方 次 数 为 p B. |(G/Z(G))| = |(A)| = 
由 定理 10.1.2 可 得 


G/Z(G) = My(1,1,1) * Mp(1, 1, 1) +--+ Mp(1, 1, 1) x Ey. 
+ 
G/Z(G) = (G1, b1) * +--+ * (ās, bs) x (à) x +++ X (&), 


其 中 对 任意 的 ie {1,2,--- s) 都 有 (Gi bi) = M,(1, 1,1) 且 对 任意 的 Je {1,2,--- , t} 
都 有 (G) = p. 车 s > 2, WFE i # j HA (ab) = (laj b) = "wil 因为 
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[ai a5], [ai,b;] € Z(G), 所 以 
lti, [ysb] = los, ety ^5; agbs] = [05,85] “les by] [s, eg] fae, by] = 1. 


从 而 jai h] = 1. 类 似 地 , 可 得 [bih] = 1. 由 i 的 任意 性 可 得 he Z(G), FE. 所 以 
s — 1, Bl G/Z(G) = M,(1,1,1) x Ep. © 


o(ck) = max(o(e1), o(ea), +++ ,o(ct)}. 


E t > 2, WEE LA k fif c? € (c. & c? — c. Wl acg -1HB ac; g Z(G). 
T (cic,*) dé G 的 一 个 p 阶 正规 子 群 . 从 而 


h € G' € (ect *)8 = (ac; *, Kag’), G]) < (eic; ^, G3), 


矛盾 . Feet <1 且 G = (a,b) RË G = (a1, 5,0). 

(3) 假设 |G| > p. Æ |Gs| = pP, 则 由 定理 11.6.5(3) 可 得 Gs S Ep. 于 是 对 任 
意 的 ze Z(G) 都 有 (hz) AG. 从 而 z= c € Ga. 由 zz 的 任意 性 可 得 Z(G) < Gs. 
于 是 Z(G)= Gs. > 


Z(G) = G3 = (£1, £2) = Z(G) = Ej E. G' E (h, 21,22) = Eps. 


从 而 存在 a,b € G 使 得 [a,b] = h. 考虑 G/G3. 由 定理 11.6.5(4) 可 得 , ULG) < 
Z(G) = Ga B. &(G) = G'. 于 是 |G/9(G)| = |G/G'| > p3. 从 而 d(G) > 3. 由 (2) 可 
得 d(G) = 3. 那么 d(G/G3) = 3. 注意 到 |G'/Gs| = p E Ui(G) < Z(G), 可 得 G/Gs 
的 方 次 数 为 p B. ((G/Gs)'| 2 p. 由 定理 10.1.2 可 得 G/G & M,(1,1,1) x Cp. 于 是 
存在 d € G 使 得 G = (a,b, d) H. G/Gs = (a,b) x (d). 从 而 [d,a], [d, b] € G3. 那么 
[d,h] = [d,[a, b]] = 1. 注意 到 d" € Z(G), 可 得 h g (ds = (d, (d, a], [d, b]). 这 意味 
着 (d) IG, 所 以 对 任意 的 ge G 都 有 [d,g] € (d^). AW h g (dh)? < (dh, Gs), 故 
(dh) aG. 从 而 对 任意 的 ge G 都 有 [dh, g] € ((dh)?) = (d^). 由 此 得 [h, g] € (dn). 
于 是 
G3 = [G2,G] = ([h, g] | g € G) < (d?) = Cp. 


矛盾 . 故 |Gs| =p. m 
下 面 的 例子 告诉 我 们 : 存在 p? 阶 的 Ca 群 使 得 c(G) = 3 H |G| = p?. 
例 11.6.7 4-G = (a,b,c | a? =b? = e =1, [4,6] = e [e a] = 979, leb] — ay 
易 得 G 是 一 个 35 阶 的 C。 群 , d(G) = 2 = log, |G'|-1 E G3 = Z(G) = (a3, b?) = Eza. 
定理 11.6.8 ([261]) 设 G 是 一 个 有 限 非 Dedekindp 3£, HP p 5 2. £G X 
一 个 Cs 群 且 c(G) = 2, RI &(G) < Z(G) B d(G) > log, |G. 
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证 明 ”由 定理 11.6.5(4) 可 得 01(G) < Z(G). 因为 c(G) = 2, W G < Z(G). 
从 而 B(G) < Z(G). 3€ H = (h) 是 G 的 一 个 循环 非 正规 子 群 . 因为 8(G) < Z(G), 
Hh gala). 令 d(G) =t+1H G=(h,ai,az,… ,at). 因为 G 是 一 个 C, RE, dx 


G' < H? = (h, |h, g]]g € G) = (h, [h, m], , [h, ae). 
由 定理 11.6.5(3) 可 得 exp(G’) = p. 从 而 
IG"| < |i ((, [hy a3], ++ ,[h, ae]))| < pt? =p. 


于 是 d(G) > log, |G"|. 口 
定理 11.6.9 ([261]) 假设 G 是 一 个 非 Dedekind 的 C, 群 且 c(G) = 2, d(G) = 
log,|G'|, 其 中 p> 2. MAE G 的 一 个 极 小 生成 系 {01,02 aa} 使 得 


prL L P? Pt n 
a =a -—:-—ag Fl, 


且 

(1) (ai) AG 且 对 任意 不 同 的 i,j € {1,2,--- d} 都 有 [a5 aj] 1. 

(2) 对 任意 的 ie {1,2,…,d} 都 有 G = (a fai, a1], [ais a2], --- , [06 ad]. 
特别 地 , G' = (al) x (aR?) x x (a) =a (G) S Eps. 

证 明 ”由 定理 11.6.5(3) 可 得 exp(G’) = p. 再 由 [247] 中 的 推论 4.2.2 可 得 G 
为 p 交换 的 . 令 G/G' = (br) x (bo) x … x (ba) 满足 关系 


其 中 mi > mz > > ma l 于 是 G = 全, ,ba). Par =. 对 任意 的 
iz2,28 bi = ia s WEES a= b i — 可 得 中 ”= 1. EB, 
则 通过 令 ai = b, 可 得 a9” =1. 于 是 可 得 G = (a1, 00,--- ,ou) 满足 关系 


uat n2 na 
amr EET eL 


不 失 一 般 性 , n ny >n: > nal. 
首先 证 明 若 (ai)  G, 则 对 任意 的 ie {1,2,--- ,d} 都 有 
G' = (a? ,[ai,a:], [aiaz], , lai, aal), 


且 对 任意 的 了 Ai 都 有 [ai oj] zZ 1. 事实 上 , 因为 G 是 一 个 Ca BE, 所 以 


G' < 94 ((ai)%) = (a? ^ , Jai a1), [ais a2]; , (ai, aa). 
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由 定理 11.6.5(3) 可 得 exp(G') = p. 故 对 任意 的 i 和 j 都 有 o([ai;,aj]) € p. 由 
假设 可 得 G' = O1((ai)°). 于 是 对 任意 的 jAi 都 有 [ai,aj] 7 1. 

下 面 证 明 对 任意 的 i 都 有 (ai) zi G. 若 否 , WEE i 使 得 (ai) aG. 于 是 对 任 
意 的 je {1,2,… ,d} 都 有 [ai,aj] € (a? ). 4 t 是 使 得 ana) z 1 的 最 大 值 . 则 
[ai a5] € ({ai, ae]). 4 [ai, a5] = [0;, 01] 75, 1 e y SE 1, 则 

[ai aiaf'] = [ai 02077] = --- = [84,01-1a; ^ ^] = 1. 
从 而 (asat) IG, 其 中 s € {1,2,--- ,t 一 1}. 对 任意 两 个 不 同 的 81,52 € {1,2, ,一 
1), 因为 G 是 p 交换 的 且 o(a4) < min{o(as,), o(as,)}, W (asa) ((as,a; 7) = 1. 
于 是 
[as a? , a5, 7^] € (as, ag" )( ass ar^) = 1. 
类 似 可 得 对 任意 sı € (1,2, ,t 一 1} 和 两 个 不 同 的 53,54 € {t+1,t+2,---,d} 都 
有 


[as, at^ , asa] = [855 sq] =f 


因为 
G = (a1,02,::: , a4) 三 (aiatlya2az1 at 10; at yaQd) 
E e(G) = 2, 由 此 可 得 
G'- ([a1a?" , at], uiis , [4-107 , at], [0441,04], 7 -- , [aa a1]). 
注意 到 exp(G’) = p, 可 得 |G'| < pt. 与 假设 矛盾 . 口 


命题 11.6.10 091]. 设 开 是 Co 群 且 满足 c( 开 ) —2 F |K'| = p^, H 是 阶 为 
p" 的 初等 交换 群 . RJ G — K xH AC, 8f, LHR d(G) >m+n Fo |G| = p". 

证 明 令 工 = (a) 是 G 的 一 个 循环 子 群 . 则 a= zz, PreK Aze d. 
注意 到 对 任意 的 ge G 和 (x?) = ((zz)?) 都 有 [zz,9] = [z,g]. 由 此 可 得 (a) 2G 当 
BMS (z) 2K, E LAG, W (z) AK. AA K EC MK’ < (x)* = (zx,[(z),K]). 
注意 到 c(K) = 2. 于 是 K' < Z(K) Rx e K'. 从 而 


G' = K' < (a®)[(x), K] = ((z2)°) (zz), G] < (29. 


于 是 G 是 一 个 Ca #. 口 
命题 11.6.10 告诉 我 们 , 存在 生成 元 的 个 数 和 导 群 的 阶 均 任意 大 的 C, 8E. 
下 面 分 类 一 类 特殊 的 Ca f, 即 C(p?) 群 . 很 清楚 , 阶 < pt 的 p 群 都 是 C(p?) 
ER. 因而 可 设 C(p?) 群 的 阶 2 p^. 车 C(p?) 群 的 阶 为 p5, 利用 p^(p > 5) 阶 群 的 分 
361270] 以 及 Magmal97 对 小 群 库 中 的 3° 阶 群 检 验 即 得 所 有 的 C(p?) E, 参看 [284] 
中 的 定理 2.4. Fi C(p?) 群 的 阶 > ps. 
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定理 11.6.11 ([284]) iX G XE Dedekind 的 C(p?) Æ, p > 2 且 其 阶 至 少 为 
pê. 则 G & (a,b | a? =b = 1, [a,b] =a") & (a,b,c | a” = b? = c = 1, [a,c] = 
a”, [b,c] = b, [a,b] = 1). 

WEB] ”首先 , 我 们 分 类 ps 阶 的 非 Dedekind 的 C(p?) 8E G. A d(G) < 3. E 
G = (a,b) H |G'| = p*, W |G/N| =p? E (G/N) = P, BPN «G'(1Z(G) H 
IN| =p. 由 [284] 中 的 定理 2.4 可 知 , G/N 同 构 于 [284] 中 的 定理 2.4 的 群 (8) 一 (14) 
或 (24) 一 (30). 这 些 群 均 有 |(G/N)s| = p?, 从 而 |G3| = p?. 这 与 定理 11.6.6(3) FE. 
于 是 |G'| < p? 且 由 假设 可 知 , G' 的 每 个 循环 子 群 在 G 中 正规 . 由 引 理 11.6.4(2) 可 
知 , c(G) = 2 H. exp(G’) = p. # d(G) = 2, W |G'| 2 p. 又 由 定理 1.7.7 TH, GA 
交换 . 再 由 定理 1.7.10 可 得 , G = (a,b | a” =b” = 1, [a,b] =a”). 

设 d(G) = 3. 则 |G'| < p3， 由 引 理 11.6.4(2) 可 得 , exp(G’) = p H e(G) = 2. 
因而 G EN. 不 妨 设 G = (a,b,c), 其 中 abc 是 G 的 某 个 唯一 性 基底 且 满 足 
o(a) > o(b) > o(c). 

车 G S Cp 由 于 对 G 的 每 个 非 正 规 循 环 子 群 H 均 有 HS = HG, 故 由 假设 
可 得 , Wr < p? 的 循环 子 群 在 G 中 正规 ， 从 而 exp(G) 2 p^. 47 exp(G) = pt, W 
(a,b,c) 是 G 的 一 组 唯一 性 基底 且 满 足 ola) = pt 和 o(b) = olc) =p. 而 (b) 和 (o) 
的 正规 性 隐 含 着 G 交换 , 矛盾 . 清楚 地 , exp(G) < p^. 于 是 exp(G) = p?. 在 这 种 情 
ÉF, (a,b,c) 是 G 的 一 组 唯一 性 基底 且 满 足 ola) = p3,o(b) = p? 和 o(c) = p. 
Ace Z(G) BH (b IG, HG’ & C, WA, [a,b] = 0, 其 中 (ip) = 1. 由 此 可 得 
[a?b, a] ¢ (aPb), 这 与 (azb) IG 矛盾 . 

E G' = C$, W a,b,c 中 任何 一 个 的 阶 不 是 p. SEE, 不 妨 设 ola) = p H 
(a) 3G, Wl] (a) < Z(G), 因而 G' = ({a, b], [a, c], [b, c]) = (fb, c]), FE. 若 o(a) =p A 
(a) £ G, W p? > |G/(a)9| = |G/(a, [a, b], la, c])| = 到 ,又 一 个 矛盾 . 于 是 

o(a) —-o(b —-o(c) p? 且 Ui(G) 2 G' = (G) = Z(G) € C3. 
由 ps 阶 群 的 分 类 95] 可 知 , G 是 下 列 群 之 一 . 

(A) (a,b, c | a? =b” = cP” = 1, [a,b] = c?, [b c] = t^, [c, a] = a7?) 

(B) (a,b, c | a? =b = eP =1, [a, b] = c?, [b, c] = a?, [c, a] = bP). 

清楚 地 , 对 于 群 (A), (0) AG AG’ Ws. 于 是 群 (A) 不 满足 假设 . 设 G 是 
群 (B). 断言 : 存在 ij eF, E i? + 7? 2 p — 1 (mod p). 事实 上 , > 


S-(?|ieF, ET={1-p- j’ |j € Fy}. 


+1 nos 4H > ; 
则 Isi - r= £77. i p = |F,| < |S| - |T|. AMF i,j € Fy IE i? +j? 2 p-1 


(mod p)， 于 是 存在 满足 条 件 i? + 7? = p—1 (mod p) WTF (ac) A G 使 得 
C$ = G' < Ui(G) (abc)? & C2, FA. 
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现在 我 们 讨论 剩余 的 情况 : c'e cL 显而易见 , G 的 每 个 p 阶 子 群 在 G 中 
正规 ， 由 上 述 的 论证 可 得 , ola) = o(b) = ole) = p?. 因而 可 设 G' = (aP,P). Æ 
(a) $ G, JU p? = |G/(a, t»)| = |G/(a)€| < p?, FE. 于 是 (a) IG H [a,d = a”. 类 
似 地 , (b) IG A [b,c] = b/*. 于 是 [ab] € (a) (yb) = 1. 因为 (ij, p) =1 B (ab) 的 
循环 子 群 在 G 中 正规 , 再 由 [ab,c] = ai?bi? € (ab) 可 得 , i= j (mod p). & k W 
KE ik =1 (mod p) 的 整数 且 cl = c^. 则 G = (a, 6,01) 就 是 定理 中 的 第 二 个 群 . 

最 后 证 明 不 存在 阶 > p^ WE Dedekind 的 C(p?) 群 ， 若 否 , 设 G 是 这 样 的 
群 , 具有 阶 p", n > 7. 若 |C — p, WG 正则 且 阶 < p^-* 的 每 个 子 群 在 G 中 
正规 ， 于 是 存在 wb e G AE G 的 一 组 唯一 性 基底 使 得 o(a) = p',o(b) = p H 
G' = ([a,t]) < (b), HH i>n-3 Bj «3. WE |a ’b)| =p’. 然而 , (a? ^b) AG. 
矛盾 ， 因 而 |G'| >p. $ N 是 G 的 满足 NN < G' 门 Z(G) 的 极 小 正规 子 群 ， 则 
G/N € C(p?), IG/N|=p"! E ((G/N)'| = |G"|/p. 由 上 述 论证 及 归纳 可 知 , 只 需 证 
不 存在 阶 为 p 且 满 足 |G'| p 的 C) 群 . AB, N = (a). W G = G/N 是 定 
理 中 的 群 之 一 . 若 

G = (a,b — V" = 1,[a,0] =a”), 
则 G| = p?. 不 妨 设 or = x. 4 b» — zi. Ml ja, bPa] = z B | (bPa-”)| = p?. 但 
是 (Pai) AG, 这 与 阶 < p? 的 每 个 循环 子 群 在 G 中 正规 矛盾 . 若 
G = (a,b gja” =b” = — 1, [a,0] = 1, [à, c] =a", [b, e] = b”), 
则 |G'| =p. 不 妨 设 a? = x. & c" — zi. Wl fa, Pa] = x B. |(ca-?)| = p. 4 
而 , (Pa?) AG, 这 又 与 阶 为 p 的 每 个 循环 子 群 在 G 中 正规 矛盾 . 口 

定理 11.6.12 ([284]) 设 G 是 非 Dedekind 的 C(p") Æ, p > 2. 若 对 G 的 每 
个 非 循环 正规 子 群 H 4% G' < H9, 则 c(G) < 3, exp(G3) <p E |G| <p”. 

证 明 ”首先 证 明 : exp(Ga) < p E eG) < 3. BSE, 由 引 理 11.6.4(2) 不 
妨 设 G' 有 一 个 循环 子 群 H 使 得 H £4 G. 若 Gs 循环 , 由 [H,G] < Gs 推出 
HS = H(H,G]. # [H,G] < Gs, Bl G3 = Gs N H(H,G] = (G3 QN H)|H,G] = G3) H, 
这 就 有 G3 < H, 从 而 H = H^ 4G, FE. 因而 G3 = [H,G] HEE g e G 使 得 
[H, (g)] = Gs. IA (H, g) EW, KFE a,b € (H, g) 使 得 [a,b] = c AE (a) (c) =1 
E G3 = (c). Æ o(a) = p, Jl] 1 = [a?, b] = c?*, SEP (k, p) = 1, AT exp(Ga) < p. 车 
o(a) > p? EH o(c) > p, W [(a?), (H, g)) = (P) E (a?) AG. & G = G/Gs. 由 假设 可 
知 , G' < (a^,[a^, G]) < (a) (G). 因而 G = G (l(a»)$(G) — G Aar). 由 此 可 
得 (a?) IG, JE. 现在 设 Gs 不 循环 . 由 假设 可 知 , Gs 的 每 个 循环 子 群 在 G HIE 
X. 类 似 于 引 理 11.6.4(2) 的 论证 可 得 , exp(G3) =p H. Gs < Z(G). 

下 证 |G| < p*"*^. E G' 的 每 个 循环 子 群 在 G PER, 由 引 理 11.6.4(2) 可 得 ， 
exp(G’) = p H G' < Z(G). 此 时 存在 a,b € G 使 得 a,b d 9(G), (a,b) ARMA 
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a) $ G. AX exp(G') = p H d(G) < w- 1, & G' < Qi((a)®)= Q (la, Ka), G])), 
从 而 |G'| « p**!. 4 v Æ G' 的 极 大 子 群 且 G = G/V. 断言 : |G| < p?v?. 事实 
E, 显而易见 G 有 一 个 内 交换 子 群 KL 


K = (a1, b1 | ar” = pp” = = l; ae = =a" ") Wed IG| aprte, 


其 中 e > 0, JU 1G/(5.)9| = Q0) = IG|/p^ < p". FÆ m < utl-e # 
n <m, 则 |G) < pet. 4 n>m tt, BF |a  ) —p" Hab! A G, & 
n<wt+l—e. 于 是 也 有 |G| <p? € 


K = (č, b1, č |” =" = 2 =1, [a,b] = &, [4, &] = [4, bi] = 1) 

H |G| =p KP ez 1, MW m<w+l-eHn<wt+i-e. FE |G < pet. 
因而 |G] = |G||V| < p?"*? < p*v**. 现在 可 设 存在 a e G' 使 得 la) 2 G. 于 是 
G' € (a,[(a),G]), 从 而 G' 交换 . AA d(G) < wil, M d(C’) < w^2. 于 是 
IGs| < |Q (G^)| < p"*?. 55—7718, 因为 (G/Gs)' 的 每 个 循环 子 群 在 G/Gs 中 正规 ， 
由 上 述 论证 可 知 , [G/Gs| < paw+2. 由 此 可 得 |G| = |Gs||G/Gs| < p^. 口 

Berkovich[26] 提出 了 如 下 问题 ( 即 该 文献 的 问题 148): 研究 满足 下 列 条 件 的 有 
R p Sf G, 对 于 每 一 个 非 正规 子 群 H WE 


(Ni) exp(H) =exp(H®), (N2) |H°:H| <p, (N3) H? = HC’. 


显然 Dedekind 群 满足 上 述 所 有 的 条 件 . 一 般 说 来 , 一 个 p 群 未 必 满 足 上 面 三 个 条 
件 中 的 一 个 , 虽 恒 等 在 文献 [141] 中 称 满足 条 件 (Ni)( = 1,2 2X 3) I p RE GX Ni 
群 . 该 文献 研究 了 Na BE, 也 研究 了 同时 满足 条 件 (Ni) 一 (Na) WAR p 群 . 有 趣 的 
是 , 他 们 证 明了 : 由 条 件 (Nz) 和 (N3) 可 以 推出 条 件 (Ni), 另 一 方面 , 由 引 理 11.6.3 
可 知 , Na BHAA Ca 群 . 于 是 以 下 这 两 个 概念 不 加 区 别 地 使 用 . 下面 介绍 Na 群 的 
ETAR. 

由 定理 11.6.5 可 看 出 , 对 于 p> 3, Ca 群 (或 者 说 , Ns EE) NET ORAS LAA 
很 强 的 影响 . 然而 对 于 p = 2, 结果 却 不 是 这 样 的 . 

例 11.6.13 设 G 是 极 大 类 2 群 . 则 G X C, 8E. 这 是 因为 极 大 类 2 群 G 一 
定 含 有 一 个 指数 为 2 的 循环 群 (c). A (a) 为 非 正 规 子 群 , 则 ag (c) EG = (a,c). 
由 G/(a)? 循环 有 G < (a)? E la)? = (a)G'. 

引 理 11.6.14 ([141]) 设 G A C, Æ. 则 对 于 任意 aEG 都 有 (az) IG. 

证 明 Wa € G 满足 (a?) d a W (a)l = (a?)G'， BR la) AG. > 
H = (a)? = (a)G'. 于 是 |H/®(H)| > p? B. (a^)? < &(H). HF |(a)G' : (aP)G"| < p, 
Aya. 故 (a?) IG. | 


- 100 - 第 11 章 正规 性 较 强 的 有 限 p HE 


引 理 11.6.15 (141])) RG 是 有 限 2 群 . 若 G X C, HA c(G)=2, MG 不 
能 是 阶 > 2? 的 循环 群 . 

证 明 ”不 妨 设 G' 是 阶 为 4 的 循环 群 . 令 G' = (o), 其 中 |c| = 4. 由 于 c(G) = 2, 
A G' 是 交换 群 . 于 是 存在 wb € G 满足 c = [a b]. 我 们 选择 a, b 满足 c= [a,b] A 
jal 二 | 外 极 小 . 因 [a?, b] = [a,6?] = c? #1, Ma? ¢ (a) N (b) E b? g (a) N (b) 由 引 
理 11.6.14 @ c? € (a) (| (b). FE |a| = 2™ > 2? H |b| = 2^ 2 23. 

(1) £i m=n>4, WH a?" = Æ (a) N (b) 中 的 2 阶 元 知 


m-l m-—1 m-—1 m—2 m-l m-—1 
(ab)? =a” Ww gc =a" b e]. 


从 而 |ab| < 2-1. 显然 [a,ab] = [a,b] = c, 矛盾 于 a, b 的 选取 . 
(2) X m 24. H m» n. 同 理 可 得 


(a2™ "y = a” yr = 1, la?" ^8 2 927 


由 [a, a?" e$ —c 可 得 矛盾 . 

(3) E m = n = 3, W (a) Nb) = (a*) = (9) = (c). A fac, b] = c? B. 
(a2c)? = atc? = 1, W (a2c) AG. 由 lazcl 2 2 &l c leos, 矛盾. 口 

推论 11.6.16 (141])) ik G 是 有 限 2 群 . 若 G 是 Co 和 群 且 cl(G)=2, 则 G' 是 
初等 交换 2 群 . 

证 明 ”假设 G' 不 是 初等 交换 2 群 . 因 c(G) = 2, 故 G < Z(G), BFE NIG 
WE N < G' 使 得 G'/N 为 4 阶 循环 群 . Z G — G/N. WI G J& Ns HE. G 是 4 
阶 循环 群 , 矛盾 于 引 理 11.6.15. 口 

文献 [141] 还 得 到 了 其 他 有 趣 的 结果 , 鉴于 篇 幅 所 限 , 我 们 不 加 证 明 地 列 出 
如 下 . 

定理 11.6.17 ([141]) HG 是 Ns 群 . 若 c(G)>3, 则 

(1) Æ a,b € G i € G= AB = (a,b) B, KP A,B A G 的 正规 子 群 , BNC 
为 G' 的 真子 群 且 B 的 每 个 子 群 都 在 G 中 正规 ; 

(2) 若 G' 是 初等 交换 群 , 则 Q1(2(G)) < G', E. (1) 中 的 子 群 B. 或 者 是 循环 群 ， 
或 者 BE Qs, 其 中 p=2. 

定理 11.6.18 ([141]) RG 既是 No 群 也 是 Na 群 . 

(1) # c(G) 22, RJ |G'| < p?. 更 进一步 , X |G'| = p?, A] p=2,G 是 初等 交换 
2 群 , 且 存在 正规 子 群 N 满足 QY(G/N) = (G/N) 为 4 阶 初等 交换 群 , ELG/N =G 
含有 正规 子 群 W = C4 x C4 和 指数 最 多 为 4 的 正规 亚 循环 群 M, 而 且 G/M 是 初 
等 交换 群 . 

(2) # c(G) 23, 则 c(G) = 3 且 下 列 结论 之 一 成 立 . 


11.7” 非 正规 子 群 的 正规 闭 包 较 小 的 p 群 0d : 


(i) p=3 E 


G = (a,b |a? = b3 la b] — e, le a] = a73, 08 =? = f= [eb] = Y; 


(ii) p = 2, G! = C4 x Co H 


G s (a,b [ a9 = bt = c? = 1, b, a] = e, [e;a] = 87, [b,c] = 1,84 = b?); 


(iii) p = 2, @' = C, E G = H x E, RP H = (a,b | af = ,a = B, aè = 
amt) 5 Qie, A H = (a,b | at = b8 = Æ uL," = bmd, [d,a| = [d] 51, a* =o}, 
E< Z(G) 为 初等 交换 2 群 . 

易 知 定理 11.6.17 和 定理 11.6.18 中 的 群 都 满足 条 件 (M1). 由 于 满足 |G'| <p 
的 p 群 也 满足 条 件 (N1)—(N3), 我 们 可 得 到 下 面 有 趣 的 结论 . 

推论 11.6.19 ([141]) HG AAR p 群 ， 则 由 条 件 (N2) 和 (Ns) 可 得 条 件 
(N1). 
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作为 Dedekind 群 的 另 一 种 推广 , 吕 恒 等 在 文献 [138], (139] 研究 非 正规 子 群 的 
正规 闭 包 较 小 的 有 限 p FE. 为 便于 叙述 , 吕 恒 等 称 有 限 p 群 G 为 BI(p") SE (或 者 
G € BI(p?)), & G 的 任意 循环 子 群 H 满足 |Ho: H| < p", 其 中 m 是 正 整数 . T 
然 , 任何 一 个 有 限 p 群 都 可 看 作为 某 个 BI(zom) 群 . 另 一 方面 , AR Dedekind p 群 
te m =0 的 BI(zm) FE. 文献 [138],[139] 主要 研究 m < 2 的 BI(p") HEX m 2 3 
的 某 些 特殊 的 BI(p") St. 除 此 之 外 , 陈 贵 云 、 吕 恒 与 他 们 的 同事 和 学 生 在 p 群 领 
域 还 获得 了 许多 其 他 丰富 结果 , 见 文献 [136], [137], [140] 一 [143], [249] 一 [251]. 本 节 
主要 介绍 他 们 在 文献 [138], [139] 的 主要 工作 . 

回顾 一 下 , 群 G 的 元 素 a 的 阶 有 时 用 ola) 表示 , 有 时 也 用 |a| 表示 . 本 节 中 用 
la| 表示 a 的 阶 , K;(G) 表示 寡 零 群 的 下 中 心 群 列 的 第 ;项 ， 

11.971 BI(p) 群 


Herzog 等 在 文献 [82] 研究 了 J 群 的 性 质 . PE G RA J Ef (RE G € J), 若 对 
于 G 中 的 每 一 个 元 素 z 都 有 (z) dG 或 者 对 于 任意 ge G\No((z)) 都 有 (2,29) IG. 
易 得 BI(p) 群 一 定 是 J Hf. 但 是 存在 一 个 2 SE G e J 但 是 G ¢ BI(2). 

f| 11.7.1 设 群 G= (a,b | at = 1,0” = 1,a^ = a3b”’, [a,b?] = 1). RJ |G] = 
64, (a Nb) =1. HA GET. 4& € |(a)8 : (a)| 2 4. 因此 G g BI(2). 

然而 , 对 于 p > 3, 有 下 面 结论 成 立 . 

命题 11.7.2 RAT p Æ, p23. 则 GEeJ 当 且 仅 当 G € BI(p). 
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证 了 明 ”我 们 仅 需 要 证 明 :; # G eJ, 则 G e BI(p). 假设 Ge J 且 存 在 元 ze€ G 
使 得 (z) 不 是 G 的 正规 子 群 . 则 由 [82] 中 的 引 理 7 可 知 , (z) 是 (z)® = (2,29) = 
(a, [z,9]) 的 正规 子 群 , 其 中 ge G\No((x)). 又 由 [82] 中 的 定理 13 TA, [z,9] Æ p 
阶 元 . 因此 |l)! : (z)| < p. o 

由 命题 11.7.2, 仅 需 研究 BI(2) 8E. 

引 理 11.7.3 i& G € Bl(p) 且 满 足 exp(G) =p. XJ c(G) <2. 

证 明 ”由 假设 可 知 , 对 任意 a € G 都 有 |(a)s| p. FÆ (a)? < Z(G) A 
a € Z(G), W c(G) <2. " 

引 理 11.7.4 设 群 G = (a,b) 不 是 循环 群 . Æ |(a)® : (a) < p, (98 : (| <p 
且 满 足 (a) NW) — 1, A c(G) <2 E |G"| <p. 

证 明 由 于 G' « (a)? (1(0)^ B. (a)? (1 (| < p?, 仅 需 考虑 (0)? (^1 = 
p^. 因此 (aN OÂ] = p E ON aÂ] = p # lal = p, W (a) (1 (7 = (a), B. 
(a) < (0)9. 因此 G = (b) (a) = (b)°. 但 是 (6)” < (6,G') E G = (b), 5 G 非 循环 
HF. B lal >p, |b] > p. & (ar) = (a) N (b)? RI (br) = (b) (a). 则 (ar), (br) 
分 别 是 (a), (b) 的 p WERTE. WAERT r € G, W |a) : (a) (1(a)*| € p, 
E la): aN la| < p. 因此 (a) 门 (a)” 是 (a) 的 阶 大 于 或 者 等 于 p 的 循环 子 群 . 
进而 可 得 (ai) < (a) Nla) < (a). 这 说 明 (a) 4 G E (a) < Z(G). 类似 可 得 
(b) « Z(G). 

因为 (a NO) = 1, 所 以 (ar) (3) = 1 E WE NOT = (a,b) 是 Z(G) 
的 一 个 阶 为 p? 的 初等 交换 群 , 即 得 G' < (a9 NOF < Z(G). HK eG) < 2, H 
G' = ([a,b])  p 阶 循环 群 . 口 

引 理 11.7.5 34 G € BI(p*). 则 对 任意 aE G 有 |G :Nao((a))| < p* x. 

WEBB 设 [a| = p^. 因为 G 是 BI(p*) 群 , 所 以 |(a)2| < p^^*. 于 是 (a)? 至 多 
存在 

(pt — pn7!/(g^ — p) =p* 1 


个 阶 是 p^ 的 循环 群 . 又 对 任意 ge G 有 (a)? < (a)? 成 立 , M |G : Ne((a))| < p. 
口 
引 理 11.7.6 ik GeBI(2). 则 对 任意 acG 都 满足 aa € Z(G), 其 中 lal = 
2° > 2. 
证 明 ”假设 元 be G 使 得 ab ¢ ba. QTI H = (a,b). WR la) N (b) z 1, 3b 
4 a?" € (a) ()(b). 因此 a=. 车 (a) A) (b) = 1, 由 引 理 11.7.4, 则 可 得 
c(H) =2 B.|H'| 2 2. FÆ [a,b] = [a,b] =1. Ma?” € Z(G). 口 
引 理 11.7.7 i& G = (a,b) € BI(2), MX |a| = 2" > 2* de ||| =2™ « 2^. Hd 
是 使 得 G = (a,b) 的 阶 最 小 的 元 , m (a) N b) 21, c(G) < 2 E |G"| < 2. 
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证 明 ”由 引 理 11.7.4, NERE (a) N (0) = 1. BEB (a) N (0) A. Ra? = 
12" .下 面 分 三 种 情况 讨论 . 

(i) m «n —2. 由 [82] 中 的 推论 15, a^ € Z(G). 则 b» = a?" "b 的 阶 小 于 或 者 
等 于 27-1, 显然 G = (a,b), 与 5 是 选择 的 最 小 阶 元 相 矛 盾 . 

(ii) m — n. 由 [82] 中 的 命题 10, c(G) < 3. 由 Hall-Petrescu 恒等式 ， 


n—1 n—1 n—1 gn-1 9^n—-1..1 2 9n-1 gn—-1. 1 9n-1..9 6 
(ab)? 2a" Ww" d ( )/ c ( X )/ , 


其 中 co € Ko(G),cs € Ka(G). 由 [82] 中 的 命题 12, exp(G’) « 4. 因此 (ab)?" = 1. 
从 而 说 明 |ab| < |b|. 显然 G = (a,b) = (a, ab), 再 与 b 是 选择 的 最 小 阶 元 相 矛 盾 . 

(ii) m — n —1. MR n > 5, RA Ja?b| < |b| H G = (a,b) = (a,a?b). AAF 
E. 因此 我 们 仅 需 要 考虑 n = 4,m = 3. 由 引 理 11.7.5 得 , a? € No((b)). 再 由 [82] 
的 推论 15 得 , b = b. 因此 a? 诱导 出 (b) 的 一 个 阶 小 于 或 者 等 于 2 的 自 同 构 . 又 
由 [82] 中 的 命题 10 得 , (a2, 0?) 是 交换 群 . 因此 存在 整数 使 得 be = po. 于 是 
可 得 (ba?)? = b?*+4*a4 B. (ba?)* = bta = 1. X. G = (a,b) = (a, ba”). BAF. O 

iX G e BI(p). 由 [82] 中 的 命题 10 可 知 , G 是 一 个 J 群 且 c(G) <3. # p 23 
A e(G) = 3, 由 [82] 中 的 命题 21 可 知 , p= 3 H exp(G) = 32. 对 p= 2, 我 们 有 如 
下 定理 . 

定理 11.7.8 设 群 GeBI(2). $ c(G) — 3, N] exp(G) — 4 X, 8. 

证 明 ”显然 仅 需 要 考虑 exp(G) > 4 的 情形 . 

假设 exp(G) 22^ > 8. 设 a eG HF |a| 2 2". $ H = (a,b), 其 中 beG. 又 
假设 是 使 得 H = (a,c) 的 阶 最 小 的 元 . 由 引 理 11.7.7 得 , (a) 站 (ce) 2 1 H |H'| « 2. 
则 |[a, 5| = |a. c]| < 2. 

我 们 断定 [a,b] € Z(G). 仅 需 要 考虑 |[a, b] = |[a, cl] = 2 的 情形 . 3$ |c| = 2, 
W \(c)°| « 4. 由 于 [ac] € (99, [a,c] € Z(G). 设 |c| > 4. 如果 [a,c] € (a) 或 
者 [a,c] € (c), 由 引 理 11.7.6 可 得 , [a,c] € Z(G). XX [a,c] g (a) H [a,c] g (c). 由 
F H thé BI(2) SÉ, 由 引 理 11.7.7 @, [a,c] e Z(H). 因此 (a)" = (a) x ([a,c]) 且 
lo” = (c) x (la, c]). SBR (a)? = (a)" B. (9f = lo)". FHA H = (a)" (o) AG, 
H. (a, cl) = H' 3G. AIA |[a, ¢]| = 2, 所 以 (a, c] € Z(G). 

因此 车 |z| = 2^ 或 者 ly| = 2”, 则 [x,y] € Z(G). 不 妨 设 |z|, |y| < 2". 再 次 用 
Hall-Petrescu 恒等式 可 得 


n-i n—1 n—1 9n-1 9^-1. 1 2 9n-1 Dl 9^-1..9 6 
(az)2 =a” ‘2? d ( )/ È ( X )/ ; 


其 中 c € Ko((a,x)),c3 € Ka((a, a)). 由 [82] 中 的 命题 12, 则 


(az)2" - qm Va E ge 
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这 说 明 |az| = 2". 于 是 可 得 [az,y] € Z(G). 因为 [az,y] = [a, y]? [y]. 故 [ey] € 
Z(G). 因此 G' < Z(G), E c(G) = 3 FAA JB. 故 exp(G) < 8. 
Æ exp(G) = 4, 2842 VG) = G? < Z(G)， 从 而 可 得 c(G) < 2. i 
exp(G) — 8. Oo 
推论 11.7.9 设 群 G 是 非 交换 的 BI(2) Æ. Æ exp(G) > 24, N] c(G) 2 2 HG’ 
是 初等 交换 2 群 . 
11.7.2 BI(p?) 群 (p23) 


3|38 11.7.10 ## G 满足 |G| = p"? HB exp(G) = p", 其 中 m > 3, 则 
IG"| <p’. 

证 明 由 [26] 中 的 定理 74.1, G 是 亚 循 环 p 群 或 |Q1(G)| = p? A exp((G)) = 
p. 车 后 者 成 立 , 取 元 a € G 使 得 jal =p™, WW G = (a)Q1(G). 因此 G < (G), 并 
E |G'| < p’. 

设 G 亚 循环 . 令 R 是 阶 为 p? 的 正规 初等 交换 群 , 并 设 € G 是 p" 阶 元 . Al 
Jy a?" ”中心 化 R, 所 以 (a) NR] = p. 又 (R(a))/R  G/R 的 指数 是 p 的 循环 
FHA G/R 不 是 循环 群 . 因此 存在 元 be GN(R(a)) WE b? € R, BI |b] « p?. X 
G/(R(aP)) 是 阶 为 p? 的 初等 交换 群 , 故 Raz) = e(G), 因此 G = (a,b). 由 于 G 是 
正则 的 , exp((b)%) = p?, 则 由 G' < (b)? 可 得 exp(G') < p?. RG’ 是 循环 群 , tk 
IG'| < p?. 口 

引 理 11.7.11 设 群 GeBI(p*). 则 对 任意 a€G,|G : Ne((a))|<p* E (ar )aG. 

引 理 11.7.12 设 G= (x,y) € BI(p?). € (x)()(y) =1, 则 下 列 结 论 成 立 . 

(1) c(G) < 4. 特别 地 , Æ |x| > |y| > p?, A] c(G) <3. 

(2) |G"| < p? E exp(G") < p’. 

(3) 52(G) < Z(G). 

证 明 3 |z| =p", yl = p”. HF [(2)? : (2)] < p?, W 


Gr) Ca¥) 1/12) 9) = HG) (a¥)| < 129] < p. 


从 而 可 得 |(z) 门 (zz)| > p, B a € (z) (a9). 因此 (27^) = (v) = (27). 
4 H = (z^ y). W (z^)«H. 由 引 理 11.7.11, z^ € No((y)) BE (y) a H. AW 
(z) (y) — 1, MA [z?^,y] 2 1. B. a^ e Z(G). 同 理 , y” e Z(G). 
4 H = (z)^,K = (y)?. WM G' < H()K. 3$ HNE « p, W e(G) « 

Z y| < p, W |K| «p» E HAK < K. 于 是 也 可 得 c(G) < 4. ase 
|z| > p’, ly] > p? 这 种 情况 不 妨 设 m >n > 3. 我 们 将 证 明 c(G) < 3, 从 而 证 明 
结论 (1). 由 G 是 BI’) 群 且 (z) 门 (y) = 1 可 得 |H8N 站 K| < pt. & |H() K| =’, 
Wa" EHAK Hy" eH 站 K， 由 于 已 经 得 到 e” y e Z(G), 因此 
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HNK < Z(G), 这 说 明 (G) < 3， 故 只 考虑 LOK] = pt 这 种 情况 ， 此 时 
oP? ye" — 又 因为 (ec) Vy) = 1, 所 以 HNK = (97 yr y. 令 
A= (a? p" n 由 于 对 任意 m,n > 3 都 有 A < Z(G) 成 立 . $G = G/A. 则 
G= (z,9), ane selene 于 是 

|(z)® : (@)| = |HA/A : (z)A/A| = |H : (2) Al < p- 


同 理 , |(9)° : (g)| < p. 由 引 理 11.7.4 可 得 |G] < p, 进而 |G"| < p°. Æ [G"| < p°, W 
c(G) < 3. # |G'| = p?, Jl] A < G'. X. A< ZG), Sk e(G) < 3. 即 结论 (1) RI (2) 
成 立 . 

É gı = zty € G. 由 Hall-Petrescu 恒等式 可 得 


(ziyi)? = (a*) (yi) apagat, 


其 中 a; € Ki(G), li = (p?)!/(p? — i)til, i = 2,3,4. 4$ p 2 5, W p?|l;. AW exp(G) < 
p^, 所 以 ge = (ziyi)? = rP’ yr” e Z(G). 又 对 任何 g = chty™..-akry™ eg ur 
得 

g^ = (syl ye (7) e Z(G). 

假设 p=3. 下 证 exp(K3(G)) = 

(i) |y| = 3. W K = (vy) 的 阶 小 于 或 者 等 于 33. 因此 K 是 正则 的 且 exp(K) = 
3. X. G' < K, lll] exp(G^) < 3, Bl exp(K3(G)) < 3. 

(ii) |z| = |y| = 32. 则 |H| < 34,|K| < 3*. 因此 |) K| < 33. 3$ |H() K| « 32, 
易 得 exp(K3(G)) 和 3. RK |H(|K| = 33. 此 时 |A| = |K| = 35, |G] = 3° H 
IG'| < |H(| K| = 3°. 车 [G"| < 32, 则 exp(Ka(G)) < 3. 仅 考虑 |G'| = 33. 车 
G' 是 循环 群 , 则 G 是 正则 的 且 由 |z| = y| = 3? 可 得 exp(G) = 32, 矛盾 .因此 
IG/93(G^)| < 33, 进而 K3(G) < Q1(G^), 即 得 exp(Ks(G)) < 3. 

(ii) |z| = 3" > 3° H. |y| = 32. 类 似 地 , 05) "ib = 33. €i exp( H(| K) < 
3, 则 exp(K3(G)) < 3， 因 此 可 设 exp(H(]K) > 3. $ B= Q(H(|)K). AF 

a3" y € B, 则 |B| = 3. 考虑 GG =G/B. ad (2,3), led E 
由 引 理 11.7.4 可 得 [G'| < 3, Bl K3(G) < B, 进而 可 得 exp(K3(G)) < 

(iv) le lul > 3. 由 于 |G'| «3 HB Ks(G) < (za )x " ^» Hit 
exp(K3(G)) < 3. ALA 3?|19, 32/14, 3\l3 H exp(K3(G)) < 3, 所 以 由 Hall-Petrescu 
恒等式 可 得 U2(G) < Z(G). 口 

引 理 11.7.13 设 群 G = (x,y) € BI(p2) 是 非 循环 群 . 其 中 |z| = p", |y| = 
Hm>nhm>3, HRA cG RH G = (ry) EX (7) 门 (1) 2 1, 或 者 
(2) N m) = (D E hn] =p, HP 5-3. 
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WEBB ”对 min 归纳 . S H = (x), K = (y)8. 对 m FI n 的 取 值 分 情况 
讨论 . 

(a) n=2 E (x) N (y) = (y?). 

E p=3, Wy — y 满足 条 件 . 因此 可 设 p>5. $ M = (zr?” y). 此 时 易 得 
|M| <p> E. M 是 正则 的 . 由 题 设 可 知 存在 正 整 数 d 使 得 y? = c7" ^. 进而 由 M 
的 正则 性 可 得 (yo ?"')P —1. 4 yy = yr", WI G = (zy) B (o) fln) — 1. 

(b) m =m= 38; 

下 面 分 两 种 情况 证 明 c(G) < 5, exp(G’) < p? H exp(K3(G)) <p. 

(b1) (x) N (y) = (xP): 此 时 zz € Z(G) E zz = (zyY)?. 因为 G 是 BI(p?) 群 ， 
故 H| < p. H [26] 中 的 定理 74.1 得 , H 是 亚 循环 群 , 或 者 |Q1(H)| = p A 
exp(Q1(H)) = p. 4 H EHA, 则 H 是 正则 群 . 因为 z,zy € H, 故 (z-lzy)p = 1, 
Hi G < H RID exp(G ) =p. 因此 G < (H). 由 五 亚 循 环 可 得 |Qi(H)| < p, 
进而 可 得 c(G) < 3. Æ |Q:01)| = |Q1(K)| = p? E exp(Q1(H)) = exp(Q1(K)) = p, 
4 G-G/Q(H) WW |z| = p B (z) aG. BRG < (2). Ak IG | «p R 
K3(G) < Q1(H). 于 是 exp(G') < p^, exp(K3(G)) < p H c(G) <5. 

(b2) (x) (y) = (w?"): 车 |: (H)| = p? 或 者 |Q1(K)| = p, 利用 (b1) 的 推论 
可 得 exp(G’) < p°, exp(K3(G)) <p E c(G) <5. 下面 再 分 两 种 情况 讨论 . 

(b2.1) H, K 都 是 亚 循环 群 且 H()K 是 循环 群 : 因为 G' < HANK, KG = 
(区 外 ,又 zz € H Hr” = (r° = (zv), 由 五 正则 可 得 [z,y? — 1. 于 是 
IG'| < p? E |Ks(G)| < p, e(G) <3. 

(b2.2) H, K 都 是 亚 循 环 群 且 石门 K 是 非 循环 群 : 由 于 p > 3, |UHAK)| 2 
pP’, WW o(H) = Qux) = ». Bt nt) = = 1 (H()K) = (K). $ G = 
G/%(H). RI G = (2,9), (x) (19) =1 E (a)? : (2) < »,I9)^ : (W|I <p. 故 由 引 
BE 11.7.4 可 得 |G| < p, B. K3(G) < (H). 因此 exp(G^) < p?, exp(Ka(G)) < p, 
E e(G) < 4. 

又 由 于 (x) Ny) = (yP) R (P), Bear? = y, Hl <k<p-1. 因为 
c(G) < 5, FH Hall-Petrescu 恒等式 可 得 


(zy-*)"" Lg ty m da ey ty CDS. 
其 中 c; € Ki(G) H pinz, plns, pina, plns. 于 是 (zy)? = 1. 4 yo = sy, WU 
G = (z,yo) E |yo| < p’. 由 (a), 则 存在 元 y 使 得 G= (2,1) E (z) 门 (y1) = 1, E 
(x) 161) = (yt) E |i] = 9. 
(c) m —n24. 


下 面 分 两 种 情况 讨论 . 
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(cl) (2?*) < (x) N (v): 此 时 zr € Z(G) H (2?") aG. & G = G/(a”") = (2,9). 
| =p. 又 由 (b) 可 知 , FE y e G 使 得 G= (2,71) E al <p 
于 是 G = (zy) 且 jy] < lel 令 Go = (z?,y1)， 由 归纳 法 可 知 , 存在 yo 使 得 
= (2?, yo) E (z?) 门 (y2) = 1 BK (yg). 此 时 = 3. 因此 G = (z, Go) = (z,yz) B 
(z) N (y2) = 13k (yo) E |ya] = 9. 

(c2) (x) N (y) = (x? ^): 下 证 exp(G’) < p°, exp(K3(G)) € p?, exp(Ka(G)) < 
pH (G) < 6. 由 [26] 中 的 定理 741, H 是 亚 循环 群 或 者 QH) = p H 
exp(Q1(H)) = p. AE K 是 亚 循环 群 或 者 |Q1(K)| = p? A exp(Q1(K)) =p. 下 面 
再 分 三 种 情形 讨论 . 

(c2.1) Æ |Q1(H)| = p? H exp((3(H)) = p: 令 G= G/Q(H) = (y). 显 
A DNT = 1， 由 引 理 11.7.12 可 知 exp(G) < p. AA |z| = p™ = [F], 
所 以 (四 = HAG. FEC 是 阶 不 超过 p 的 循环 群 。 因 此 可 得 exp(G') < pê, 
exp(K3(G)) < p? H. exp(K4(G)) < p. 又 因为 |G'| < př, 所 以 c(G) < 6. 

(c2.2) H, K 是 亚 循环 群 且 HAK 是 循环 群 : 因为 G' < H(|K, 所 以 G' 是 循 
环 群 , 由 此 可 得 G = (i, y). & G = G/(?" ) = (x, g). 则 (z) Ny) =1. 由 引 
38 11.7.12 可 得 |[r, g]] < p? E |[x,y]| < p’. 因此 exp(G’) < p3, exp(K3(G)) < p’, 
exp(K4(G)) € p B. c(G) < 4. 

(c2.3) H, K 是 亚 循环 群 且 H 门 K 是 非 循环 群 : 由 (b2.2), 可 得 Q5 (H) = Q1(K) 
的 阶 是 p. $ G=G/%(H) = (2,9). A8 KG: (z)| <p, Q^ :qi«» R 
Gig) =1 又 由 引 理 11.7.4 可 知 [G'| < p. 因此 |G| < p?. 此 时 也 得 exp(G') < 
p^, exp(K3(G)) < p°, exp(K4(G)) < p H c(G) < 4. 由 于 存在 正 整 数 1 < p 一 1 使 得 
(z) N (y) = (a^ y), ge” ” , Bi Hall-Petrescu 恒等式 又 得 


VEN 0 mci 9m n2 i3 Na ns Ne 
(zy ) =x? y "d C3 C4 C5 C6", 


= y '? 


其 中 , ci € Ki(G), ni = (p^-3t/(p"-! — i)til, i = 2,3,---,6. AA p > 3, 所 以 
M 23, ,6 时 , plna plni FE (zy) = 1 由 此 可 得 G = (z,zy) B. 
lz| > |zy'|. 由 归纳 法 知 , 存在 y € G 使 得 G= (zi) A(z) A (yi) = 1 BK (y?) E 
lvi|= 9. 

(c3) (£) N (y) = (z?”“): IER k 22. $ G= G/(z?””“) = (z,g). 由 (c2) 可 
得 元 yo € G 使 得 G = (z, yo) 并 且 满足 | 而 | < lgl. 因此 G = (x,yo) 满足 lyol < yl. 
由 归纳 法 存在 元 y WERK. 


(d) m » n2 83. 
& G1 = (zz ",y). 由 归纳 法 存在 使 得 G1 = (77 " yr) B" oy) = 
1 BK (y) E u| = 9. I G = (2, 61) = (zi) 满足 条 件 . D 


定理 11.7.14 34 G € BI(p?). 则 O2(G) < Z(G) E exp(G^) < p?. 
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证 明 首先 UG) < Z(G). W x eG 使 得 |z| = p" > p. 对 任意 y eG, 令 
G1 =(z, 人 办 、 仅 需 证 明 [zz , y] 2 1. Xi (x)f)(y) 21, 由 引 理 11.7.12 可 得 , U2(Gi) < 
2(G1), FE [7 ,y] = [m y? ] = 1. 

(i) lul < 到 ， 由 前 面 讨 论 , 下 面 考虑 |y| = p? E (c) (1(y) = (y?) 的 情形 .者 
m = 3, Wl 2?” € (y^) < Z(Gi). 因此 [1 ,y] 2 1. Wm » 3 BH zo € (2) 使 得 
zb =y. 再 由 引 理 11.7.5 可 得 |(z) : No (())| < p?, 进而 (zo) 正规 化 (y). 因此 
(zo, y] € (yP), BI (zo, y) 的 阶 是 p? BARS 2. > yi=zoy ES y! = chy? — 1 
E Ga = (z,y) = (2, yi). 由 引 理 11.7.12 可 得 , a?" € Z(G). 

(ii) |y| > p?. 不 妨 设 |z| > |y|. 车 存在 y 使 得 Gi (m, y=, y) B (x) N (ms) = 
1, 则 由 引 理 11.7.12 可 得 U2(Gi) < Z(G1). 这 表明 [zz ,如 = [m y^] = 1. 再 由 引 
理 11.7.13 可 知 , 存在 特殊 情况 p = 3, G1 = (2, y) = (r.i). (©) Nm) = 
lui] = 9. 由 (i) 可 得 Ga = (z, yi), 于 是 za € Z(G). 

下 面 证 明 exp(G’) < p°. 

断定 对 任意 z,y € GA Jey < p?. 3 |y < p?, 93 |(y)“| < pt. 假设 
exp((y)) > p°. 车 exp((y)^) = pt, JU (y)^ 是 G 的 循环 子 群 , 即 (y) a G, 矛盾 . 
因此 exp((y)°) = p. 于 是 存在 w € (y) 使 得 |w| = ps， 进 而 说 明 (y)? 是 正则 
群 , BI exp((y)^) = |y| < p?, FE. 因此 exp((y)8) < p?, 即 对 任意 z e G 和 任意 
[zy] e () A lev] < 5. 车 |z| > |y| > p’, & Gi = (my). 由 引 理 11.7.13 可 
Al, 存在 y € G 使 得 G = (m, y) = (i) B (x) m) 21 R (yf) E |y] — 9. & 
(z) N (v1) = 1, 由 引 理 11.7.12 可 得 [[m, y]| & p?. Æ (2) Gi) #1, JU [ui] — 32. 类 
似 地 , |[z, y]| < 32. 

对 任意 a,b e G 且 满 足 lal,|b| < p?, 下面 证 明 exp((a,b) < p^. $ A= 
(a,b), H = (a)",K = (^. 因此 |H|,]K| < p* H |A| < p°. 车 |4| = r, BE 
IH (1K| < p. 于 是 |4'| < p?, |K3(A)| < p E c(A) < 3. 由 Hall-Petrescu 恒等式 
可 得 exp(A) < pP. 不 妨 设 |A| < p^. AF exp(A) > p3, 由 [26] 中 的 定理 74.1 可 得 ， 
A 亚 循环 或 |Q1(4)| = p? E exp(Q1(A)) = p. Zi 4 WHA, 则 A 是 正则 的 .于 
是 exp(A) < p?. Æ |(A)| = p? B. exp(R1(4)) = p. 则 exp(2(A)) < p?. 但 是 
a,b € (A), FE. 因此 exp(A) < p?, 从 而 可 得 exp(G’) < p?. o 

定理 11.7.15 3# G € BI(p?). 则 c(G) « 4. 

证 明 ”显然 仅 需 证 明 : 对 任意 s, y € G WH [my] e ZG). 设 


lr —-»^, lyl=p", H-(x)f9, K= (QÂ. 


2 |H()K|« p’, 则 由 [x,y] e HNK 可 得 [x,y] € Z(G). 
(i) Rm<2Hn< 2. M |H|,|K| < pt E |H',|K'| < p. # y e H, Wu 
[x,y] € A’, 于 是 [x,y] € Z2(G) < Za(G). 类 似 地 , Hee K. 则 |z, y] € Za(G) . X. 
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WrgK,ygH.JU|H()K|« p^, 从 而 也 得 [x,y] € Z(G). 

(i) € m«2Hn23. AA |H| < pt, 只 需要 考虑 |H() K| = ps 这 种 情况 , 即 
H < K. 由 引 理 11.7.10 可 得 |K'| < p. 因此 也 可 得 [x,y] € Za(G). MF m 23 R 
n < 2, 结论 同样 成 立 . 

(iii) X m 23 Hn23. 4$ (z)()(y) =1, WANA < pt. 类 似 地 仅 需 假设 
HANK] = pt. 因此 z^"  e()(]K Ha" CHK. AE y’ eH()K. 由 
定理 11.7.14 可 得 a?" ,yr?” e Z(G). 进而 HNK < Z(G) B [z,y] € Za(G). # 
(x) (y) £1. & Gi = (2, y). 不 妨 设 m > n. 由 引 理 11.7.13 可 知 , 存在 元 y 使 得 
Gi = (z,y) = (zi) E (N (yi) = 1 R (yi) B. |i = 9. (2) (Qi) = 1, 同上 
可 得 Gi < Z(G), 进而 有 [x,y] € Z3(G). 此 时 (x) (v1) z 1, 由 (i), 因为 || =9, 
所 以 也 有 [x,y] € G' < Z(G). 口 

引 理 11.7.16 设 群 Ge BI(p?). 若 存在 元 z,V E€ G 使 得 (7) 门 (y) = 1, 其 中 
|x| =p™ 2 p*, |y| = p” 2 p’, A) [x,y] € Z(G). 

证 明 ”由 定理 11.7.14 可 知 o?" ^, yr” € Z(G). 4 H = (xf, K = (y)8. B 
Al G Æ BI(p?) 8f, HM |H Y) K| < p. € |H() K| < p, JU [x,y] e HNK < Z(G). 
4% IH(0K| = 535, W zz ^, y^" e Z(G) B [my] € HAK < Z(G). 因此 设 
IH (1 K| = pt. # m> 4, 则 由 定理 11.7.14 可 知 a7?" ^ e Z(G). AH y^" ^ € Z(G) 
Ha?" 7, yp” e HAK, & [sy] € HNK < Z(G). 类 似 可 证 , 34 n > 4 时 结论 
也 成 立 . 

&|HOK|-» Hm-n-3. BA (xy) 9 t MIAN) = 到， 于 是 
y? € H. WIE H = (zy2) = (£) (yP) 的 阶 是 p^. MA AK = H(y) 可 知 HK aG 的 
阶 是 p®. 但 是 由 于 |(z)(y)| = |(x)|\(y)| = pf, 于 是 AK = (x)(y). 又 由 [89] FAITH, 
定理 11.5 可 知 , HK 是 亚 循环 群 . 从 而 可 得 exp(HK) = p. 这 表明 (HK) 4G 是 
阶 不 超过 p? 的 循环 群 . 故 [x,y] € (HK)! € Z(G). o 

定理 11.7.17 RA G € BI(p?). M c(G) <3 当 且 仅 当 [02(G),G] < Z(G). 

证 明 “” 仅 需 证 明 充 分 性 . 取 元 zy € G. X |y| < 22( 或 者 || < p?), 则 由 题 
X [x,y] € Z(G). 因此 假设 jz| > |y| > P. OFF Gi = (z,y)， 由 引 理 11.7.13, 
存在 元 y 使 得 Gi = (x,y) B. (x) N m) = 1, RÆ (x) Nu) = (好 ) E nl = 9. 
i | 页 | < p?, 由 题 设 [ry] € Z(G), Bl [zy] € Gi < Z(G). Æ lm| > p, W 
(z) N (y) = 1. 由 引 理 11.7.16, [z, yi] € Z(G), BA [z y] € G1 < Zo(G). M c(G) < 3. 

口 
定理 11.7.18 设 群 GeBI(z2). Æ c(G) = 4, 则 O9(G) HH. 

证 明 ”假设 O2(G) 不 循环 . 仅 需 由 exp(G) = p" > p? 推出 矛盾 即 可 . 

Rare G 使 得 lz| = p" = exp(G). 我 们 将 证 明 对 任意 y € G 满足 [my] € 
Z(G). & Gi = (z,y)， 由 引 理 11.7.13 可 知 , 存在 y € Gi 使 得 G1 = (x,y) 且 
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(x) (11) = 1 E (uy?) Bl] = 32. Æ ml > p, WY (x) (n) = 1. 又 由 引 理 11.7.16 
可 得 [x,y] € Z(G). 于 是 [my] € Z(G). 不 妨 设 |i] < p. 此 时 包含 情况 p = 3, 
(x) 11) = (9) E m| = 32. 断言 : 存在 元 2 e G 使 得 2 ¢ (n). HH, 对 任意 
g € Gi g” e (2). AD |e| = p™ = exp(G), ft g” € (27°), Bl U2(G) = (a^) Æ 
循环 群 , 矛盾 . 4 Go = (a,z). 由 引 理 11.7.13 知 , 存在 z1 € Go 使 得 Go = (2, 21) 
E (2) (a) 213 (22) E la] = 32. 35 lal < p^, 则 由 G, 是 (a)” 的 真子 群 
E Gs € BI(p?) 可 得 |Gs| < p3. 又 由 定理 11.7.14 得 exp(G,) < pP. 3 |G] = p?, 
WW Q1(G5)| 2 p?, Bl. Ka3(Ga) < 21(G,). 因此 exp(K3(G2)) < p. 由 Hall-Petrescu 
恒等式 可 得 (zz1)?” = oP P= sU. FEIER go € Go 都 有 多 e(a) RE, 
这 与 z 的 选择 相 矛 盾 ， 因 此 jal > p, BE (z) 门 (z1) = 1. 又 由 引 理 11.7.16 可 
得 [rz] € Z(G). & a = zay. AW jul < p, 同上 类 似 可 得 jal < p. 于 是 
a" = £y" = X. BERI jal = jal E (z) 门 (a) = 1， 由 引 理 11.7.16 可 得 
[r,a] € Z(G). 因为 [z,a] = [2, zil[z yi]? , 故 [msi] = [m z1] (x, a] € Z2(G), BH 
[x, y] € Z2(G). 

下 面 将 证 明 : 对 任意 21,22 € G 都 有 [1,2] € Z(G), 从 而 得 到 与 题 设 c(G) = 
4 AFE. 若 e| = p" 或 |zz| = p™, 则 [zi1,z2] € Zo(G). 因此 可 设 || < p™ H 
lzg| < p^. 令 G3 = (z,zi). 由 引 理 11.7.13 知 , 存在 zi € Gs 使 得 Ga = (2,24) 
且 (z) 门 (z1) = 1 或 (eB) 满足 |zi| = 9. X (xz) = 1, 由 引 理 11.7.12 得 
IG3| < p°. Æ || = 32, 由 前 面 的 讨论 可 知 |Gs| < 33. 因此 K3(G3) < 21(G4). 再 
由 Hall-Petrescu 恒等式 可 得 


(zz1)?” = zo Qt =P" 
即 |zzi| = p". 于 是 可 得 [zzi,za] € Z(G). HF [z,z2] € Z(G), 故 [1,22] € 
Z(G), FE. o 


11.7.3 BI(22) # 


引 理 11.7.19. i& G = (a,b) € BI(22). 若 (a) N) — 1, 则 下 列 结论 成 立 . 

(1) U2(G) < Z(G); 

(2) |G"| < 2? E exp(G") < 2?. 

证 明 al = 2, |b] = 2^. 由 引 理 11.7.5 可 得 (at) IG H (bt) = (b. 又 
(a) N (b) = 1, FÆ [a*, 0] = 1, B at € Z(G). JÆ bt € Z(G). 

下 面 证 明 (2) 成 立 . 分 如 下 两 种 情况 讨论 . 

(i) n < 2. 此 时 |(b) |<24 且 |G'|<23. 下 证 exp(G') < 22. 3 IG’) = 22. 车 
(a) NC — 1, HF G < (a), JU 2? > |(a)? : (a)| > |(a)G' : (a)| = 23, FE. A 
此 (a)f1G' z 1, Bl a?" © G'. 同 理 , b e G', 这 说 明 对 任意 (a) (00) = 1 BA 
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exp(G') < 22. 对 m < 2 类 似 可 证 . 

(i) m 2 n 2 3. AJ |a) NBF]. BFE < (o (9^, 仅 需 考虑 
|(a)* (1 (9? | < 24 的 情形 因此 wo” e (a)? (1(0^ Bb? e (a)? ner 
= (a7, 7. BRN < Z(G). $ G — G/N. W af : (a| «2 
BF: (b)| « 2. 由 引 理 11.7.4, 区 | < 2, 即 可 得 |G'| < 23 H exp(G^) < 2. 

由 [G' < 23 H exp(G^) < 2? 可 知 UG] « 2 因此 对 任意 r € G 有 
x? € Z(G). 设 gı — a') € G. 由 Hall-Petrescu 恒等式 可 得 


(a‘b’)4 es (a) (p L, 


其 中 c € Ki(G), i 234 HF e = (2) e Z(G), d) = e = 1 e ZO, 
cl) = 04 e Z(G). 因此 of e Z(G). 于 是 对 任意 g = abh -arbi € G, 对 归纳 
可 得 gt e Z(G). o 

引 理 11.7.20 RA G € BI(22). 则 对 任意 ae G 满足 |(a2)? : (a2)| <2. 

证 明 ”不 妨 设 |a| > 4. 由 引 理 11.7.5 WAN, (a*) 3G. 3€ G = G/(a*). W |a| — 4 
B. \(a)°| « 25. BK = (a)7. # [K| < 22, W K = (a), BI (a) 8G. 3 [K| > 2. 则 
K 是 非 循环 . 从 而 可 得 |K : e(K)| > 22, 这 说 明 [Ui (K)| < 4. BR, (@)° < O1(K). 
因此 |(a)° : (a?)| < 2, 进而 得 到 |(a)° : (a?)| < 2. o 

3|38 11.7.21 iX G — (a,b) 是 非 循 环 2 群 且 满 足 (a) Nb) #1, |a| = |d| = 24, 
上 os : (a)| < 2. Æ (09 : (b) < 2, & (09 : (| & 4 E (a?) < (a) (Y (0). RI 
lab| < 23. 

证 明 #& c= [a,b]. KX |(a)? : (a)| <2 且 ce (af, S C? € (a), Bl (2) = e? 
X G 非 循环 , 故 (a) z (b. 下 面 分 三 种 情况 讨论 . 

(1) Ka) N (b)| = 23. 此 时 (a?) = (°) = (a) N (b) < Z(G). 因为 |(a)”: (a)| < 2, 
故 |G/(a?)| < 23, 即 可 得 |(G/(a?))| < 2. X a? € G' xtA. 由 于 
1 = [a?, 5| = [a,b]^[a, t], J| c" = c1, BB (c2) = c7?. 我 们 已 经 证 明了 (P) = e, 
故 |c| < 22. 由 G' 交换 可 得 exp(G’) < 4. ERI |(G/(a?))’| < 2, tk K3(G) < (a?) < 
Z(G), BI c(G) < 3. 

(2) |(a) N (b)| = 22. SW (a) = (W?) = (a) N (b) < Z(G). 同上 可 得 |G/(oz )|< 
25. 由 题 设 24 < |(a)°| < 25. 

车 |(a)°| = 24, W (a)? = (a), Hl a^ = a^, 其 中 (k,2) = 1. AW (a?) = 
(a) N (b) < Z(G), 3X at = (a*)^ = a**. FÆ k=1+4k). 因此 c= [a,b] =a™, BH 
c* =1. 此 时 可 得 G' = (o), 其 阶 小 于 22. 故 c(G) < 3 H exp(G") < 4. 

MB |(a)8| = 25. 显然 (a) 非 循环 . 车 ce (a), I a^ € (a) H (a) = (a)8, F 
JB. 因此 (a)? = (a, c). 因为 ad € (a)? Z(G), 由 定理 1.9.1 得 , (a) & Cos x Co 或 


"39: Bie 正规 性 较 强 的 有 限 p 群 


(a)? = Mo(4,1). 设 (a)° = (a, d), HP d? = 1,a* = d Malt. XX a^ = ald, 其 中 
(2,1) zx. 则 (a^ j^ = al dal d. F ad = a, 则 (a2)? = gi! H (a*)* = qa”, 车 ad — atts, 
则 (a2)* = aldald = a!*' B. (a4)? = a20 = a”, 因此 1 = 12- 4l, h 是 整数 ， 即 可 
得 [a,b] = c = athd, H [a4h,d| = 1 TẸ c^ 2 a^ =1. 易 得 Ina((a)S)| < 23 A 
exp(M2((a)°)) < 4. AX |e] < 4, 故 G = (d |g € G) < (lajf). 由 此 得 |G'| < 23, 
exp(G’) < 4 H c(G) < 4. 

(3) |(a) N )| —2. 此 时 (42) — (a) N (5) < Z(G). 8 G-G/ (7). W (a) = 
1. 由 题 设 可 得 |(a)® : (a)| <2 E. (08 : (b)| < 2. ERG (8 : (@)| < 2, [99 : (| < 
2. 由 引 理 11.7.4 可 知 , [G'| < 2, 进而 可 得 |G'| <4 B. e(G) <3. 

Zx E exp(G') < 4 H. c(G) < 4. 由 Hall-Petrescu 恒等式 可 得 

(ab)? = ae ae ol?) ef) ofa) 

其 中 c € Ki(G),i = 2,3,4. At |a| = 24 H a” =b”. FH (ab)? — 1. 口 

引 理 11.7.22 设 G= (a,b) € BI(2?), 其 中 |a|=25,|b| < 24. # (a) | (b) z 1, 
则 存在 元 by € G 使 得 G = (a,b), 并 满足 (a) N (51) — 1 Ae fbi] < Jb]. 

证 明 |b] = 24. 4 A = (a,b). 由 引 理 11.7.20 可 得 |(a2)" : (a2)| < 
2i |(a)(\(b)| 2 4, 由 引 理 11.7.21 可 得 jab] < 23. HA = a?b. W jaj < 2? 
G = (a, h}. 

下 面 首先 假设 |(a2) f (0)| = 2. n (7) = (a?) N « Z(G). a H = H/(8*). 
RBA = (a) NO. JU [A] < ("| < 25. 38 [A] > 24, W (0) : Al <2. 由 此 
T 0? e A. FEB e (a2)" . 然而 


|(a?)" : (a?)| = |\(a?)™ : (a2)| > (22) 2) : (a2)| = (= 4. 


这 与 (a2 OSATA RE Uem. 

着 JA = 29. 因为 [4: aN O] |(a2)”: (a2)| = |(a?)”: (a2)| < 2, 故 
(a?) Nb)" | > 这 表明 a^ € A. X. |(a d : (a) <4, MIAN D| 22, FEM € A. 
从 而 可 得 A-(atb5. HFA <A WA < (4,64) E. H' < (a4,b4)， 断 言 
[E'I < 2°. ER, 则 由 |{a*, b4)| = 24 "HH (a4, 64), 由 引 理 11.7.5 可 得 (a) 4G 
E (64) 2G. 再 由 定理 1.9.1, W A’ 兰 Ma(3,1) BH’ S Cg x Co. He = [a2, b]. W 
c? € (at). 由 引 理 11.7.5 得 a^ 正规 化 (b), BI (b) 4 H. 由 (at) <H 8] [a* p -i 
PE [a?, b]* [a?, b] = c? c € (b8). 设 e| = 23， 因 为 um M2(3, 1) 8 或 Cs x Co, 故 
U2(H') = (05), 由 此 即 得 ct = 中， 进而 可 得 co = cic Me = cis AT 
(c?) = c-?. 但 是 è e (at). Mt — 1, 矛盾 . 因此 |c| < 4. BR exp(2(H")) < 4 
E loa( Er)| < 2°, 矛盾 . 于 是 证 得 L| < 28 
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若 exp(H') = 23, W H' = (c) 循环 . 设 (a IN = WW je] = |e] = 23. Al 
k A= (e. AW IA: NO] < 2, & |?) O)"| 2 2, Bl a e A= (9). 
于 是 a? = c. Bin c via 7. 因此 (a 23 Nlo) # 1, BP ct € (a?) H 
cd =a = 08. 由 引 理 11.7.5 Bc? = ciet 或 c^ — el. 这 说 明 c? g (a^). Al 
而 (c) (1 (a?) = (05) = (a), BI (N (a?) = 1. 但 是 e e (a?)", 由 此 可 得 (a?) 
(a?)| = 4, 了 矛盾. 故 exp(H^) « 4 H |H'| < 25. 由 Hall-Petrescu 恒等式 得 


8 8 8 
(a2b)s = (aP B e zn b = 1, 


其 中 c € Ki(H),i = 2,3,4. W h= ab. MW G=(a,h) B. |h] « 23. 

由 于 |4| < 22, 易 得 |H'| < 2. ME, 则 可 找到 b 使 得 G = (a,b) 满足 
(a) N (b1) = 1 E |b3| < [b]. 

最 后 假设 |h| = 22. $ H = (a^, h). 由 引 理 11.7.5 可 知 , (a4) <H, H (h) 8 Hi. 
因此 c(Hy) < 2. 2$ (aS) ](h) = h WW [a*; A]? = [a*,^?] = 1, B (ath)* = 1. 
车 (at) Q (hn) = (ht), 则 [H1| < 2, 也 可 得 (a1h)! = a” ht = 1. Hae — ath. W 
Hi = (at, x) 且 元 |z| < 4. BR G = (a, H) = (a, H3) = (a,x). B (a) (x) = ilis 
考虑 子 群 玉 = (a*,z). V (a*) (a) #1. E9138 11.7.5 @ (a* 4 K H (x) SK. 

K & M3(3,1) 或 Ca x C2. 由 此 可 得 [a9, v] = 1. 此 时 存在 bi 使 得 (a8,z) = (a9) x = 
H b =1. AE G = (a,x) = (a,b1). SER (a) N b) 21 BR. |b| < |b). 对 于 |h] « 22, 
类 似 可 证 得 相同 的 结论 . 

# |b| = 22. 同上 可 以 找到 be (a4,b) 使 得 (a4,b) = (a4, b1) HH (a4) (br) =1 
E |bi| < |b). 因此 G = la, b1), 其 中 (a) N (b1) = 1 E 全 | < [b]. m 

引 理 11.7.23 i G = (a,b) € BI(22), X^ |a| = 2^, b| = 2" E m 2 5, 
m 2 n. Æ (a) Nb) z: 1, MHA bi € G 使 得 G = (a,b) 且 满 足 (a) N lb) = 1 和 
|b: | < Jbl. 

证 明 ”首先 设 m = 5. 由 引 理 11.7.22, 仅 需 考虑 |b| = 29. 分 两 种 情形 讨论 . 

情形 1 FETE N < G' TES N Z C xC HNG. 

再 分 两 种 情形 讨论 . 

(i) (4/9) < N. 

W G = G/N = (ab. BAN « G' « (af NoE, Y aE = (a) N/N = 
^ a)? /N. 于 是 Va) : (@)| = |(a)</N : (a)N/N| < 2. IE ((" : (| < 

A, jal = [6| = 2^. # (a) (b) — 1, P9188 11.7.4 @ [G'| « 2, B |G'| « 23. 因此 

e(G) <4. 由 Hall-Petrescu 恒等式 得 


(ab = (ay (yeh) ef)", 
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其 中 ci € Ki;(G). 因而 (ab? —1. X. G = (a,ab), 由 引 理 11.7.22 知 , 存在 € G 使 
44 G = (a,bi) B. (a) (b1) 2 1. # (a) () (6) z 1, 由 引 理 11.7.21 知 ,存在 ze G 使 
f$ G—(a,z) H |z| < 22. MH N « G' 可 得 G= (a,x, N) = (a,x). 显然 |z| < 2*. 
由 引 理 11.7.22 All, 存在 bi 使 得 G = (a, 01) 满足 (a) ( (53) — 1 和 [b | < [b]. 

(ii) (41) € N. 

设 Ni = Nal6). H (a!) < Z(G) 可 知 Ny S Co x Cp x Co. W G — G/N. # 
WND z 1, 证 明 与 (1) 类 似 可 得 . 车 (a) 门 (0) = 1, 由 引 理 11.7.4 可 得 区 | « 2, 
BU |G'| < 24， 因 此 c(G) < 5. Hi Ni 是 初等 交换 群 可 知 exp(G') < 22， 再 由 
Hall-Petrescu 恒等式 得 

(ab = (ay oy rh (949), 
其 中 ci e Ki(G). 因此 jab] < 24. 类 似 (i), 也 存在 bi € G 使 得 G = (a,b1) 满足 
(a) N (b1) 2 1 B. |b]| < [b]. 

情形 2 ”不 存在 子 群 K <C TES K 4G AK C x Ca. 

由 推论 1.9.2 得 , G' 循环 或 同 构 于 Da», Qr, SDr. & c= [a,b]. 下 面 分 四 种 情 
形 证 明 : exp(G’) < 2? H. exp(K4(G)) < 2?. 

(1) Ka f 6] = 2*: 此 时 (a) N (bt) = (a?) < Z(G). G = G/(a). AA 
Ge BI(22), # |G] < 24, BH |G| < 22. 因此 由 oz € Z(G) 可 得 c(G) < 4. 

车 G 循环 , 则 G' 交换 . 从 而 可 得 G' = (c) 循环 . AW a? € Z(G), 故 1 = 
[a2, b] = [a, bl" [a,b], BJ c* — c^!. 和 但 是 € (a?), Alig ct = (c*)* 2 c^, BI |e| « 2°. 
FÆ |G'| = |(c)| < 23 H. exp(G") < 23, exp(K3(G)) < 22, exp(K4(G)) < 2. 

# T & 05x Os, Il] G' = Dor, Qor EE SDr. AA Q =G" (a2)/ (a?) EL a? € Z(G), 
故 c(G^) < 2. 从 而 |G"| < 23. 于 是 exp(G") < 2?, H exp(K4(G)) < 2?. 

(2) Ka) N b) = 25: 此 时 (a) (bt) = (a*) < Z(G). WG = G/(a*). AA 
G € BI(22), X [G] < 29. 再 分 两 种 情形 讨论 . 

(2.1) JG] = 28: 此 时 |(a) NET = 4. Bll G 循环 或 局 m C2 x Co. E 
G = Ca x Co, 则 由 (1) 可 得 exp(G') < 25, c(G) < 4 H exp(K4(G)) < 22. # 
G 循环 , 则 由 (at) < Z(G) 可 知 G' 交换 . 因而 G' = (c) 设 lc| = 2". BR 
ct e (af) <S Z(G) H1 5. c" —ch, HP (2k) -1Hk«2. 因为 


1 = [a*,b] = [a, 5] [a,b] [a, b]° [a, 6), 
Bt cc che = 1. X e e Z(G), M ct = (ct) = ehh. 于 是 


k? -- k? - k -- 1 2 0(mod 2), 
4k =4(mod 2). 
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车 1=4 或 者 1!=5, 则 方程 组 没有 解 . 因而 1< 3. 由 此 可 得 |c| < 23. W |G"| = |(c)| 
< 23, Bh c(G) < 4, exp(G") < 23, exp(K4(G)) < 2. 

(2.2) |G| < 25: 4 (a)f](b = 1, 由 定理 1.9.1 可 得 G 不 是 极 大 类 群 。 因 此 
[G'| « 22. FRG = C x Co R G 循环 . 类 似 (2.1) 可 得 exp(G^) < 23, e(G) < 4 
H exp( K4(G)) < 2?. 

(3) |(a) N (b| = 22: 此 时 (a) N (b) = (a5) < Z(G). WX G = G/(a*). 由 引 理 
11.7.19 得 [G"| < 23, BN |G'| < 25. 再 分 两 种 情形 讨论 . 

(3.1) 区 | = 2: 因为 4> ((3)^ : (a) = aC : (a) = IG. : (a)681, & 
(a) (1G'| > 2, Bl a^ e G'. BLO e G'. t G 不 循环 可 知 G' 不 循环 . 若 |G'| = 25, 
WW a8 < G'. AA aè € Z(G), 故 G' 不 是 极 大 类 和 群 . 由 推论 1.9.2 An, G' 存在 G 的 
正规 子 群 Co x Co, 与 假设 矛盾 . 因此 [G"| < 24. 又 G' JEI. 显然 exp(G') < 2°. 
AIA c(G) < 3, 故 K4(G) < (a9), 于 是 c(G) < 4 H exp(K4(G)) < 27. Æ |G'| < 23, 
则 由 G' 可 得 exp(G’) < 2?. 故 c(G) « 4. 

(3.2) 3 |G'| < 22: # G' = C2 x Co, 类似 (2.1) 可 得 exp(G') < 23, K4(G) < (a8) 
且 ce(G) « 4. & G' 循环 , 则 G 交换 且 G = (c). BR |G"| < 25. 3X G 是 阶 为 24 
的 循环 群 , 则 (a8) = (cf). 不 妨 设 o = ct, 其 中 (2,1) =1 HI < 24. BRA (c*)* = e 

ci = ct, AE l= 1,9 8€ 13. X (a8) = (05) H. c™ = c, K 


1 = [a5, b] = [a^, | [a*, b] = [a*, b]?. 


于 是 ([a, b]*" [a, b] [a, b]^[a, b])? = 1. 因此 20000 — 1. 48 17 1,9,13. 从 而 
可 得 |c| < 22. 故 exp(G’) < 22, c(G) < 4 B. exp( K4(G)) 和 2?. 

(4) |(a) N (b)| = 2: 此 时 (a) N (b) = (a?') < Z(G), B® [G"| < 2 B. exp(G^) < 
22. 因此 可 得 exp(G’) < 25, c(G) < 4 H exp(K4(G)) < 2?. 由 Hall-Petrescu 恒等式 
得 

(aby** = (ay? y? 4 2) LA, 

其 中 ce K;(G). 从 而 有 (ab) = (a) (5)? = 1. FÆ G = (a,ab) H |ab| < 2*. 由 
引 理 11.7.22, 存在 bj € G 使 得 G = (a,b) 满足 (a) (1 (53) =1 B. |bi| < Jo]. 

对 m > 6, 我 们 对 m+n 归纳 . 设 (ay Nb) = (42 ^), HH k» 1. X4 k«4, 
4 G-G/(a?" ^) = (a,b). W |a| = 2° H |6| < 25. 由 引 理 11.7.22 知 , FE bo eG 
使 得 G = (a, bo) 满足 (a) N (bo) = 1 RI |bo| < |b]. M) G = (a, bo) E. |bo| < 2^7. 由 
归纳 法 , 存在 bi € G 使 得 G = (a. bi) 满足 (a) N (b) = 1I || < [b]. Hk > 5, 
4 G-Gj/(a" ^). 由 归纳 法 , 存在 bo 使 得 G = (a,b) A (a) 1) (bo) = 1. 从 而 
可 得 G = (a,b;) E |bz| < |b]. 因此 , 再 由 归纳 法 , 存在 bi € G 使 得 G = (a,b) A 
(a) N (1) = 1, |b1] < Jbl. a 
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由 引 理 11.7.19 可 知 , 对 于 G = (a,b) € BI(22), # (a) Nb) = 1, W U2(G) < 
Z(G). 但 是 若 去 掉 (a) N (b) = 1 这 个 条 件 , 该 结论 不 一 定 成 立 . 例如 广义 四 元 数 群 
Qos € BI(22), 但 是 2(Qzs) £ Z(Qas). 然而 我 们 有 如 下 定理 . 

定理 11.7.24 j& G € BI(2?). 则 Us(G) < Z(G) E U2(G) 是 交换 群 . 

证 明 ” 设 a,be G, 其 中 |a| = 2", |b] = 2". 下 面 证 明 [a8,b] = [a,b] =1 H 
[ad 54] — 1. 设 H = (a,b). 不 失 一 般 性 , 假设 m > n. 

dim 25, 由 引 理 11.7.23 可 知 , 存在 bi € H 1E H = (a, bi) B. (a) N (b1) 1. 
再 由 引 理 11.7.19 得 U2(H) < Z(H). 因此 [a5, b] = [a, 05] = 1 H. fat, b*] = 1. 

下 设 4 > m > n， 由 引 理 117.19 n^n, 仅 需 考虑 (a) Nb) 41 的 情形 . + 
(a2) = (a N (b), 其 中 大 > 1. BR A = H/(a*) = (Gb). 5|HE 11.7.19 说 明 
exp(H’) < 4 H c(H) < 4， 由 此 可 得 O4(H) = 1. 因此 U3(H) < (a?) < Z(H). 
TE fa, e| = [o,f a= 1. Bk «2, WO) < (a*, BP let 4] — 1. 35 5 — 3, 
X A, = (a4,b). MWE 11.7.5 可 得 (a) < Hi, (0) 3 Hi. 于 是 (Mh) «2 H 
H', < (a). 故 [a*, 04] = 1, 定理 得 证 . o 

命题 11.7.25 i& G € BI(22). $ |G| = 274? H exp(G) > 27, 则 |G'| < 2. 

证 明 ”不 妨 设 G 非 交 换 . FF exp(G) = 2771, 由 定理 1.9.1 得 , G & Ma(m+1,1) 
或 Domi2, Qom+2, SDoms2. Æ G & Ma(m 4-1, 1), Jl |G'| = 2. # G = Dom+2, Qom+2 
或 SDom+2, M m < 3. 因此 |G'| < 2°. 

车 exp(G) = 27", MR m > 5, WHE a € G 满足 lal = 27. MbeG\(a). 由 引 
H 11.7.23 知 , 存在 € G IE% (a,b) = (a,b1) B. (a Nb) = 1. Æ G = (a,b), 由 
引 理 11.7.19 可 得 |G'| < 23. 车 (a,b) 是 G 的 真子 群 , 则 |b1| = 2. W bz € G\ (a, b1). 
同 理 , # G = (a,b), |G'| < 23. FR Hi = (a,b) 和 Ay = (a,b) MEG 的 
真子 群 ， 显 然 [Hu = Ho = 2m+1， 因 为 A; e BI(22)(i = 1,2), W A; & Moss 
BK H; = Com x Cz FÆ (Hi) S Cz x Co. X G = (a,Q(Hi),Q1(H2)) A 
H;3G(i = 1,2), H&G’ < (Q1(H3),Q1(H3)). AF a?" ^ € Hili =1,2) B a (H:)<G, 
则 |(Q1 (H1), 01(H2))| < 23. 因此 |G < 23. 若 m = 4, A G 不 是 极 大 类 和 群 . 因而 
IG'| < 22. Zi m « 3, W |G] « 2°, 即 可 得 |G'| < 23. Oo 

命题 11.7.26 设 2 群 G 存在 指数 是 2 的 循环 子 群 4= (a). X |a| = 2" 2 24， 
则 G 不 能 由 两 个 阶 是 23 的 元 生成 . 

证 明 ARAE G 是 非 交 换 群 . 则 由 定理 1.9.1 知 , G 同 构 于 Mz(n, 1), Dass, 
Qo« 或 SDonti. Æ G AHF Ma(n, 1), W 0, 1(M2(n, 1)) Æ Moln, 1) 的 真子 群 ， 
因此 这 种 情况 不 存在 . G 也 不 能 同 构 于 Donn 或 Qaia, 这 是 因为 所 有 阶 是 2° 的 
元 都 在 (a) "P. Æ G & SDr, M G/Z(G) S Don. 但 是 G/Z(G) 不 可 能 由 两 个 4 
阶 元 生成 , 即 G 不 能 由 两 个 阶 是 23 的 元 生成 . 口 

定理 11.7.27 ik a,b € G c BI(22) n] |([a,b]^| < 24, [a,b] = 1, 因此 
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e(G) <5. 

HERA E Ja) = 2", pisar Bopa b). 不 妨 设 mz n. 

Bae (59. 由 命题 adips is VEY] « 23. 因为 ce (EY, HK ((0)9| < 23 
Hoéz-21 RPK ag bC Hbg (a). 

# (Nb) = 1, A = (a^ (19. JU Al < 2*. 3$ JA > 25, JU a?" ^, 
v?" * e A. 因此 |(A)| > 4, 进而 可 得 exp(A) < 23. 显然 当 |A| < 2? 也 成 立 . 在 此 
种 情形 下 , 结论 成 立 . FE (a) 门 (b) 41. 依照 m 的 取 值 分 三 种 情形 讨论 . 

(1) m > 5: 由 引 理 11.7.23 可 知 , 存在 € H = (a,b) 使 得 五 = (a,b) H. 
(a) 门 (b1) = 1. 同上 可 得 |([a,b1]) “| < 2* B. exp((fa b1])?) < 23. 因此 |(o) “| < 24 
且 @=1. 

(2) m < 3: 若 m <2, M Kaf] < 24， 易 得 |(o |< 3. Wm — 3. BJ 
Kaf < 25. 于 是 |(c) | < 2*. 3$ (c)2 是 阶 为 24 的 循环 群 , 由 (a) 是非 循环 群 可 
得 |(a)”: (c)8| = 2. 又 由 命题 11.7.26 得 , (a)? 不 可 能 由 阶 是 23 的 元 生成 , 这 与 
la| = 23 相 了 矛盾 . 因此 exp((e)2) < 23, 即 c3=1. 

(3) m = 4: # |b] « 23, WW |(a) (1 (5)9| < 24. 因此 |(97| < 24. 下 面 仅 考虑 
la| = |b| = 24. # H = (a,b). 

(3.1) (a*) < (a) (5: 车 \(a)” : (a)| < 2, E3138 11.7.21 知 , 存在 b; € H 
使 得 H = (a,b) H || < 23. XATA (lab) f] < 2* 且 =1. ATR 
Ia)" : (a)| =4 H |(b)" :(0)| 2 4. BE H = (a)" (0)" = (a)? (9)? 3G, H = H/(a*). 
H H e BI(2?) 可 得 [H| < 26 . 下面 将 证 明 |H'| < 2*. 

# [H| = 25, 则 |a)" NA | 2 4 B. [H'| <4. EE | H'| « 24. 36 [H]| = 25, 则 
|H/(a®)| = 28. 由 命题 11.7.26 可 知 , H/ (a9) 不 是 极 大 类 群 . 由 此 可 得 [(1/(a8))'| < 
23, 即 |H"| « 2*. 若 [H| < 25, 易 得 [H'| « 4 B. | H'| < 2. 

我 们 断定 H! 不 是 阶 为 24 p 8, H’ = (o), E |d = 24， 因 而 
Sacre 1 ats . Fat ¢ (co) 门 (a), JU lel 2 2°. 由 此 可 
得 |H| > 29, 5 |(a)" Nö) ae 因此 ct € (a) H (ct)* = c = ct. 
EX at € Z(H), 3X [a*,b] = 1. 注意 此 时 [a,b] = [a,b] [a, b]^" [a, b]*[a, b], 于 是 
ck ok che = ck +k MR 一 1. 从 而 可 得 

k? +k? +k+1=0(mod 2%), 
(11.2) 
" =4(mod 2*). 
显然 由 (k,2) 1 且 1« k < 2* 可 知 方程 组 无 解 . 故 H' 不 是 阶 是 2* 的 循环 群 . 这 
WH cs=1 且 |(e)9| cot 

(3.2) (a8) = (a) N (b): 由 定理 11.7.24 可 知 oa € Z(G). HG = G/(a$). A 

AH = (ab) e BI(2?) H (a)f)(b = 1, 由 引 理 11.7.19 可 得 |d| < 22， 由 此 
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可 得 c — 1. 3X |(o) | = 25, WW |)? (o) > 23 B KH N| > 23， 由 此 
Cd pe pe eh det ale uu IR 
H = (a,b) = (a) (0)? « G. 再 由 引 理 11.7.19 可 得 , [H7 | < 23 H exp(H) < 4. 因此 
|H'| «2* H B IG, FE. 故 定理 的 结论 成 立 . = 

推论 11.7.28 i& G € BI(2?). 则 exp(G") < 23. 

证 明 W c = [aj bi], d= [a2, bo], 其 中 a1, a2,b1,b2 € G. 由 定理 11.7.27 可 得 
c = d =1, |(c)°| < 24 B. |(d)8| < 24. $ r= erd. 下 面 证 明 r = 1. 

E H-(99,K = a. # HNK] < a M= =R 
中 cz,cs Ee HAK. Zi |H()K| = 8, W |HK| < 25. WRT g € HK 使 得 
\o| = 25, 那么 HK 是 交换 群 , 或 HK ~ Mo(4,1) E HK 是 极 大 类 群 . 若 HK EX 
换 群 或 HK ~ M2(4,1), 则 OS(HK) 是 HK 的 真子 群 , 即 可 得 exp(HK) < 23. 由 
定理 11.7.27 知 , HK < (HK), FA. 若 HK 是 极 大 类 群 , N c(HK) = 4. 但 是 
H HK <C B.c(G) < 5 可 得 c(HK) «3, FE. 因此 对 任意 ge HK 都 有 98 = 1. 
由 Hall-Petrescu 恒等式 可 得 exp(G") < 2°. m 

文献 [139] 对 于 正则 BI(p") 群 的 性 质 及 两 个 BI(p") 群 的 直 积 何 时 为 BI(p") 
群 等 问题 也 给 出 了 一 些 结果 , 在 此 不 再 鳌 述 . 
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设 G 是 有 限 p 群 , HE G 的 真子 群 . 一 个 众所周知 的 结论 是 : H < No(H). 
换 句 话说, |Nc(H): H| 2 p. 引起 许多 群 论 学 者 感 兴趣 的 问题 是 : 车 bp G 的 所 
有 非 正规 子 群 H WA ING(H) : H| =p, 那么 G 的 结构 如 何 呢 ? 黎 先 华 等 在 文献 
[134] 及 张 勤 海 等 在 文献 [277] 分 别 独立 地 分 类 了 这 样 的 群 ， 进一步 地 , 文献 [277] 
还 分 类 了 所 有 非 正规 子 群 HWA ING(H) : H| = 严 的 p 群 G, 这 里 ;是 任意 
一 个 固定 的 正 整数 . Berkovich 和 Janko 在 他 们 的 p 群 专著 [28] 中 的 第 138 节 对 
于 i= 1 的 情况 也 给 出 了 分 类 . 另外 , 他 们 也 分 类 了 所 有 非 正 规 循环 子 群 HWA 
ING(H) : H| =p H p È G. 沿 着 这 个 方向 , 张小红 等 在 [281] 确定 了 所 有 非 正 规 循 
HTE H WA [NG(H) : H| < p" 的 奇数 阶 p 群 G 的 阶 并 在 w = 2 的 情形 下 分 
类 了 这 样 的 p Hf. 张 军 强 在 文献 [262] 分 类 了 所 有 非 正 规 子 群 五 均 有 NG(H)/H 
循环 的 p St G. 有 趣 的 是 , 这 样 的 群 与 Blacburn 等 在 文献 [34] 研究 的 n- 单 列子 群 
(n-uniserial subgroups) A 5 Ji GRA FF (uniserially embedded subgroups) 有 密切 联 
JR. p SEG 的 子 群 H 称 为 m- 单 列子 群 , 若 对 每 个 ie (1,2, n), G 有 了 唯一 的 子 群 
Ki 使 得 H < Ki H |K; : H| = p. 在 此 情况 下 , € G 的 包含 H 的 子 群 构成 一 个 
链 , 则 称 五 是 单列 嵌入 于 G. 换 名 话说, 仅 有 唯一 的 极 大 链 连 接 G 与 H. 作为 文 
献 [262] 的 推论 , 非 正规 子 群 均 为 1 单列 的 p 群 (p A 2) 及 非 正 规 子 群 均 为 单列 峰 
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入 的 p 群 被 分 类 . 
11.8.4 ” 非 正规 子 群 在 其 正规 化 子 中 的 指数 为 p H p 


KRG 为 有 限 pt. d; G RATER: 对 G 的 所 有 非 正规 子 群 H BA |Na(H): 
H| = pi, 则 称 G 为 S; 群 (或 G € si). 这 里 i 是 固定 的 正 整 数 . 对 于 每 个 i, 文献 
[277] 分 类 了 S, Æ. KEMA S, 群 的 分 类 , 我 们 观察 到 , 车 |G| < p), RJ GÆS 
群 . 不 妨 设 Si 群 的 阶 大 于 pè. 

引 理 11.8.1 (1) #GeS,H<G, A HES; 

(2) # G€ Si, NIG, BST i21, G/N € Si. 

证 明 OI) H«GHEK«H. EK £2H,W K £ G. 由 假设 条 件 
f$ |NG(K) : K| = p. 因为 |Ng(K) : K| < |Nc(K) : K| B. K < Ng(K), & 
INg(K) :天 | =p. Alf A € S. 

(2)* NaG H H/N 4G/N. N) H 4G. 由 此 可 得 


ING;N (H/N) : H/N| = |NG(H)/N : H/N|  ING(H) : H| = pf. 


于 是 G/N ES o 
51 11.8.2 ik G AAMA RK pÆ |G| 2 p*. #G es, MG=M,(2,2). 
证 明 ”由 定理 1.7.10 Al, Ge My (n, m, 1) R G & My(n, m). 4$ G®M,l(n, m, 1), 

由 |G| > pt RHE n+ m+1>4. Xün2mf&n22. $ 


G = (a,b,c | a?” = = c? = 1, [a,b] = c, [a,c] = [b,c] = 1). 


明显 地 , (b) 4 G. 另 一 方面 , No ((b)) > (a?) x (c) x (b). FFE |No((b)) : (0)| 2 p^ 2 p, 
TE. 于 是 G=M,(n,m). Hn>3, > 

G = (a,b | a?" = "^ = 1, [a,b] = a?" ). 
明显 地 , (b) 44 G. 另 一 方面 , Na((b)) > (a?) x (b). 于 是 |Ne((b)) : (| > p^! 2 p?, 


AG. n-2.  m>3, 
G = (a,b | a” =" = 1, [a,b] = aP), 

其 中 (a9" ) AG, o((ab?" ^)) = p?. 但 是 No((ab?™ ^)) = (a) x (b^). 故 
INc((at?" 7) : (a9 | > pm > p’. 


矛盾 . 故 m = 2. 由 此 得 G = M,(2, 2). 口 
定理 11.8.3 设 G ZAR pg$Ep»22H|G|2p.8R GeS; 当 且 仅 当 G 交 
换 或 G = M,(2, 2). 
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WEBB ”<=: E G 交换 , 结论 明显 成 立 . 设 G ~M,(2,2). 因为 Q1(G) = Z(G), 
故 G 的 所 有 p 阶 子 群 正规 . 明显 地 , G 的 所 有 p3 MTER. wE H £G, 则 
|H|=p?. 由 此 可 得 五 < Na(H) < G. FE |Ne(H):H| =p. BHL Ge S. 

=>: X |G| IAA. Zi |G| = p+ HG € S, 易 证 G 交换 或 G ~ M,(2, 2). 
结论 成 立 ， 设 结论 对 阶 < |G| 的 群 成 立 ， 因 为 G 是 p SE, 存在 p TR N 使 得 
N«G'(1Z(G). 由 引 理 11.8.1 及 归纳 假设 得 , G/N 交换 或 G/N ~ M,(2,2). 

车 G/N = M,(2,2), 则 


I(G/N)'| = |G'N/N| = |G'/G'QN| = |G'/N| = p 
于 是 |G'| = p?. 由 定理 6.2.1 得 
G & (a,b | Pep = 1, [a, b] = aP). 


于 是 (W) AG, (P) = p. 但 是 No((b?)) = (a?,b) = My (2,2). 于 是 |No((b?)) : 
(b?)| = p’, 矛盾 . 
者 G/N 交换 , 则 G 交换 或 非 交换 . 若 G 非 交 换 , 则 


I(G/N)'| = IG'N/N| = |G'/G']N| = |G'/N| = 1. 
故 |G'| = p. 由 定理 10.1.2 得 
G & A, * Ao *--* A,Z(G), 


其 中 A; 内 交换 . 不 妨 设 G = A + K. HK € Ay, WEE ge K\Ai 使 得 对 任意 
B) H $i: A Ne(A) > (NA,(H),g). 于 是 |NG(H) : H| > p, FA. 由 此 可 得 
K < A. B G = Ai. H31% 11.8.2 BI% G = M,(2, 2). 口 

引 理 11.8.4 设 G 是 极 大 类 2 群 . 则 

(i) G/Z(G) = Dos-:; 

(ii) G 的 每 个 极 大 子 群 或 循环 或 极 大 类 . 

证 明 由 [89] “PANIIT, 定理 11.9b 可 知 , G 同 构 于 Dan, Qon 或 SDan 中 之 一 . 
简单 的 验证 即 得 所 证 . 口 

定理 11.8.5 设 G 是 2" MA. I Ges 当 且 仅 当 G 是 下 列 互 不 同 构 的 群 
之 一 . 

( I) Dedekind 2 群 ; 

(I) RAK 2 群 ; 

(II) (a,b | a?" * = &* = 1, [a,b] = a7?); 

(IV) (a,b | a?" ^ — bt = 1, [a,b] = a-?*?" ^). 
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证 明 —: HF G 是 极 大 类 2 群 , 下 证 Ge Si. RH 4G. FG |G: H| = 22, 
则 |NG(H) : H| = 2. 不 妨 设 |G : H| 2 23. RG 是 极 小 阶 反 例 . WHE HAG 使 
得 [ING(H) : H| > 2. 因为 Na(H) < G, 存在 M < G 使 得 Ne(H) < M. 由 引 理 
11.8.4 HJ All, M 循环 或 极 大 类 . HM 循环 , 则 AAG, FE. 故 M 是 极 大 类 的 . E 
HaM,H|G:H|22? & |M:H| 2 2. 由 定理 1.11.8 易 知 , H char MIG. 由 
JE HAG, FA. FRA AM. 因为 G 极 小 阶 反例 , 故 IN (H) : H| = 2. 58 
一 方面 , Nu(H) = Na(H)(|M = Na(H). 故 |NG(H) : H| = 2, RRA. BAR 
反例 不 存在 . 

# G ÆR (ID, W G/(2) = (a,5|a? ^ =P — 1,[a,6] = a) & Doa. > 
H 4G. 则 (02) < H. AB, > K = (a,). W) H < K. 观察 到 ， 


H < K += G\H D G\K — Ng € G\K = g E€ GE — Vg €G\K = g EH. 


因为 G 的 每 个 元 具有 ba 的 形式 , j= 0,1,2,3, 故我 们 只 需 证 baib tat g H. 简 
单 的 计算 可 知 , 对 任意 的 i 有 


(ba*)? = batbat = b(a” Viat = b?. 
iK ba! ¢ H. AM, 
(blat)? = blatb lat = batbat = ț batbat = 87. 
故 blat ¢ H. FÆ H < K = (a, b°). 进一步 地 , (a,b?) 的 所 有 循环 子 群 在 G PE 
规 . 事实 上 , 对 于 g € (a, 02), & g= atb. 则 
g^ = (aib27)° = g, g’ = (ai p?3 ^ = (a^) p? A a ip» = a * 

故 (9) IG. 由 此 可 得 HAG, 矛盾 . 故 (0?) < H. 

AA HAG MRHAG. RG 是 极 大 类 的 , 故 |NS(H):H|—2. TX 


|No(H) : H| = |Ng(H) : H| = 2, BUE (III) BF S. 
设 G ÆR (V), 考虑 G/ (02) 和 G/(a ^ 2). 则 


G/W = (a,b|a? = = 1, fa, b) =a") & SD ona, 


gn-s gn-3 


G/(a?" ^w) = (a b|a? ^ = 1,0 = fa, B) = al") S SDan. 
4 HAG. 下 证 (b) <H xk (a 9) « H. HA, > K = (aW). MHSK. X 
H < K = G\H 2 G\K — Vg e G\K => g € GMH — Vg e G\K — g Ẹ H. 


这 与 G WH (M) fie EXU AG. 矛盾 . 从 而 (03) « H R (a^ 9) « H. 
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KHA H 4G, ik HAG RG 是 极 大 类 的 , 故 INS(H): Al —2. 于 是 
INe(H):H|= |NS(H) : H| = 2, 即 群 (IV) 属于 Sy. 

=>: 分 两 种 情形 讨论 . 

情形 1 d(G)23. 

设 Ge Si HG 非 交换 .下 证 G 是 非 交换 的 Dedekind 群 . 设 G 是 极 小 阶 反例 . 
因为 8(G) 关 1, 取 N « (G) FA |N| =2 B. N 8G. 于 是 d(G/N)=d(G)>3. 由 
11.8.1, G/N 是 非 交 换 的 Dedekind 群 . 因为 G 是 极 小 阶 反例 , 故 存在 a eG 

(a) AG. 从 而 N(Ya) = 1. AA Ne((a)) > (N,a) = N x (a), 由 假设 可 得 
i )) : (a)| = 2. 于 是 Na((a) = N x (a). A G/N Æ Dedekind 2 E, 故 
(N x (a))/(a) IG/N. 于 是 N x (a) 3G. 

下 面 计算 |{(a)s|g E€ G}. 首先 证 明 : |{(a)9\g e GM = |G: Ne((a))| 2 22. 因为 

d(G) > 3, W |G/ (a, ®(G))| > 2?. & G=G/Ne((a)). W 


&(G) = ®(G/Ne((a))) = ((G)Na(()))/Na((a)), 
$(G)Nc((a)) = €(G)(N x (a)) = $(G)(a) = (a, 9(G)). 


于 是 G/e(G) = G/((a,*(G)). X |G : ((a,&(G)))| > 27, M |G/e(G)| > 22. 即 
d(G) > 2. 从 而 |G| > 22. BB |G : Ne((a))| > 22. 另 一 方面 , HA (a) <N x (a), 故 
(a)? < (N x (a)? = N x (a). TÆ (a <N x (a). X. d(N x (a)) 2 2, RN x (a) A 
三 个 极 大 子 群 . 从 而 |{(a)9\9 € G)| < 2. 这 是 一 个 矛盾 . 这 说 明 极 小 阶 反例 不 存在 . 

情形 2 d(G)«2. 

对 |G| (EVRA. Æ |G| = 24 A Ge Sı, 易 证 G 是 Dedekind 群 , RAAF 
或 Mz(2,2)， 结论 成 立 ， 假 设 结论 对 阶 < |G| 的 群 成 立 ， 因 为 G 是 2 群 ,存在 
N«G'(1Z(G) E IN| 2 2. 由 归纳 假设 , G/N 是 定理 中 的 群 之 一 . 

E G/N 交换 , 与 p > 2 的 论证 类 似 可 证 , G 交换 , 或 G o Qs, Dg 或 M2(2,2). 

di G/N 是 极 大 类 的 , 由 [89] 中 的 IT, 引 理 14.2 可 知 , |(G/N)'| = 2^7?. 因为 


(G/N) = G'N/N € G'/G'')N = G'IN, 


故 IG'/N| = 27?. 于 是 |G'| = 2^. 由 此 可 得 |G/G'| = 4. 从 而 G 是 极 大 类 的 . 
# G/N 2 (ID, Bl G e (a,b |a? ^ — 8 = 1, fa, b] - a2). WEN = (z). Bl 


G = (a,b | eo? - zi, = i, [a,b] = a ?z^,a? = 1, [2,2] = [2,0] = 15. 


4 K = (a?z"). DWE G/K 交换 . FRC « K. [BÉ K « G'. wG =K. NG 
循环 . 因为 |G'| 2 27-2, 由 [a,b] — 1 HEH ola) = 2^7! E N = (a? ^y. FBR 
们 得 到 下 列 可 能 的 群 : 
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(al) (a,b | a?" * =1,b4 = 1, [a,b] = a7?; 
(a2) (a,b | a?" ^ =1, 64 = 1, [a,b] = a-?*?" ^, 
(a3) ( an" = 1,64 = a?" ^, [a,b] = a-?); 

(a4) (a,b | a?" ^ =1,b4 = a?" ^, [a,b] = a-?*?" ^), 

明显 地 , 群 (a1) 同 构 于 群 (IDD); 群 (a2) 同 构 于 群 (IV). 对 于 群 (a3), $ H = 
(a2” ^w. WI [H| -2 R H £G, Ne(H) = (a,b?) < G. 于 是 |NG(H) : H| 2 23, F 
JE. 对 于 群 (a4), > a! = ab?, b' =b. 则 (a4) = (a3). 

E G/N 是 群 (IV), 类 似 于 上 面 的 论证 可 知 , 没有 新 的 群 出 现 . 口 


11.8.2” 非 正规 子 群 在 其 正规 化 子 中 的 指数 不 超过 p? 的 p 群 


张小红 等 在 [281] 称 非 正规 循环 子 群 在 其 正规 化 子 中 的 指数 不 超过 pv 的 有 限 
p BEA Nom 群 . 文献 [281] 给 出 了 Mor 群 的 阶 的 上 限 并 在 p A 2 的 情形 下 分 类 了 
Np 群 . 本 节 介 绍 他 们 的 工作 . 

首先 给 出 Nom 群 的 某 些 性 质 , 鉴于 篇 幅 所 限 , 这 里 略 去 其 证 明 . 

引 理 11.8.6 BG X A,» Æ. 则 

(1) r(G) € m 41; 

(2) Z(G) 不 循环 除非 G 是 极 大 类 2 E. 

引 理 11.8.7 设 G 是 Nom HN 是 G Hp” PRATE, HP n 2m. € 
StF eN A ol) <p™-™"!, M (x) 3G. 

引 理 11.8.8 ik G 是 奇 阶 Apm E, N 是 G 的 极 大 阶 的 交换 正规 子 群 . 若 对 
于 非 负 整数 s 有 |N| = pnm, 

(1) Q1(N) < Z(G); 

(2) 存在 gE GVN 使 得 g 在 N 上 诱导 一 个 p 阶 自 同 构 . 进一步 地 , UN) < 
Ca(g), c((N, g)) = 2 E exp((N, g)’) = p. 

定理 11.8.0 KG ALAM No HN AG HRREMFH. N 

(1) IN] <p"; 

(3h |G) < pem+i(m+i) 

下 面 分 类 奇 阶 Nz Æ G. 我 们 观察 到 , Æ |G| = p^ < p"?, 则 G 是 Nom FE. 
男 一 方面 , # G 是 Dedekind p Æ, 则 对 于 任意 正 整数 m, G 也 是 Nm 群 . 故 只 需 
考虑 非 Dedekind 的 且 阶 不 小 于 p+ 的 Nom E. 于 是 可 设 Me 群 的 阶 不 小 于 p. 

引 理 11.8.10 4 G € p SF. # |G| Sp’, MG 有 一 个 p* 阶 的 交换 正规 子 群 . 

证 明 X REG 的 yp? 阶 正规 子 群 . AA G/CG(R) < Aut(R) H |G| 2 p^, i 
|Cc(R)| > p®. 于 是 存在 G 的 p? 阶 正规 子 群 E R< H < Ca(R). SA HX 
换 . 用 五 替换 n, 同样 的 论证 可 得 |Co(H)| > p^. 于 是 结论 推出 . 口 


a,b|a pe 


— C — * 


dE —E-— MEME ed) - 


" -— £— Ced U--—— Se 
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引 理 11.8.11 设 G 是 Noz 群 ,N 是 G 的 极 大 阶 的 交换 正规 子 群 . 若 |G| > p^, 
M |N] 2 p*. 

证 明 ”由 引 理 11.8.10 和 [247] 中 的 定理 7.6.2 n] An, 仅 需 证 当 |G| = ps 时 , G 
有 p BTE. 

由 引 理 11.8.6(2) 知 , Z(G) 不 循环 . 从 而 |Z(G)| > p^. X |Z(G)| > p, WG 
有 p 阶 交换 子 群 . 若 |2(G)| = pP BEE g c G 使 得 g? g Z(G), W Z(G)(g) 是 
G 的 p* 阶 交换 子 群 . 设 |2(G)| = p? 且 对 任意 的 ge GN Z(G) A g € Z(G). W 
IG/Z(G)| = p* E. exp(G/Z(G)) = p. 由 [247] 中 的 定理 2.6.4 可 知 , G/Z(G) 同 构 于 
下 列 群 之 一 : C4 Mp(1,1,1) x Cp 或 


(0,5, c; d | a? = DP = c? — d? = 1,2, 8] = c, [c, a| = 1,[e; 5] — d). 


4 Z(G) = (e) x (f) = Cp x Cp. 

3 G/Z(G) = C4 (a) x (b) x (c) x (d). WW G— (a, b, c, d, e, f). 清楚 地 , [a,b], [a,c] 
All [a,dj € Z(G). # [a,b] = 1, M (a) (b) Z(G) Æ G 的 ps 阶 交换 子 群 . 设 [a,b] =e, 
[a,c] = f fH [ad] = fi (pij). & by =U fll ey = e. W [a bicid-!] = 1. 从 而 
(a) (bycd *) Z(G) Æ G 的 pt 阶 交换 子 群 ， 

# G/Z(G) = M,(1,1,1) x C, = (a,5,c) x (d) Ek 


与 上 面相 同 的 论证 可 得 , G 有 pt 阶 交换 子 群 . 口 
引 理 11.8.42 RG AN,» Æ, N 是 G 的 极 大 阶 的 交换 正规 子 群 . 若 |N| =p’, 
R) N S Cp x Og 或 Cpz x Cp x Cp. 
证 明 ”由 引 理 11.8.6 可 知 N 不 循环 且 r(G) < 3. KN 同 构 于 


Cp x Cp, Cy X Cp, Cpe x Cp x Gp 或 Cp x Cy x Cp: 


4 gi €G\ N 使 得 gi dE N 上 诱导 一 个 p 阶 自 同 构 且 Ki =(N,m). 下 证 N 不 同 
HIT Ca x Cp Al N & Cys x Cp x Cp. 

d$ N = (a) x (b) S Cj x Cp, M o(g1) < p5. 由 引 理 11.8.8 可 得 , c(K1) = 2, 
(a?) x (b) < Ca(g1) E Ki Æ p 交换 的 . 于 是 当 o(gi) < p? 时 , (g1) IG. 

# olg) =p, WW [N, (g1)] = 1. 这 与 gg 在 N 上 诱导 一 个 p 阶 自 同 构 矛 盾 . E 
o(g1) = p?, WEE s 和 + 使 得 g = as? bt, A p | t, Wg? =a. 令 0 — gia. 
WW o(gg) = p, Ki = (N,g2) 且 go XE N 上 诱导 一 个 p 阶 自 同 构 , 这 也 是 矛盾 . X 
ptt. WW N = (a) x (g). 注意 到 [a.g] = gi? z 1. W (ag) AG. 另 一 方面 ， 
为 (a?) x (g1) < Ne((a? 1), 故 |Na((a?* g1))| > p30(a? gi). 从 而 (a? gn) IG, F 
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盾 . 于 是 o(n) > p. 3$ olg) = p? ER pt, 则 存在 s Rl ty 使 得 gf = art. 现 
在 有 ge =a"? & gz = gia-*. W olg) = p? E ga 在 N 上 诱导 一 个 p 阶 自 
同 构 , 这 也 是 矛盾 . 车 olg) =p, 存在 ss 使 得 (s3,p) =1 A gf = ad". MAK 
N = (g?) x (b). 由 引 理 11.8.8 可 知 , b € Z(G) E gy EN 上 诱导 恒 等 自 同 构 . 这 与 
假设 矛盾 . 同 理 可 证 , N Cpe x C, x Cp. 口 


引 理 11.8.13 设 G 是 Noa 群 ,N 是 G 的 极 大 阶 的 交换 正规 子 群 . 若 |G| 2 p, 
则 Ui(G) < N &.|N| =p’. 
MERA Ji [281]. m 


定理 11.8.44. KRG EN». N) |G| « pê. Æ |G| — p°, MG 是 下 列 互 不 同 构 
的 群 之 一 . 

(1) G = (a,b | a? = = 1, [a,b] = a? y; 

(2) G = (a,b, c | a = t^ = c? = 1, [a,b] = 1, [a,c] = aP, [b, c] = bP). 

证 明 |G) 25» AN EG 的 极 大 阶 的 交换 正规 子 群 . 由 引 理 11.8.12 和 引 
38 11.8.13 可 知 , N & Cs x Cpe 或 Cpz x Cpa x Cp. 9€ GVN EE g EN LK 
S—+ p Wr ARIMA K = (N,g). N K 是 wp 交换 的 . 由 引 理 11.8.8 推出 olg) 2 p’, 
即 对 任意 的 ge GV N B olg) 2 p. BN & Cys x Cyr Al N= Cp x Cp x Cp 两 
种 情形 讨论 . 我 们 断言 K = G. 

情形 1 N= (a) x (b) = Cys x Cp. JERY (b) IG, (a?) IG H olg) < pt. 

首先 证 明 o(g) = p*: Æ olg) = p*, PTA N = (gP) x (b). HA b g Calg), W g E 
(b) 诱导 一 个 p WARM. 于 是 存在 l 使 得 (1, p) =1 H (g? b)? = gh othe, 注意 
到 (gb) « G. 故 存在 7 使 得 (gn b)? = (g^ br. BETTI 1 = 7 = 1-- lip(mod p?). 
从 而 plli. 5 (11,p) = 1 矛盾. 车 olg) = p, TIR g = ast bY. & gy = ga-*?b-*. 
则 o(g:)=p. EA, gi € GAN, 3X 5234 ge GV N 时 , o(g) 2 p? FE. 故 o(9) =p’. 

Bg? =a Ph, 3E plti, WW o(ga- 915751) = p, HH ti = tip. & gi = ga^ 16765. 
Wo €G\N E olg) =p, FE. WM ptt. FÆ N = (a) x (g?). AT K = (a,g | 
az =g” — 1,[a, g] = a» gi”). 计算 可 知 ， 


K = K' = (a,b | a? =W —1,[a1,5] =a”). 


再 证 G 同 构 于 群 (1): RK < G， 则 存在 M < GHA K<M<GH 
go € M \ K， 容 易 看 出 , gz YE N 上 诱导 一 个 p 阶 自 同 构 ， 与 上 面 的 论证 类 似 
可 知 , olg) = p3， 因 为 g 在 K 上 诱导 一 个 p 阶 自 同 构 且 (g^) IG, 不 妨 设 
g2 = gitar’ gir’, HEIS c(M) = 2 H exp(M') = p. WM J& p 交换 的 EE 
意 到 N = (a) x (g^). 则 gj = a%Pg??. & gs = gag. WM o(gs) =p. BR, 
g € GN N. FE. 因而 G= K & K^. KAR (1). 
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情形 2 N = (a) x (b) x (c) = Cp x Op x Cy. 此 时 (a), (b), (c) IG A 
o(g) € p*. 

首先 证 明 o(g) = p: Æ olg) = p, W N = (gP) x (b) x (c). BA b e Calg), 所 
以 9 在 (b) 上 诱导 一 个 p Ér BAM. 故 存在 L 使 得 (15, p) =1 H (g?b)9 = grb thr. 
注意 到 (grb) a G. WEE t 使 得 (g^b)? = (gr?b)t. HETI 1 = t = 1+1,p(mod p?), 
从 而 pili. 矛盾 . 故 olg) = 

设 gP = a*Pb'Pcl, i pil, W (ga7*b7*)? = 1. & gi = ga-*b-*. W o(g)) =p R. 
g € GAN, FE. BW ptl. POR N = (a) x (b) x (g^). F [a,g] =1, MW (g) 3G. 从 
而 [b,g] = 1. 这 与 9 在 N LBS p 阶 自 同 构 矛盾 . 故 


= (a,b, g | a = =g” = , [a, g] = a”, [b, g] = o"), I£nt£p-l. 


di n > 2, 则 (ab) AG. 然而 , (a,b, g^) < Ne((ab)) B. |(a,b, g?)| = p?o(ab), 矛盾 . Al 
而 n=1. 

再 证 G 同 构 于 群 (2): 设 K < G， 则 存在 M < G 使 得 K<M<G 且 
g;€ MXVK. 与 上 面 论证 类 似 可 得 , go XE N 上 诱导 p 阶 自 同 构 且 olg) =p. 注意 
Z| N = (a) x (b) x (g^). WW gj = a*:Pb?gh». & gs = g2a7 157^ g^^. M] o(gs) = 
显然 , 93 € GAN, FE. 因而 G = K. 此 为 群 (2). 

反之 易 证 定理 中 的 两 类 群 互 不 同 构 且 是 Nz RE. 口 

E G 是 ps 阶 的 Nz 和 群 ,使 用 [270] 给 出 的 p^ 阶 群 的 分 类 及 使 用 Magma 检查 
小 群 库 中 的 群 , 文献 [281] 列 出 了 结果 . 


11.8.8 ” 非 正规 子 群 在 其 正规 化 子 中 的 指数 为 pi(i > 3) 的 p 群 


本 节 分 类 Si 群 , 即 非 正 规 子 群 在 其 正规 化 子 中 的 指数 恰 为 p 的 有 限 p 群 . 这 
里 1 > 3. 本 节 内 容 取 自 [277]. 

定理 11.8.15 设 G 是 非 Dedekind p 群 ,i 是 大 于 2 的 整数 则 Ge Si 4A 
仅 当 G 是 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) M,(@i+1,m),m<i+1,; 

(2) Mp(1, 1, 1) * Cpi 

(3) Dg * Qs(i = 3). 

(4) (a,6,6,d | at = bt = c = dt = 1a = dà, = 2, [a,b] = aè [ba] = 
a*, [c, a] = &?, [d, a] = [c, b] = ab, [c, d] = 1)(i = 3). 

情形 1  |G"| — p. 

设 Ni 是 G 的 极 小 阶 的 非 正规 子 群 . 则 Ni 的 所 有 极 大 子 群 在 G 中 正规 . 于 
是 Ni 不 能 由 它 的 极 大 子 群 生成 . 由 此 可 得 Ni 有 唯一 的 极 大 子 群 . 于 是 Ni 循环 . 
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4 和 Ni = (b). 因为 Ni f G, 故 存在 ae G 使 得 [a,b] #1. 因为 |G'| = p, 故 (a,b) 
是 G 的 内 交换 子 群 , $ H = (a,b). 由 引 理 10.1.1 可 得 , G = H « CG(H). AW 
H 内 交换 , 故 Cux(M) < H. 从 而 Ce(Ni) > Co(H) E Ca(M) > Cg(Ni). 于 是 
Cc(N1) = No(N1) < G. H G € S; WH, Ni Æ G 的 具有 极 大 阶 的 非 正规 子 群 . 由 
此 推出 G 的 所 有 非 正规 子 群 有 相同 的 阶 . 

E G 的 所 有 非 正规 子 群 均 为 p 阶 , 由 定理 11.1.7 可 知 , G 是 下 列 群 之 一 


Mp(i +1,1), M,(1,1,1)*C, 或 Dg*Qg (i= 3). 


E G 的 所 有 非 正规 子 群 均 为 p" Br, 其 中 m > 2, UJ (G) < Z(G). # p» 2, 
由 [181] 中 的 引 理 3.2 可 知 , G & My(i 十 1,m), 其 中 m < i1. 若 p = 2, 因为 
G-—-H*Og(H), W G e S, 从 而 He S;， 由 此 可 得 A & Mo(i 十 1,m), 其 中 
m «€ i--1. & Co(H) € H. 则 存在 ce CG(H)NH. $ H = (a) x (b) Bc? =a" Ww, 
n,s,t 2 1. FE. 于 是 Ca(H) <H, G Ma(i - 1, m), HA m «4-1. 

# s> 2, W ca —c-? "a? V" £ H AAW p. FE (6,5) AG B. |(b,c1)| z 
|(b)|. 这 与 G 的 所 有 非 正 规 子 群 同 阶 矛 盾 . 

Hs=1Ht>2,Wa=c? a^ t H BAM p. T (e) AGH 
Kal z bl 这 又 与 G 的 所 有 非 正规 子 群 同 阶 矛 盾 . 

#s=-1Ht=1,4 


K = (H,c) = (a,b,c | a? ^ =b?” = 1, [a,b] = a” , c?" = a2b?, [c, a] = [c, 0] = 1), 


Hm <i+l. Hi+1>3, Wa =c? aba? ¢H BAM p. 于 是 (ci) 4G H 
Kel zz b). 这 与 G 的 所 有 非 正 规 子 群 具有 阶 |Ni| 矛盾 . P i19 m = 2, 因为 
GES; H (b) AG, f n 2 2. FH (ca) AG, A |(ca)|  |(b)|. 这 还 是 与 G 的 所 有 
非 正 规 子 群 同 阶 矛 盾 . 

情形 2 |G| >p. 

对 |G| (FIBA. 车 |G| = p^ H G e Ss, 则 G 的 所 有 非 正规 子 群 均 为 p Wr. 
由 定理 11.1.7 可 知 , G 是 下 列 群 之 一 : G = M,(4,1), Mp(1,1,1) * Cys 或 Dg * Qs. 
结论 成 立 ， 设 结论 对 阶 < |G| KRR. AA G 是 p SÉ, 存在 p 子 群 N 使 得 
N < G' 门 2(G). 由 引 理 11.8.1 及 归纳 假设 得 , G/N 是 定理 中 的 群 之 一 . 

当 G/N 同 构 于 定理 中 的 群 (1), (2), (4) 时 , 将 导出 矛盾 . 当 G/N AIF (3) 
IN, 则 可 得 G 同 构 于 群 (4). 因而 定理 的 结论 成 立 . 证 明细 节 略 去 . 

<= : 由 [181] 中 的 引 理 3.2 及 定理 11.1.7 可 知 , 群 (1) 一 (3) 是 S; f. HGH 
构 于 群 (4), W G' = (a?) x (2) = Z(G) = Q1(G). 易 证 G 的 所 有 25 阶 的 商 群 同 构 
T Qs * Ds. V H AG. FuE[NG(H): H| = 2. 于 是 Ge Ss. 
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# |H| = 24, W |z(13(G)| 22. $ G- G/H()3(G). AA |G = 25, RE 
同 构 于 群 (3). 但 是 [H| = 25. 由 定理 11.1.7 可 知 H 8G. MA AG, FA. 

z |H| = 23, W |H()Q3(G)| 22. $ G= G/H(YQ(G). AA G| = 25, G A 
构 于 群 (3). 但 是 [H| = 22. 仍 由 定理 11.1.7 可 得 AIG. W H a G, FE. 

# |a| = 2, M HNO 22. $ G= G/Hf|)Q(G). AA |G| = 25, & 
G 同 构 于 群 (3). 然而 [H| = 2. H H 4 GHH AG 再 由 定理 11.1.7 可 得 
INz( 互 ) : H| = 23. 于 是 |NG(H) : H| = |Ne (H) : H| = 2°. 

# |H| = 2, 因为 (G) = (a?) x (9) = Z(G), RAG, 矛盾 . m 
11.8.4” 非 正规 子 群 在 其 正规 化 子 中 的 商 群 循环 的 p BÉ 


设 G 为 有 限 bp 群 . AX G 的 所 有 非 正 规 子 群 H 均 有 No(H)/H 循环 , WEK 
G 为 As 群 . 张 军 强 在 文献 [262] 分 类 了 Na 群 . 本 节 介 绍 该 分 类 结果 . 

引 理 11.8.16 设 G 是 Ne #. 则 下 列 结 论 成 立 . 

(1) H«G, DH LAN, 群 ; 

(2) # NAG, Wl G/N BR N: 群 ; 

(3) € G AA Dedekind p #, N) G 没有 p? 阶 初等 交换 子 群 . 

证 明 (1) RL RA ARERR. WU L YE G 中 非 正规 且 工 是 五 的 真子 
群 . 因为 G 是 NM 群 , 故 No(L)/L 循环 . 于 是 Ng(L)/L 也 循环 . 

(2) X T/N 是 G/N WERTE. 则 了 在 G 中 非 正规 . 因为 G 是 NM E, 
故 NG(T)/T 循环 . 于 是 (No(T)/N)/(T/N) 也 循环 . ER gN € Neyn(T/N), 则 
(T/N)s =T/N ET? =T. 因此 Neyn(T/N) = Ne(T)/N. 从 而 


Nan (T/N)/(T/N) = (NGa(T)/N)/(TIN) 


也 循环 . 

(3) EB, L 是 G 的 p? 阶 初等 交换 子 群 。 则 对 L 的 任意 p 阶 子 群 K 有 
Na(K)/K > L/K 非 循环 . FÆ K «4 G. Am L< ZG). 8 H ÆG 的 极 小 阶 
非 正规 子 群 . 由 引 理 11.1.1 可 得 , H 循环 . 于 是 |H(|L| < p. 从 而 Ne(H)/H > 
HL/H & L/L()H, 非 循环 , FE. 故 G 没有 p? 阶 初等 交换 子 群 . 口 

下 面 我 们 分 类 Ne 群 . 分 |G'| =p, |G"] = 到 和 |G'| > p? 三 种 情形 讨论 . 

定理 11.8.17 设 G RAT p #, |G'| =p. 则 G ÆN 群 当 且 仅 当 G 为 下 列 
互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) Hamilton p 群 ; 

(2) Mp(n, m) = (a,b | a" = bP” =1, [a,b] =a?" ), HP n>2; 

(3) Qs x Cont: = (a,b,c | at = 1,0? = a?, [a,b] = a2, c? ^* = 1, [a,c] = [b,c] = 1), 
HP k > 1, 01(G) = (a?,c?) & Ez; 
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(4) Mp(1,1,1) * Cosi = (a,b,c | a? = b= oP" = 1, [a,b] = c", [e, a] = [e, b] = 
1), RY k>1, wR p = 2, (G) = (ab, c^) & M,(1, 1,1). 

证 明 ”使 用 导 群 p 阶 的 有 限 p 群 的 结构 定理 , 见 定理 10.1.2, 结论 不 难得 到 . 
证 明 略 去 . 口 

定理 11.8.18 设 G ZAR p 8E, |G'| 2 5?. N G ÆN 群 当 且 仅 当 G 为 下 列 
互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) (2,5, e | at = ct 2 1,0? = a?, [a;b] = ae", la, c] = e, [b,c] = 1), seep G XX 25 
阶 内 亚 循 环 群 , Q(G) = a e) S Ez; 

(2) (a,b, c | a? = p = cp = 1, [a,b] = c, [a, c] = Be [b e] = 1), HP p> 2 A 
v 三 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p HEA AEM, OG) = (a, c, P) = Mp(1, 1, 1); 

(3) (a,b, c | a = ê = 1,63 = a-3, [a,b] = c, [a,c] = a3, [b,c] = 1), 此 时 G 是 34 
阶 极 大 类 的 内 亚 循环 群 , O(G) = (a,c) = Ez; 

(4) 24 阶 极 大 类 2 群 ; 

(5) (a,b | a?” = b?” = 1, [a,b] = qa 2H Ty n —3,t € {0,1}, m € {2,3}; 

(6) (a,b | a?” = 1,64 = a?" , [a,b] = a72}, n = 3. 

证 明 设 G 是 一 个 |G'|=p? WN. R WFE N « G' 使 得 N 是 G 的 p 阶 
正规 子 群 . + G = G/N. 则 由 引 理 11.8.16 可 得 , G 是 导 群 p 阶 的 NV 群 . 从 而 G 
同 构 于 定理 11.8.17 中 的 群 之 一 . 对 G 的 各 种 情形 讨论 即 可 得 结论 . 证 明 略 去 o 

定理 11.8.19 KRG AAR p E, |G| 2 p?. RI G 是 Ne 群 当 且 仅 当 G@G AAT 
下 列 的 群 之 一 . 

(1) Br 2 29 的 极 大 类 2 群 ; 

(2) (a,b | a?" = b?” =1, [a,b] = aq 2*9" 7) we n > 4,t € {0,1}, me {2,3}; 

(3) (a,b | a?” = 1,64 = a?" , [a,b] = a2), RP n>4. 

证 明 假设 G 是 |G'| = 5» NN H WHE G 的 p NERT N < 
G'f1Z(G). h51% 11.8.16 可 得 , G = G/N 是 As E. TE G J& |G"| ^ p? HN. 
E. 从 而 G 同 构 于 定理 11.8.18 的 群 之 一 . 对 G 的 各 种 情形 讨论 及 使 用 归纳 法 即 可 
得 结论 . 证 明 略 去 . 口 

设 G 是 有 限 p EE. 注意 到 p > 2 时 , FH A 是 1- 单 列 的 当 且 仅 当 No(H)/H 
循环 . 于 是 由 Na 群 的 分 类 定理 即 得 如 下 推论 . 

推论 11.8.20 KG 是 有 限 p 群 ,p 52. MG 的 非 正规 子 群 均 是 1- 单 列 的 当 
H4x 3: G 同 构 于 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) 交换 p 群 ; 

(2) Mp(n, m) = (a,b | a?” = bP" = 1, [a,b] =a?" )n22 
(3) Mp(1, 1, 1) * Ceti = (a,b, c | a? = b? = cr a 1, [a, b] = c?^, [c, a] = [eb = 
1), # p=2 BH, k > 1, (G) = (a,b, P") SM, (1, 1, 1); 


1 
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(4) (a,b, c | a? = bP” = c? = 1, [a,b] = c, [a,c] = bP, [b,c] = 1, v1 或 是 一 个 
E] 8693€ p 的 平方 非 剩 余 ; 

(5) (a,b,c|as = c? = 1,03 = a-3, [a,b] = c, [a,c] = a3, [b,c] = 1), 此 时 G 是 一 
个 34 阶 极 大 类 的 内 亚 循环 群 . 

定理 11.8.21 设 G RA pÆ. M G 的 非 正规 子 群 均 单列 府 入 于 G HAR 
当 G 同 构 于 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) Hamilton p 群 ; 

(2) M,(n, m) = (a,b | a?” = t?" = 1, [a,b] =a?" ),n22; 

(3) Mp(1,1,1), p > 2; 

(4) BY > 2* 的 极 大 类 2 群 ; 
(5) (a,b | a2” = b” = 1,[a,b] = a-?*** ),n > 3,te (0,1). 

证 明 i G 不 是 Hamilton p Æ. AG 为 (2) BH, W G 为 亚 循环 的 内 
交换 p HH O(G) = Z(G). 从 而 G 的 非 正规 子 群 H 都 包含 G 的 一 个 生成 元 
E (H,e(G)) = Ca(H) Æ G 的 包含 H 的 唯一 的 极 大 子 群 . 因为 Co(H)/H = 
No(H)/H 循环 , 故 H 单列 借入 于 Co(H). 于 是 单列 嵌入 于 G. # G 是 (3) 型 
F, W d(G) 2 2 B. |G| 2 p. 从 而 G 的 非 正规 子 群 互 都 为 p 阶 且 包含 于 唯一 的 
pP 阶 子 群 (H.e(G)) 中 . 故 H 单列 嵌入 于 Co(H). 于 是 H 单列 代入 于 G. HG 
为 (4) BH, WG 是 S, RE. 于 是 


grt 


G= (a,b|a = 1,50? — a?" , [a,b] =a ?2+ ), 


其 中 i,t € {0,1}. W (G) = (a?) 且 其 所 有 子 群 都 正规 于 G. 从 而 H 非 正规 当 且 
AH H = (a bat), 其 中 2 22 包含 万 的 极 大 链 为 


z—1 


H = (a? bat) < l(a” , ba!) <--- < (a, ba’) « G, 


这 个 链 是 唯一 的 ， 于 是 H 单列 嵌入 于 G. AGH (5) BR UG 是 S RE, 
$(G) = (a?,0?) 且 其 所 有 子 群 都 正规 于 G. 类 似 可 得 , G 的 非 正规 子 群 都 单列 杠 入 
TG. 

反之 , & G 的 非 正规 子 群 都 单列 嵌入 于 G, 则 G 是 As E. 验证 易 得 , G AE 
理 中 所 列 的 群 之 一 . 口 

注 11.8.22 Blackburn 等 在 文献 [34] HRT n 单列 性 何 时 可 以 推出 单列 诬 入 
的 问题 . 他 们 证 明了 : 对 p > 3, 2- 单 列 循环 子 群 一 定 是 单列 谨 入 的 . 然而 , 1- 单 列 循 
环 子 群 不 一 定 是 单列 诬 入 的 . 例如 , 在 推论 11.8.20 P, k 21 的 (3) 型 群 、(4) 型 群 
和 (5) 型 群 都 有 1- 单 列 循环 子 群 但 它们 不 是 单列 说 入 的 . 
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11.9 ” 非 正规 子 群 生成 真子 群 的 p 群 


Cappitt/9] 从 非 正 规 子 群生 成 真子 群 的 角度 研究 比 Dedekind 群 更 大 的 群 类 . 
设 G 是 有 限 群 . Cappitt 在 文献 [45] 引进 了 一 个 新 的 子 群 概念 : S(G) = (H « G | 
H 4G). 显然 ,一 个 Dedekind # G AH S(G) = 1 的 群 , Cappitt 称 S(G) < G 的 
FE G 为 广义 Dedekind f£. 他 证 明了 : 广义 Dedekind 群 的 暴 零 类 至 多 是 2. Reboli 
和 Kappe 在 文献 [110], [191] 对 广义 Dedekind 群 做 了 进一步 研究 . 她 们 证 明了 : 广 
X. Dedekind 群 的 导 群 是 循环 的 , 且 分 类 了 二 元 生成 的 广义 Dedekind ff. Reboli 在 
文献 [191] 引进 了 又 一 个 子 群 概念 : CS(G) = (g E€ G | (g) AG). 她 证 明了 : 对 于 
任意 群 G, 均 有 CS(G) = 3S(G).， 曲 海 鹏 在 文献 [189] 给 出 了 Dedekind 群 和 广义 
Dedekind 群 的 一 个 新 刻画 . 本 节 介 绍 他 的 结果 . 

显而易见 , 有 限 群 G 是 Dedekind 群 当 且 仅 当 对 每 个 ze G 都 有 (z) 3G. X 
一 步 地 , 我 们 还 有 下 列 刻画 . 

定理 11.9.1 KRG 为 有 限 群 。 若 对 x e G\ OG) 均 有 (z) IG, MGA 
Dedekind #. 

证 明 ”由 于 G/B(G) A Dedekind 群 , 因此 G eS. 假设 G 为 极 小 阶 反 例 . 则 
G X p BE. 进而 , 由 引 理 11.1.2 知 , FE N 3G AN « G' 使 得 G/N 3E Dedekind 
WF. 因而 |G’| = p. 从 而 8(G) = G01(G) < Z(G). 因此 任 取 x eG, (£) dG, BG 
为 Dedekind #, 矛盾 . m 

为 方便 有 限 群 G 称 为 P SE, E G 有 一 个 极 大 子 群 M 使 得 对 任意 的 ze 
G\M 都 有 (zx) SG. 下 面 我 们 给 出 广义 Dedekind 群 的 若干 性 质 并 证 明 : G 是 广义 
Dedekind 群 当 且 仅 当 GRP 群 . 

引 理 11.9.2 设 G 为 有 限 群 , M<G 且 M4G. 则 G’=[G\M,M]. 

证 明  N=[G\M,M],G=G/N HM=M/N. 显然 只 需 证 明 G 交换 
EA GVM-GVM € OM), 所 以 |Cg(M)| 2 1-]IGV M| 2 12- [G|/2. 因此 
Co(M) =G. HF M «G, 因此 G 交换 . D 

引 理 11.9.3 ik G X P SÉ. I] G RRA c(G) « 2. 

证 明 ERK rz © G\M, WW (cz) 3G. 因此 G/Cc(z) S Au 
的 自 同 构 群 交换 , 因此 G < Co (x). 从 而 G' < Cg(G\ M) = 

FH, 我 们 总 假设 G 为 有 限 p 群 

定理 11.9.4 KRG X DP f. N G' 循环 . 

证 明 ”选取 适当 的 ae G\ M 使 得 [a,G] RK. 因为 [a,G] < (a) IG, 所 以 
[a,G] 3G. WE G = G/[a, G] ZH. 因此 G' = [a, G] 循环 . > H = ae 
[a,G]}. 由 于 [a, G] 循环 , 因此 H < G. 注意 到 a € H\M, 因此 G = (G\(M UA), a). 


t((z)). 注意 到 循环 群 
Ce(G)= Z(G). O 
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任 取 y € G\(M U H), JU [a, G] = (la, y]) < [y, G]. 根据 a 的 选取 可 知 , [y, G] = [a, G]. 
故 G 交换 . 口 

引 理 11.9.5 ik G ZARE, G 循环 且 M < G. X (lab) = C, NEE 
zEGNM 使 得 (la,z]) = G'. 

证 明 ”车 否 , 令 G=G/51(G”). 则 Ca) > (GVM) =G. 因此 [a,b] € O1(G"), 
矛盾 . 口 

引 理 11.9.6 ik G X P5. 

(1) z vwvxe GV M B. [z, M] 2 G', Jt] o(z) = exp(G); 

(2) 车 |G'| = 2 E exp(G) = 4, IJ] G A Dedekind #. 

证 明 (1) HEX |G'| = p 时 结论 成 立 . + z 为 最 小 阶 元 , 其 中 ce G\M 
AL [z, M] = G'. 断言 exp(G) = o(z). HA, 以 下 将 证 明 x € Z(G), 进而 得 出 矛盾 . 

首先 , 断言 (z) 门 (y) = 1, 其 中 y € G H ola) < oy). HA, 不 妨 设 z?” = 
y?" ,其 中 o(z) = p",o(y) = p^. AW |G'| =p H n » m, FEL y^" " e Z(G). 
此 (zy "p" =1 H [ey ?" M) = G', 这 与 o(z) 的 极 小 性 矛盾 . 

其 次 , FER y € G, 断言 [m y] = 1. 假设 olx) < oly). 若 yEeEGNM, 则 (人 aaC， 
因此 [x,y] € (x) (Xy) = 1. &yeM, M eyeG\ M. 注意 到 o(y)>olz) > |G']| 2p 
AGA p 交换 的 , W o(ry) = oly). AT [z,zyl == 工 . 进而 [ry] = 1. 假设 
o(r) > o(y)， 则 可 选取 适当 的 z eG 使 得 o(z) > olx). 从 而 o(zy) = o(z). 因此 
[r, 2] = [r, zy] = 1. 故 [x,y] = 1. 也 即 当 |G'| = p 时 结论 成 立 . 

4 G=G/0i(G’). RREA 11.9.4 及 上 述 所 证 可 知 , o(z) = exp(G). AA 
[r, M] = G', 所 以 G' < (x). 因此 


o(z) = o(z)|D1(G^)| = exp(G)|U1(G")| > exp(G). 


8X o(z) = exp(G). 

(2) Zi, 则 存在 元 素 a € M 使 得 (a) AG. 由 引 理 11.9.5 知 , 存在 z € GV M 
使 得 [a,c] Z 1. $ H = (a,c). 容易 验证 H EPH. AA (a) 4 G B. G" « (x), Pr 
以 (a) 门 (z) = 1. 从 而 H = M3(2,2) 或 者 Ds. 因为 Ds 为 M2(2,2) 的 商 群 , 所 以 Ds 
是 P SHE. 但 容易 验证 Ds 不 是 P SE, 矛盾. 口 

引 理 11.9.7 设 G 非 Dedekind 群 且 exp(G) = p°. # G X P 3 B. |G'| =p, 
则 M = Qe (G). 

证 明 ”因为 |G'| 2 p, PUA p > 2 时 , G 是 p RRNA p —2 if, G dé 4 
交换 的 . E 5| 38 11.9.6(2) 知 , Zi p = 2, 则 exp(G) > 8. 因此 Qu 1(G) < G. 

下 面 来 证 明 M < Q 1(G). BA, 设 G 为 一 个 极 小 阶 反例 . MFE acM A 
o(a) = p*. 由 引 理 11.9.2 知 , 存在 z Ee G\ M H [z, M] =C. 从 而 由 引 理 11.9.6(1) 
ZN, o(z) = p*. 
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车 ([a, M]) = G", 则 由 引 理 11.9.5 知 , FE y € GV M 使 得 (la, y) = G'. AA 
G 为 极 小 阶 反例 ,所 以 G= (a)(y) EM = (a My P), 我 们 断言 (y) Nla) = 1. d ^ 
失 一 般 性 , 可 设 yP = oP . 因此 (ya!) —1. 因为 ([ya-loal) = al =0, 
所 以 由 引 理 11.9.6(1) 知 o(ya-!) = p°, 矛盾 .类 似 地 可 证 , (y) 门 (ya) = 
[v,a] = [y ya] € (y) 门 (ya) = 1, FÆ. 

车 la, M] < G', 则 类 似 上 面 的 证 明 可 得 (z) Nla) = 1. 进而 (x) 门 (xa) = 1. Al 
AG’ < (x), 所 以 [xa, G] eG' 门 (za) = 1, BY za € Z(G). 因此 [a,M]= [AM =G", 
矛盾 . 口 

定理 11.9.8 设 G 3E Dedekind 群 且 exp(G) = p*. # G X P Œ, A) M = 
Ne- (G): 

证 明 OS G=G/Ui(GC"). 假设 |G'| = pt. 由 引 理 11.9.2, EH 11.9.4 以 及 引 
Æ 11.9.6(1) 知 , exp(G) = p^ ^. xem 11.1.2 4, G 3E Dedekind. 根据 引 理 
11.9.7 可 知 , M = Qe- (G 3 因此 M <Q,.-1(G). 由 引 理 11.9.6(2) 40, Æ p = 2, 则 
e—k+1>3. 因此 G Æ pc? 交换 的 且 We_1(G) < G. I M = Qe a(G). 口 

引 理 11.9.9 设 G 非 Dedekind 群 且 exp(G) = p°. # G X P Æ |G'| = p, 
RJ G' = Ue (G). 

WEAR ”由 定理 11.9.8 知 , G 为 ze XR. 因此 Ou a (G) = G/Q, 1(G) = Cp. 
下 面 来 证 明 G' < 5。_1(G). 事实 上 , 由 引 理 11.9.2 知 , 存在 zs G\M H [z, M] = æ. 
由 引 理 11.9.6(2) 知 , o(z) = p*. 因此 G' = eli((z)) < Ue-1 (G). Ll 

定理 11.9.10 i& G 3E Dedekind 群 且 exp(G) = p°. $ G X P #H |G'| = p, 
k 2.1, 则 G' 2 0, «(G). 

证 明 ”由 引 理 11.9.2 All, 存在 x € GV M 且 [m, M] = G'. 由 引 理 11.9.6(2) 
&l,o(r) = p. & G = G/U (G). WG Æ P E. 进而 , 由 引 理 11.1.2 Atl, G 3E 
Dedekind. 由 引 理 11.9.6(2) 知 , exp(G) = o(z). 由 推论 11.9.9 知 , 5。k(G) = Q. 3E 
意 到 0, kx(G) = 0, .(G)/01(G^). 因此 0, kx(G) = G'. O 

现在 , 我 们 有 如 下 的 定理 . 

定理 11.9.11 设 G 是 一 个 有 限 非 Dedekind p 群 且 exp(G) = pé. NGAP 
群 当 且 仅 当 M=0.-1(G), G' = Cpe E Ue—lG) = G' 

证 明 ”由 定理 11.9.4、 定理 11.9.8 以 及 定理 11.9.10 知 , 我 们 只 需 证 明 充 分 性 . 
任 取 ze GANM, 有 olz) = ze. 因此 Oe s ((z)) = G'. 因而 (zx) 3G. S G Æ P REO 
根据 这 个 定理 , 我 们 可 以 给 出 有 限 广义 Dedekind 群 是 P 群 的 一 个 新 证 明 . 

推论 11.9.12 IRSE G X P 8EX BAL% G 是 广义 Dedekind 群 . 

WEBB ”不 失 一 般 性 , 假设 G 为 有 限 非 Dedekind p 群 . FuEE G 是 P æ, 则 
S(G) < M. ÆW H «G H H € M, 由 定理 11.9.11 MM, Oe (H) = ok(G) 2 CG’. 
Alt HAG. WH S(G) <M. 口 


因而 
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11.10 循环 子 群 或 正规 或 正规 化 所 有 子 群 的 p 群 


郭 秀云 等 [3 研究 了 每 个 循环 子 群 或 正规 或 正规 化 所 有 子 群 的 有 限 群 ( 称 之 为 
N EE. 注意 到 , 群 G 中 正规 化 G 的 所 有 子 群 的 元 素 构成 G 的 特征 子 群 ， 记 为 
N(G). 显然 Z(G) < N(G). N 群 的 子 群 和 商 群 还 是 N ff. G Æ Dedekind 群 当 
BRS G= N(G). Alt, N 群 可 看 作为 Dedekind 群 的 一 种 推广 ， 近 年 来 , WH 
云 和 他 的 学 生 在 有 限 p 群 领域 获得 了 丰富 的 成 果 , 见 [44], [74], [75], [156], [206], 
[221] 一 [225], [255], [281] 一 [285]. 本 节 介 绍 他 们 在 文献 [73] 的 结果 . 

定理 11.10.1 HG 是 有 限 群 . 则 G 是 N 群 当 且 仅 当 G ARORCERE, 它 的 所 有 
Sylow 子 群 是 N 群 且 至 多 一 个 Sylow 子 群 不 是 Dedekind #. 

证 明 GENE. Pe SyL(G) Ha RG I p 元素. 因为 (x)<2G 或 
x € N(G) 故 Plz) ÆG 的 p 子 群 . 于 是 ze P 且 P<4G. 由 此 可 得 G m5. 设 
P H Q 是 G 的 两 个 不 同 的 Sylow 子 群 且 P A Q 都 不 是 Dedekind 群 . 于 是 存在 
ceP, y EQ IET (z) APA yg N(Q). & g= zy. W (g) = (x) x(y). 若 (g) 3G, 
WW (z) 3G, 矛盾 . 车 ge N(G), W y € N(G), 从 而 ye N(Q), 也 是 矛盾 . 于 是 G 不 
是 N RE, 矛盾 ， 

RZ, 车 G 的 所 有 Sylow 子 群 是 Dedekind 群 , 则 G 也 是 Dedekind 群 . 设 G 
恰 有 一 个 Sylow 子 群 P 不 是 Dedekind 群 . 则 G = P x H, 其 中 (P|, |H) =1 E 
H 是 Dedekind 群 . 由 [223] 中 的 引 理 2.1 可 得 N(G) = N(P) x H. Rg eG. WH 
在 ze P, yc HIER g= xy BH. (g) = (x) x (y). E (x) SP, Wg) 3G. E (x) AP, 
W ze N(P), 从 而 g € N(G). m 

引 理 11.10.2 iX P LAIR p #. 

(1) # N(P) <P, R] N(P) 交换 ; 

(2) # PAN #, Rl c(P) < 2. 

证 明 (1) 因为 N(P) Æ Dedekind 群 , 由 [193] 中 的 定理 5.3.7 和 [53] PHE 
H 6.5.1 可 得 N(P) 交换 . 

(2) EB, FE x,y € P 使 得 [x,y] e Z(P). 由 [198] 中 的 定理 可 知 x, y g N(P). 
从 而 (x) 和 (y) 均 在 P 中 正规 . 故 (x, y) 是 非 交 换 的 亚 循环 群 . Æ (my) % Qs, 由 
[113] 可 知 , (x,y) = (a,b), 其 中 (b) A P. 由 此 推出 5e N(P), [a,b] e Z(P). 从 而 
[r,y] € Z(P), 矛盾 . 因而 (x,y) ~ Qs E (x,y) Æ P 的 2 WERTE, 这 隐 含 着 
[x,y] € Z(P), FÆ. 口 

由 定理 11.10.1 和 引 理 11.10.2(2), 即 得 如 下 定理 . 

定理 11.10.3 设 G 是 有 限 群 . 若 G AN SE, R] c(G) « 2. 
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为 了 确定 N 群 的 结构 ， 由 定理 1110.1 TA, 我 们 只 需 确 定 素数 究 阶 的 非 
Dedekind 的 N 群 ， 简称 为 N* RE, G € N* 表示 G 是 一 个 N* 群 . 注意 到 , 者 
GeN*, 则 N(G)<G. 

引 理 11.10.4 4 P RAR p 群 且 PeN*， 则 对 于 卫 的 任意 包含 N(P) 
的 子 群 K 以 及 对 于 x € P\N(P) HA N(K)=N(P), o(z) > exp(N(P) Erg 
Cp(N(P)). 

证 明 ”显然 , N(P) < N(K). 另 一 方面 , 对 于 z € K\N(P), FE y € P 使 得 
(y)? Z (y). 于 是 ye N(P), 从 而 ye K. 由 此 推出 zgN(K), & N(K) = N(P). 

4 xe P WẸ rg N(P) MH =(N(P),z). M] N(H) — N(P). 由 [16] 中 的 陈 
述 1.1 可 得 exp(N(P)) < o(x). # x € Cp(N(P)), Bl] x € Z(H) < N(H) = N(P), 
7. 口 

引 理 11.10.5 4 H RAR ŽA p BA 的 齐 次 循环 群 使 得 exp(H) = exp(A). 
则 存在 ARATA B1444 A= H xB. 

WEAR $ H = (zi) x (a2) x x (an). XE n JAA. E n — 1, 由 [115] 中 的 定理 
2.14 可 知 , H Æ A 的 直 因子 . n> 1. $ Hi = (m) x x(zsa). SRR A/H. 
再 由 [115] 中 的 定理 2.14 可 知 , 对 4 的 某 个 子 群 Bi 有 A/Hi = H/Hi x B3/Hs. 
由 归纳 假设 , 对 Bi 的 某 个 子 群 A B =H xB. Am A=HB,=HxB. O 

引 理 11.10.6 (Iwasawal??3) 4E Hamilton p Æ P 是 模 群 当 且 仅 当 P = Aly), 
其 中 4 是 交换 正规 子 群 , 对 所 有 的 a€E P,a9 =at? , s> 1; #p=2?, Ms >2. 

引 理 11.10.7 设 忆 是 有 限 p 群 且 PeN*. WW P/N(P) 循环 . 

证 明 ”由 N 群 定 义 可 知 , P 的 任意 两 个 子 群 可 置换 . 故 已 是 模 群 。 由 引 理 
11.10.6 可 知 , P = A(g), 其 中 A, g 如 引 理 11.10.6 所 示 . 断言 O.(A) 循环 . 

车 否 , 不 妨 设 A = (z1) x (aa) H olzi) > ps,i = 1,2. 这 意味 着 [rig] £ 1, 
i — 1,2. Æ (g) SP, JU [r:ig] < (zi) 门 (9). 因为 (z1) 门 (g) < (z2) 门 (9) 或 (z2) 门 (9) < 
(1) (X9); De T (x1) fg) = 1 3X (x2) (9) = 1, 从 而 [21,9] = 1 3X [12, g] = 1, 
i 因而 (g d P H g e N(P) 由 引 理 11.10.2(1) RJ AH, z1,z2 Z N(P) H 

(P)f1A = Calg). TA Calg) = {a | a € Ava” = 1). 从 而 N(P) 门 4 是 齐 次 循 
E 4 r 是 使 得 z? c N(P) 的 最 小 正 整数 . Jag N(P). 由 引 理 11.10.4 @, 
exp(N(P)) < o(z9”), 从 而 exp(N(P)) < o(z? ) < exp(N(P)() A). 由 引 理 11.10.5 
可 知 , 存在 B < N(P) 使 得 N(P) = (N(P)(] A) x B, Aii P = AN(P) = Ax B. È 
意 到 zi g Z(P). 故 存在 be B 使 得 [b,x] 41. 然而 , 由 rod g N(P) 可 得 (22b) IP 
H (z3b): = aeb[b, x1] € (vob). 于 是 [b, i] € (x1) (Yx26) = 1, FA. 故 断言 成 立 . 

因为 O,(A) 循环 , A = Ai x (z), 其 中 A < Z(P) H [mg] #1. $ P = (2,9). 
由 [113] 可 知 , P; 同 构 于 Qs 或 两 个 循环 子 群 的 直 积 , 其 中 一 个 非 正规 . & P, ~ Qs, 
则 z9 =a? 这 与 s > 2 FA. 因而 Pi = (m)l) 其 中 (gm) 办 中， 由 此 可 得 
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gı € N(P). 从 而 P/N(P) 循环 . 口 

定理 11.10.8 & PAAR pe. 则 PeN* 当 且 仅 当 忆 =(B,g) x (x), 其 中 
(B,g) 是 由 子 群 B 和 元 9 生成 的 交换 群 , (7) IP, B. B, g For 满足 下 列 性 质 . 

(i) o(z) = p"*™, o(g) =p", 1< m&r&n--1—m,exp(B) « p**17^, € p=2, 
R) n+m > 3; 

(ii) 27 =g ", [B, gg] =1. 

证 明 P € N*. 由 引 理 1110.7 可 知 , 存在 zx € P 使 得 z g N(P) A 
P = N(P)(z). € N(P)(\(z) = (a^). M m 2 1. 由 引 理 11.10.4 可 知 , z?” 是 
N(P) 的 最 大 阶 元 , 故 存在 N(P) 的 某 个 子 群 了 使 得 N(P) =T x (N(P)Y(2)). 
W P=T x (x). 车工 有 元 b 使 得 x? = oc, W (bx)? = b. 然而 , AW be g N(P), 
由 引 理 11.10.4 可 知 o(b) < o(bx), 了 矛盾. 由 [115] 中 的 定理 2.19 推出 T/C (x) 循 
环 且 当 p = 2 时 , olz) > 8. 4 B=Cr(z). WHE g eT 使 得 T= (B,g)y, 其 中 
[Bz] — 1. 

显然 , Clg) = (E) NZP) = (2) MN(P) = (7). XX o(z?") = p. W 

n > 1 E olg) = pé 再 设 x g) = (a)i 20. WEES p 互 素 的 整数 
k 使 得 [mg] = zz 或 [m,g^] = a". FA gt 替换 g, 不 妨 设 mg] = a. A 
z? = rH, AW Cu (g) = (2?"), Kian. 因而 z9 = 217^. 由 引 理 11.10.2(2) 可 
得 , x?” € (x) ()Z(P) = (z?"). AT n 2 m. 

4 o(g) = p. AME g 在 (zx) 上 诱导 一 个 p" WARAK. SX rm. A 
Apa" g N(P) Ht ga" g N(P) E (ga?" ) 3 P. FEFE j e 2 使 得 


(ga?" ')* = (ga?" yl. 从 而 
gr "a?" ES gigiP™ rai Dp ™ 
等 价 地 有 
, 1 
1=j (mod p), =p" +p” = jp™*+ 3JG - Dp" ‘(mod p"*"), 


di r»n-cl-m,ll|i1z;j(mod p"t2-m)， 由 上 述 第 二 个 同 余 式 推出 —p^ = 
0 (mod p"+1), 矛盾 . Ali r<n+l—m. 4 bec Bf g =bg. W z^ =r". 26 
似 地 有 olg) < pH. 于 是 olb) < p^*!—". 由 此 推出 exp(B) < prH, 

反之 , & P= (B,g) x (1) 是 具有 定理 中 所 述 性 质 的 群 . 显然 地 , n > m 或 当 
p=2 WA n>m. AU (x) Z(P) = (z?") 且 P'=([z,g]) = (z? ) < Z(P). > 
y € P. Wy 可 表 为 bg*zxi 的 形式 , 其 中 be B, kie Z. 一 方面 , y? = bgtwi(1+7"). 


11310 “循环 子 群 或 正规 或 正规 化 所 有 子 群 的 p 3E ES. 


AF M, 


y? = y(bg*x*)?” = yg?" i?” [za g^]? 9^ 7072 
= yai? (xit) (p^ —1)/2 
= bgrwi(ltp™). 
因而 对 任意 的 ye Py =y". f ge N(P). 进一步 地 , 因为 [ga ] 1 
故 oP" g N(P). 从 而 N(P) (Y) = (zr") B. N(P) = (B,g) x (zr?”). 令 h 是 P 
的 使 得 h g N(P) 的 一 个 元 . RU h 可 表 为 bg*ztr” 的 形式 , 其 中 be B, k,t,l € Z, 
(p) 31,0€l« m. & 


h? = b(gg, z]) Ex” = bghat? £7?" = hah", 


4 i =1-dp""', Bp 6 BS t = k (mod p?) 的 整数 . HERB n —1 2 n 1— m. 
我 们 有 


hi = h(bg*ai? j-r" E hy t» [g ^, at? éP" 8p” -1)/2 


e hater” p hop (àp^—!—1)/2 
= ha hr" 


= fi, 


因而 (hk) IP APeEN*. D 

推论 11.10.9 3k P AAR p ER Pe N*. RB] |P: N(P)| 2 |N(P) : Z(P)| = 
exp( P"). 

推论 11.10.10 对 于 任意 一 个 素数 p 和 任意 一 个 非 负 整数 m, 存在 一 个 有 限 
p% PAN SEES |P: N(P)| = p”. 

推论 11.10.11 3X P ZAR p ÆRA [P: N(P)| =p. N P—- Rx A, 其 中 
R= (zu | 2P = uP" =], r” = rP"), lok<n, $p-2,8n22,A4 £X 
换 群 且 exp(A) < p". 

证 明 显然 , PE N*. TEPE B <P H gz eP fif P—(B,g) x (zx), 其 
中 (B,g) 交换 , H B 和 g,z 具有 定理 11.10.8 所 述 的 性 质 . 因为 |P: N(P)| = p”, 
故 m —1. 由 此 可 得 , o(z) = Pr+lo(9) = p",29 = 2?" ,1& r <n, exp(B) € p", 
且 当 p=2 时 有 n >22. 注意 到 g € Z(P). 不 妨 设 g e B. 断言 : 存在 A<B 
All u € (B,g) 使 得 (B,g) = Ax (u) H à" = à. 事实 上 , Æ g 是 B 的 极 大 阶 
元 , 则 对 某 个 A < BA B= Ax (g). 从 而 (B,g) = Ax (g). 在 这 种 情形 下 , > 
u=g. 则 断言 得 证 . 4 g^ 不 是 B 的 极 大 阶 元 , Moe B 使 得 b 是 B 的 极 大 阶 元 . 
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WHE Bi < B, $ B= (b) x By. WW g 可 表 为 bd, 的 形式 , 其 中 te Z, bi € By. 
$ g =bg. BR, gı ¢ B,g? € Bi, (B,g) = ((b) x Bi)(gi) = (b) x (Bi,gi), B 
z91 二 gi". 归纳 可 知 , (Bi1,g1) 有 子 群 A < By 和 元 u 使 得 (Bi,g1) = Ai x (u) 
Hz" = zi". > A = (b) x Ai. 则 (B,g) = A x (u), 判断 得 证 . 再 令 R= (x,u). 
N P = (B,g) x (£) = A x R 如 所 求 . =i 


11.11. 交换 子 群 均 为 TI 子 群 的 2 E 


群 G 的 子 群 H 称 为 TI FH, ENTERAR ce GWA HANH =1 或 万 . 显 
A, 正规 子 群 是 TI THE. 众所周知 , 每 个 子 群 均 正规 的 有 限 群 被 Dedekind 研究 并 
确定 . Wall? 确定 了 每 个 子 群 是 TI 子 群 的 群 . 注意 到 , 每 个 交换 子 群 是 正规 的 
群 是 Dedekind 群 . 李 世 荣 等 在 文献 [131] 中 分 类 了 每 个 交换 子 群 是 TI 子 群 的 有 限 
p St. 为 方便 , 以 万 表示 每 个 交换 子 群 是 TI 子 群 的 有 限 p SESS. Ce 万 表示 G 
是 万 群 . 本 节 介绍 他 们 的 工作 . 

下 面 的 两 个 引 理 结论 显然 的 , 证 明 略 去 . 

引 理 11.11.1 4 G RAR DH. # G 的 所 有 交换 子 群 是 正规 的 , 则 

(1) p 是 奇 素数 , 则 G 交换 ; 

(2) # p=2 REG RK, 则 Ge Qs x A, 其 中 A 初等 交 摘 . 

引 理 11.11.2 (1) Fp 是 子 群 闭 的 , PHS GEF, LH <G, 8) H € Fp; 

(23 HAG 的 TI 子 群 且 Ho z 1, MN H aG. 

5|38 11.11.3 M,(n,1) 5 M,(1,1,1)* Con HAT Fp 

证 明 不妨 设 G = M,(n,1) = (a,b | a?” = bP = 1,b-1ab = av), n > 2. 
ALA b-!a?b = alte" )P = aP, 故 Z(G) = (a^) 在 G 中 的 指数 为 p22， 由 此 可 得 
G' C Z(G). AA c(G) = 2, $ [a,b]? = [a?,b] = 1. Ait G' = (la, b)) E |G’|=p. > 
S 是 G 的 阶 大 于 p MARTH. NI S 门 Z(G) 关 1. 因而 G'< 5 HSG. 由 此 得 
G € Fp. 类 似 论证 可 得 , M,(1,1,1) * Cyn € Fp. o 

YER: Mp(n,1) 5 Mp(1,1,1) * Cpn 在 文献 [131] 中 分 别 被 表示 为 G(p^,p) 与 
G(p,p, p”). 

下 面 我 们 分 类 F, E. 

定理 11.11.4 GEF, (p 是 奇 素数 ) 当 且 仅 当 G 是 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) G RR; 

(2) G=M,(n, 1), m 2 2 

(3) G2 M(1,1,1) * Cp, n 2 1. 

WEB] <=: XP G 交换 , 显然 G ce F,(p). 9138 11.11.3 保证 了 群 (2) 和 (3) 属 
于 Fy. 定理 中 的 群 互 不 同 构 是 显然 的 . 
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=: 设 G 是 非 交 换 的 万 群 . 4 Z 是 Z(G) 的 p 阶 子 群 , 由 引 理 11.11.2(2) 
可 知 , G/2 的 每 个 循环 子 群 红 正规 ， 由 于 p > 2, 故 G/2 交换 . 于 是 Z(G) 循环 且 
[G'| =p. 又 G 非 交换 , 由 定理 1.10.1 知 , 存在 G 的 p 阶 子 群 U 使 得 U 不 在 Z(G) 
中 . 令 S=2ZU=2xU, 由 G’= 2 得 ,5S <G. 于 是 G/Ca(U)=G/Ca(lS) 同 构 于 
Aut(S) 的 某 个 子 群 . 众所周知 , Aut(S) = GL(2, p) E. |GL(2, p)| = p(p—1)(p?-1). 由 
此 推出 |G/Ca(0)|=p. I CG(U) Æ G 的 极 大 子 群 . 由 引 理 11.11.2 得 Cec(D) € Fp. 
因为 Z(Ca(U)) 非 循 环 , 故 4 := Co(U) 交换 . 从 而 对 G 的 某 个 循环 子 群 (0) 有 
G = (b)A. 

断言 G = (a,b, Z(G): 事实 上 , 由 定理 1.7.5 得 , 映射 和 :am [a,b] Æ A F G' 
的 满 同 态 . 因为 |G'| = p, 故 对 某 个 固定 的 we 4 有 G = ([a b]). 注意 到 Z(G) 循环 
H 4 交换 . 故 Z(G) CA. 显然 ker 6 = Z(G). 因而 A/Z(G) = G', B. |A/Z(G)| = p. 
4 A= (la)Z(G). Jl G= (a,b, Z(G)), H |G: Z(G)| = p?. 于 是 断言 被 证 明 ， 

车 (a,Z(G)) 或 (b,Z(G)) FAH, W G 有 循环 极 大 子 群 。 由 定理 1.9.1 即 得 
G = M,(n, 1). 

X (a, Z(G)) 和 (b, Z(G)) 均 不 循环 . 于 是 (a, Z(G)) 至 少 有 两 个 不 同 的 p BF 
群 . 不 妨 设 oP = 1. AA e = 1. WG = a,b, Z(G) = Z(G)(a, b). 现在 容易 看 到 
(a,b) 是 p? 阶 非 交换 群 且 |[a, 6]| = p. & Z(G) = (2). 明显 地 , G7" ) 是 G 的 唯一 
的 p 阶 正规 子 群 . 故 对 某 个 满足 (p) = 1 AA kA [a,b] = 29" ^. H zh BR z 得 ， 
[a,b] = 2?" . 现在 得 到 G 是 群 (3). 口 

引 理 11.11.5. iG € 75, Z 是 Z(G) 的 2 阶 子 群 , 若 G/2 X Hamilton f, 
则 G 也 是 Hamilton #. 

证 明 ”由 引 理 11.11.1, 不 妨 设 G/Z = H/Z x A/Z, 其 中 H/Z = Qa, A/Z 初等 
交换 . 

首先 断言 了 = Qs x 2: 事实 上 , 由 引 理 11.11.2 48 He P V 是 H 的 交换 
T. 我 们 将 证 明 V a oH. 首先 观察 到 , 由 Qs 的 每 个 极 大 子 群 循环 可 得 , H 的 包 
E Z 的 极 大 子 群 交换 . 于 是 |H: Z(H) = 4. # |V| 2 4, WU V (C) Z(HD) #1. 特别 地 ， 
Va 21. 由 此 可 得 V48. 车 |VI=2 且 V#2, 则 V2/2 Æ H/Z 的 唯一 的 2 阶 
子 群 . 故 V2/2 < B(H/2). 于 是 VC Z(H), 从 而 也 有 V2H. 由 引 理 11.11.1 即 得 
H =Q x Z. 

其 次 证 明 Qs 2G: 车 4 = Z, 结论 成 立 . VE A > Z. 因为 A/Z 初等 交换 , 只 需 证 
A 的 所 有 包含 Z 的 4 阶 子 群 正规 化 Qs BRI. dd K = QU. N U<K H K/Ok(U) 
同 构 于 Aut(U) 的 一 个 子 群 . 因为 [U| = 4, 故 |Aut(0)lz=2. 从 而 |K/Cx(U)| = 2. 
于 是 Ck(U) 包含 Qs 的 一 个 4 阶 循环 子 群 . 特别 地 , Z(Qs) < Z(K). 从 而 对 于 Qs 
的 每 个 4 阶 循环 子 群 均 有 Vk 关 1. 另 一 方面 , 由 引 理 11.11.2 得 Ke £5. Fo # 
的 定义 可 知 , 对 于 Qs 的 每 个 4 阶 循环 子 群 均 有 V SK. 故 Qs dK. 
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最 后 断言 4 初等 交换 : AA, 则 存在 4 阶 元 uc A 使 得 2 = (u?). WU = lu). 
由 上 述 断 言 知 G= Qs x A. X 
Qa = (a,b | af = bt = 1,0? = 07,0? = a7). 


4 r —au H. X = (z). Wl) z? = (au)? = a?u? 41. 显而易见 , a? M u? 在 Z(G) rn. 
于 是 XG Z1. 由 假设 得 X 4G. 于 是 对 某 个 整数 w， 


a~'u — aby* = (au)? = (au) =a"u", 
这 意味 着 at! =u. 从 而 推出 4| (7 十 1) 且 4| (1— 0), 矛盾 . 因而 4 初等 交换 . 
综 上 所 述 , G = Qs x A. KM G 是 Hamilton #. 口 


引 理 11.11.6 设 G € 75. 若 G 有 一 个 不 在 Z(G) 中 的 2 BA u RF Calu) 
非 交 换 , N) G = Qs * Da. 

证 明 ”显而易见 , 对 于 Z(G) 的 任何 一 个 2 阶 子 群 Z, G/Z 的 每 个 循环 子 群 
正规 ， 由 引 理 11.11.5 可 知 , G/Z 交换 . 故 Z(G) 循环 . id M = Celu), 其 中 以 是 
不 在 Z(G) 中 的 2 阶 元 . 与 定理 11.11.4 的 论证 类 似 可 证 , |G: M| = 2. 又 由 引 理 
11.11.2 得 M € Fo. 车 M/(u) 交换 , WH M/Z 交换 及 (w) 门 2 = 1 可 得 M 交换 . 
与 假设 矛盾 . M M/(w) 非 交 换 , 从 而 M/(u) 是 Hamilton WE. 由 引 理 11.11.5 可 得 
M = Qs x A, 其 中 A 初等 交换 且 Z < Qa. 

断言 |4| = 2: 事实 上 , AW |G: M| = 2, 故 对 xeG\M 有 


(ANAE = ANA” = ANA. 


& ANA 4G. Xi ANA z 1, W ANA 包含 Z(G) 的 一 个 2 阶 子 群 . 于 是 由 2 
是 Z(G) 的 唯一 2 阶 子 群 推出 Z < A, 矛盾 . X ANA — 1. AT AA? = Ax A < 
Q1(M). 另 一 方面 , Q1(M) = Z x A. 比较 阶 可 得 |4| = 2. 

Huc A. lll Q (M) = Z x (u) € Z(M) B. |G| = 25. # Q4(M) = (G), W 
对 于 zeGNM @ |x| > 2. AW exp(M) = 4, W 4 < exp(G) < 8. id X = (x). 车 
|X| = 4, WW z? € $1(M) < Z(M). FÆ x? € Z(G), Afi X aG. BR, (u)X = Ds. 
这 意味 着 M 外 有 一 个 对 合 , 矛盾 . 于 是 |X| = 8. 注意 到 Qo 的 导 群 是 4 阶 的 ， 
而 |G'| = 2. 由 此 可 知 G 没有 子 群 同 构 于 Qa. 其 次 , 考虑 子 群 Gi = (ac) 和 
G2 = (b, z), KP a Fl b Æ Qs 的 生成 元 , 易 证 Gi 和 Gy 均 非 循环 . 故 N(M) < Gi, 
从 而 (uz) < Gi,i = 1,2. 比较 阶 可 得 , (az) = (u, x) = (b, c). 这 意味 着 G = (u,2) 
E |G|=24. 这 与 |G| = 25 矛盾 . 因而 (M) < Q1(G). 

在 此 情形 下 , G 由 一 个 2 阶 元 ve GM. M G = (Qa x (u)) x (v). AA G/Z 
交换 , M (u)Z IG, (v)Z IG. 于 是 (u,v) 2 Ds. 因而 G = Qs « Ds. 易 验 证 Qs x Dg 
的 交换 子 群 是 TI THE. n 
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定理 11.11.7 KRG ŽAR 2#. GEF 当 且 仅 当 G 是 下 列 互 不 同 构 的 
群 之 一 . 

(1) 交换 2 BF; 

(2) Hamilton 2 群 ; 

(3) Qs * Dg; 

(4) Ma(n, 2); 

(5) Ma(1, 1,1) * Con. 

证 明 =: 容易 验证 定理 中 的 群 属于 7. 

=: 设 G 是 非 交换 的 7. 群 使 得 G 既 不 是 群 (2) 也 不 是 群 (3). 由 引 理 11.11.5 
和 11.11.6 可 知 ， 

(Ci): 对 于 G 的 任意 一 个 2 阶 子 群 Z 均 有 G/2 交换 ; 

(Co): 对 于 G 的 任意 一 个 不 在 Z(G) 的 2 Brot u WA M = Calu) 交换 . 

进一步 地 , G 有 一 个 子 群 M 满足 (C2). 由 (Ci) WA, Z(G) 循环 . 又 由 (Co) 
f, M 交换 且 |G : M|=2. 

与 定理 11.11.4 的 论证 类 似 可 证 , G = (a,b, Z(G)) E |G :2(G)|= 2. 

若 (a, Z(G)) 或 (b, Z(G)) 循环 , U G 有 循环 极 大 子 群 , 由 定理 1.9.1 及 |G'|=2 
即 得 G = Mz(n, 1). 

4 (a,Z(G)) 和 (b, Z(G)) WAH, 与 定理 11.11.4 的 论证 类 似 可 证 ，G = 
M3(1,1,1) * Con, n > 2. Ei 


11.12 -HEBXJESE ERE p 群 


我 们 知道 , 正规 子 群 是 有 限 群 的 一 个 核心 概念 . Ore 于 1937 年 在 文献 [172] 引 
进 了 一 个 比 正 规 子 群 更 弱 的 概念 , 即 拟 正规 子 群 . 称 群 G 的 子 群 H 为 G 的 拟 正 
规 子 群 (quasinormal subgroup) 或 置换 子 群 (permutable subgroup), 如 果 对 G 的 任 
意 一 个 子 群 K WA HK = KH. Ore 证 明了 拟 正 规 子 群 必 次 正规 ， 之 后 , WE 
换 子 群 的 研究 颇 为 活跃 , 可 见 文献 [39], [54], [55], [58], [70], [71], [92], [(168]—[171], 
[211] 一 [215], [217], [268] 等 . 

Foguel 观察 到 , 在 证 明 拟 正规 子 群 互 是 次 正规 子 群 的 过 程 中 , 只 需 证 明 五 与 它 
AN AT RET] AR. 于 是 他 在 文献 [65] 中 引进 了 一 个 新 的 子 群 概念 , RE 
换 子 群 . 称 群 G 的 子 群 A A G WGC T EE (conjugate permutable subgroup), 
如 果 对 G 的 任意 一 个 元 g, WHA HH? = H?*H. 记 为 H «cp G. BR, 拟 正规 子 
BEIC EHE. Foguel 在 文献 [65] 证 明了 共 斩 置 换 子 群 必 次 正规 . 他 也 给 出 例子 表 
明 次 正规 未 必 共 轿 置 换 , SOTA UIE RL. 文献 [66] HETET E T 
的 研究 . 徐 明 曜 等 在 文献 [245] 利用 某 些 子 群 的 共 轿 置换 性 给 出 了 有 限 群 为 军 零 、 
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超 可 解 等 结果 . 研究 了 每 个 子 群 为 共 轿 置换 的 有 限 群 , 他 们 称 这 样 的 群 为 ECP E. 
文献 [245] 给 出 了 几 类 ECP p f. 之 后 , 李 世 荣 等 在 文献 [130] 3T ASHER 
子 群 的 概念 . 称 群 G 的 子 群 HA G 的 自 共 轿 置换 子 群 (self-conjugate permutable 
subgroup), 如 果 HH? = H9H, 则 H9 = H. 文献 [130] 研究 了 共 轿 置换 子 群 和 自 共 
轿 置 换 子 群 的 某 些 性 质 , 描述 了 所 有 循环 子 群 是 自 共 斩 置 换 的 有 限 群 以 及 所 有 循环 
FREE ARR RE 本 节 主 要 介绍 ECP p 群 的 某 些 结果 . 

定理 11.12.1 有 限 群 G X ECP 群 当 且 仅 当 G RO GEB G HH Sylow 
p 子 群 是 ECP #. 

证 明 =: 注意 到 每 个 子 群 必 次 正规 , 结论 是 显然 的 . 

=: 设 五 < G,G= 呈 x 已 x.…x Pa 其 中 {PB} Æ G 的 Sylow p F#. XI 
FA i, $ Hi = HP. 则 互 = H x Hoax x Ae. 使 用 归纳 易 得 fH «op a. O 

定理 11.12.2 REXA 2 的 有 限 p 群 G 是 EOP 群 . 

证 明 8 HE«G,geG,h,W €H. WA c(G) = 2, fk [h, g) € Z(G). 对 任意 
的 n9h'e HIH, 有 


h*h' = h[h, g]h! = hh'h-!h[h,g] = h^. h? € HH. 


于 是 HSHCHH?. AW |H?*H|-|HH?|, 故 HSH—-HH?, Bl H Jé3ESU BERI. O 

Mann 在 文献 [153] 中 的 问题 3 猜想 : 大 多 数 p 群 是 类 2 的 . 如 果 这 个 猜想 是 
正确 的 , 那么 大 多 数 p 群 是 ECP RE. 

定理 11.12.3 Hp 为 奇 素数 . 则 导 群 循环 的 有 限 p HR ECP 群 . 特别 地 , 奇 
数 阶 亚 循环 p 群 是 ECP 5f. 

证 明 ”对 |G| BH. 4 |G| < p, WW G 交换 , 结论 明显 成 立 . 假设 |G| > p? 
H H<G. EH <c_pG. Ë K := Core(H) 41, 由 归纳 假设 可 得 , H/K <c_p 
G/K. 从 而 H «c.p G. 不 妨 设 K = 1. # H ARERR, 则 存在 ge G 使 
得 HH? 4 H*H. 于 是 存在 h e H 使 得 [h,g]| #1. 由 [89] 中 的 III, 定理 10.13 可 
Al, G 正则 . 设 [k,g = 1, 其 中 s AERA. h [89] 中 的 ILL, 定理 10.6(b) 可 知 ， 
[hr ",g]p 2 1. 4 a — [A ^, g]. W (G) = (x) E re HHS. A (G) =p, 
Mc € Z(G). 于 是 对 满足 1«i«p—18MB8A i, MA zi = [hg] eH. B] 
而 HH? > Q1(G'). 类 似 地 有 HIH > Q1(G'). > 


G-G/OQ(G), T = AU ula: 
由 归纳 假设 可 得 


H9(G')/03(G") - H?3(G")/03(G") = H?03(G")/03(G") - H3 (G)/€3(G^). 
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于 是 HH90,(G’)=H9HO,(G’). AA HH? > Q41(G') H HH > Q1(G^), M HH” = 
HoH, 矛盾. 口 

每 个 循环 子 群 为 共 轿 置换 的 有 限 群 称 为 CCP. ff. Foguel 在 [66] 证 明了 : 方 次 
数 p 的 有 限 群 是 CCP HAAR G 满足 2-Engel 条 件 . 对 于 ECP 群 , 则 有 下 列 
结论 . 

定理 11.12.4 ik G 是 方 次 数 p 的 有 限 群 且 p 头 3. RJ G & ECP 群 当 且 仅 当 
c(G) « 2. 

证 明 # p = 2, WG 交换 . 故 G 是 ECP HE. ^U p > 3. HG 是 ECP 
群 , 则 G 是 CCP 群 . 于 是 G WA 2-Engel 条 件 . 由 [89] 中 的 III, 定理 6.5 可 知 ， 
c(G) <2. RZ, 由 定理 11.12.2 可 得 结论 . UJ 

车 p = 3, 则 方 次 数 p 的 有 限 群 G 满足 2-Engel 条 件 , 但 它 的 寡 零 类 可 以 是 3. 
然而 , G 是 CCP FH. 一 个 自然 的 问题 是 : 方 次 数 3 的 有 限 群 是 ECP HY? 这 是 一 
个 未 解决 的 问题 . 

定理 11.12.5 i p 25. N] ECP p 群 是 正则 的 . 

证 明 A, 设 G 是 极 小 阶 反例 ， 则 G 是 极 小 非 正则 的 . 由 [247] 中 的 定 
38 5.245 AH, 01(G) < Z(G). AW exp(G/Ui(G)) = p, 由 定理 11.12.4 可 知 ， 
c(G/U1(G)) < 2, 因而 c(G) < 3. 由 此 可 得 G EW, FH. 口 

一 个 自然 的 问题 是 : 对 于 p = 3, 每 个 ECP p 群 是 正则 的 吗 ? 这 也 是 一 个 未 解 
决 的 问题 . 

对 于 有 限 群 , Foguel 在 文献 [65] 证 明了 共 轿 置换 子 群 必 次 正规 . 对 于 无 限 群 ， 
李 世 荣 等 在 文献 [130] 证 明了 下 列 定理 . 

定理 11.12.6 设 G 的 子 群 满足 极 大 条 件 和 极 小 条 件 . 则 G HKMERTH 
必 次 正规 . 

证 明 RH <c_pGHH AG. WEE z € G 使 得 H™ 4H. $ Ki = 
HH*^. 由 [65] 中 的 引 理 1.1 可 知 , Ki cc p G HL H « Ky. 4E H AK, WHE 
zr, € Ki 使 得 H^ 4 H.4 Ko = HH?*. ll] Ky «c. p G H Ks < Ki. 于 是 我 们 有 
Kı > Kı> H. Ë H < HH” AF H 4 HE”, 则 重复 上 述 过 程 , 我 们 得 到 一 个 无 限 
长 的 子 群 列 

G> Ky > Ko > oo SR 


这 与 G 的 子 群 满足 极 小 条 件 的 假设 矛盾 . 因而 不 妨 设 Wak). AW Ki <c_pG, 
对 Ki 应 用 上 述 做 法 , 若 为 G, 则 存在 za € G 使 得 Ki < Ki K™ H Ki dK, K™. 
4 Ko = KK”. BA G 的 子 群 满足 极 大 条 件 , 得 到 一 个 子 群 列 


H-KgaKi|aKsa---aK,aG, 
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其 中 
Kı = HH”, 对 每 个 i, Ra 40. 或 Ky < Kipi 


这 就 证 明了 H XE G 中 次 正规 . 


11.13. FRAR J 群 的 分 类 


在 2000 Æ, Herzog, Longobardi, Maj 和 Mann 在 文献 [82] 提出 J 群 的 概念 并 
对 其 结构 进行 了 研究 . 回顾 一 下 , RE G AU 群 (G e J), 若 对 任意 的 x e G, 或 者 
(x) IG, 或 者 对 任意 的 ge G\ Ne((z)) 有 (zz?) IG. 显然 , Dedekind 群 是 J FH. 
正 像 文献 [82] 的 作者 所 指出 的 , AR J 群 的 主要 问题 在 于 有 限 p 群 的 结构 问题 . 他 
们 证 明了 : 对 于 p > 2, 若 有 限 非 交换 p 群 是 J E, 则 c(G) < 3, 而 且 若 c(G) = 2, 
则 |G'| <p? B. exp(G') =p. 当 c(G) = 3 时 , 他们 还 证 明了 如 下 定理 . 

EH 11.13.18] 设 G 为 有 限 p 群 p>2 且 c(G)=3. 则 G 是 J 群 当 且 仅 
5p-3HG-AB, 其 中 A,B 满足 下 列 条 件 : 

(a) A= (a, be |a? =b = P = Lak — 57 [ab] = [ea] =a", [eb] = 1y; 

(b) c(B) < 2, exp(B) = 3, B’ < (a?) E [B, a] = 1, [B,b] < (a°). 

由 此 可 见 , SERE ATR J 群 结构 , 只 需 考 虑 类 2 的 J RE G. 因为 导 群 
为 素数 阶 的 p HEAR Blackburn 在 文献 [36] 分 类 , 故 只 需 研 究 G & C, x €, 的 情 
形 . 在 这 种 情形 下 , 显然 d(G) > 3. 依照 d(G) = 3 和 d(G) > 3 两 种 情形 , 郭 秀 云 等 
在 文献 [74 分 类 了 这 样 的 J HE. 结果 表明 , 这 类 群 与 寡 零 类 为 3 的 J 群 有 类 似 的 
结构 . 本 节 介 绍 文献 [74] 的 工作 . 以 下 总 假设 p> 2. 


11.13.1 三 元 生成 的 素数 军阶 J 8f 


引 理 11.13.2 设 G 为 有 限 p 群 . X c(G) 22, L G S C, x Cp, MG 必 有 三 
元 生成 的 子 群 KK 满足 K'=G.. 

WEAR A G 非 交 换 , 故 存在 元 素 wb € G 使 得 [a,b] A1. BFE ce G 使 得 
[c, a] € ([a, b]) BR [c, b] ¢ (la, b]), RU K = (a,b,c) < G 就 满足 K' = G'. 不 妨 设 对 任意 
元 素 ce G MAF [c,a] € ([a,b]) E. [e; 6] € (a, 6]). AG’ = €, x Cp, WFE e de G 
使 得 [c,d] ¢ ([a,6]) E. G' = (la, b], [e d]). 车 [c,a] ¢ ([c, d]), WE K = (a,d,c) BI 
可 . 进而 可 设 [ca] € ([o d). 注意 到 [c,a] € ([a,b]). M [ca] = 1. 类似 地 ,可 得 
[d, b] — 1. FÆ G' = ([a, b], [c d]) = (fbc, a], (be, d]). 因此 K = (a, be, d) BIA Bro. O 

引 理 11.13.38 4 G XAR p Æ, c(G) 22 L G =C, x Cp. I G A J HS 
且 仅 当 对 G 中 满足 (g) (16 =1 的 所 有 元 g 都 有 |([9,G])| <p. 

A 二 >: 设 geG 且 (Wg) NG’ =1. F (9) 9G, W [gC] <)Ne=1. W 
Wt (g) AG. 由 假设 , XER a cG- Nell) 有 (9,9?) IG. 于 是 对 任意 的 ps G 有 
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[g, b] € (g, g*). 这 样 就 有 [9,G] < (g,g") 门 G'. 又 由 c(G) = 2 A, (g,9*) = (9, [g,a]) 
为 交换 群 , 故 |[g, G]| < p. 

= Boe GH (9) AG Ra € G\Ne((9)). E ONAC = 1, W 
[o G]=(I9, a])- 于 是 (9, 9°) = (9, [9, a]) IG. Æ (9) NG’ #1, We G = C, x Cp A, 
对 任意 元 ae G\Ne((9)) A G' = ((9) NG, [9,4]) < (9,92). 从 而 (9,99) 9G. O 

引 理 11.13.4 下 列 群 都 是 J f. 

(I) (a,b,c | a?” =a," =P -—1,[a,5] = y,[a,d = 2, [b;c] = 1,2? = yP = 
1,x,y E€ Z(G), RP n2 s,n2m; 

(I) (a,b,c | a?” zb" =y,c? = 1, [a,b] = 2, [a,c] = 1, b, c] = y, 2? = y^ = 
lzy€Z(G), HP mos; 

(II) (a,b,c | a?” = z, b" —y,c" = 1, [a,b] = y, [a,c] = 1, [b,c] = 2,2? = y? = 
lz,y€Z(G), HP mss. 

不 同类 型 的 群 或 者 相同 类 型 不 同 参 数 的 群 互 不 同 构 . 

证 明 (1) RGA(1) 型 群 . ig e G H. (g)(]G' 5 1, Wg TER a Pb chy! 
的 形式 , 其 中 i,j, ,1 为 非 负 整数 . 因为 c(G) =2 H exp(G’) = p, K 


[a Pbi cy, b] = [aP b c^, c] = 1. 


从 而 
|a" cty", G]] = (fab c^, a])] < p. 


由 引 理 11.13.3 4l G 为 HR. 
(2) HG (II) BH. Ho eG B. UNG — 1, JU g 可 写成 abire WER, 
其 中 i,j,k 为 非 负 整 数 . 由 c(G) =2 和 exp(G’) = p Al, 


[a5 b? că a] = [ab că, c] = 1. 


从 而 
[[a*b??c*, G]| = |([atb??c*, b])| < P. 


由 引 理 11.13.3 知 G A JB. 

类 似 可 知 (II) 型 群 也 是 J RE. 

下 面 证 明 (1) 型 群 、(I) 型 群 、(IIT) 型 群 是 互 不 同 构 的 . 

设 G 为 (1) 型 群 首先 可 证 : 当 参 数 取 不 同 值 时 所 对 应 的 群 是 互 不 同 构 的 . 
EKE, (1) 型 群 可 以 分 为 以 下 A, B 两 组 

A(n,m,5;a,b,c)—(a,b,c | a?” = 2,b™ = & = 1, [a,b] = y, [a c] = x, [b,c] = 
la? = yP =1,2,ye Z(G), K'hn2m2s. 
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B(n,s,m;a,b,c)-(a,b,c | a?” = z,b?" = c" = 1,[a,b] = y, [a,c] = 2, [b,c] = 
12? = y? =1,2,ye Z(G), HP n2 s >m. 

由 G/G' 的 型 不 变量 知 A, B 组 内 部 是 互 不 同 构 的 ， 故 只 需 证 A, B 之 间 亦 
不 同 构 . 若 群 A(n,m,s;a,b,c) = B(ni, simi;ai;bi,c1), 由 G/G' 的 型 不 变量 知 ， 
ni =n,s1 =m, m; = s. 不 妨 设 


ay = abc, cy = aP bl? ch, by = aP P23 chs | 


其 中 11,12, 13, Ji, J2, J3, ki, ka, kg 均 为 正 整数 . 计算 à1,C1 和 bi 的 阶 可 知 ， pliz, plis, 
pls E (i.p) = 1. Hi bi ¢ B(G) 知 (ks, p) = 1， 因 为 G/9(G) 三 元 生成 , 故 
(jo,p) =1. Bl c(G) = 2, & 


ytd? tthe — [a" i2 c2] = [qt pitch aio ch] = [a e] =a? = z^. 


这 就 得 到 pliija. 与 (js, p) =1 矛盾. 

用 同样 的 方法 可 证 , (IL) 型 群 、(IID) 型 群 内 部 也 是 互 不 同 构 的 . 

由 |G1(G) 门 G'| Án ( T) 型 群 和 (了), (HIT) 型 群 不 同 构 . 故 只 需 证 (IL) 型 群 和 
(III) 型 群 之 间 是 互 不 同 构 的 即 可 . 

(III) 型 群 也 可 分 为 三 组 : 

III Aln > m2 s;a,b,c) = (a,b,c | a?” = 2,0?" = y, = 1, [a,b] = y, la, c] = 
1, [b,c] = z, £? = yP = 1,g,y € Z(G), #P n» m» s. 

III B(m 2 n 2 5;a,b,c) = (a,b,c | a?” = z, b" = y, = 1, [a,b] = y, [ac] = 
1, [b,c] = z, £? = y? =1,2,yE Z(G), HP m2n2 s. 

III C(m > s > nja,b,c) = (a,b,c | a = 2," =y, = 1, [a,b] = y,[a, c] = 
1, [b,c] = 2,2? =y? = 1, z, y € Z(G)), HP m >s >n. 

4 p" 为 G/G' 的 型 不 变量 中 最 小 的 数 , 由 UGA) M TL A, TE C fal, I 
B, III C JH, II C, MA, II C, HII B 间 都 互 不 同 构 . 所 以 只 需 判 断 TE A, TIT A 间 ， 
II A, NB}, II B, MAT, 1 B, III BMA I C, HI C 之 间 的 同 构 问题 . 证 明 
细节 留 给 读者 . 口 

定理 11.13.5 设 G 是 三 元 生成 的 有 限 了 E. 若 c(G) 22 HG’ Œ C, x Cp, Ri 
GEJ SERS G 同 构 于 引 理 11.13.4 中 列 出 的 群 之 一 . 

证 明 ”由 引 理 11.13.4 知 我 们 只 需 证 明 必 要 性 . 

设 G/G' = (aG') x (bG’) x (cG"), 其 中 


o(aG') =p", 0(bG’)=p™, o(cG’)=p*, |Ui(G)MG"| <p’. 


情形 1 [UGN =1. 
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不 妨 设 G = lab e | a” =" =e" =1, [a,b] = y, [a,c] = z, [b; c] = ay", a? = 
y -1zyeZ(G), HP O<r,t<p—-1. 由 群 的 关系 式 知 (x,y) € lla, G), 这 样 
就 与 引 理 11.13.3 矛盾 . 

情形 2 |U1(G)NG"| =p. 

it G = (a,b,c), HF a? =a, 3—-1H zeG'. #0” — a5, XB (ip) — 1, 
n 2 m 时 ,用 ba" 7 SEHR b; n < m 时 , Fl b 替换 a, ab?" ^ EHR b. 总 之 可 设 
(b) (1G — 1. 同 理 可 设 (ONC = 1. 这 样 就 可 设 


a =o, pP Lg =1 r=1 
Area’. AA |G'| 2 p?, & [b,c], [a,b] 和 [a,c] 中 至 少 有 一 个 不 在 (z) 中 . 下 面 再 
分 三 种 情况 来 讨论 . 

(2a) b, d] € (2). 

不 妨 设 G = (a,b,c | a = zb" = c = [a,b] = tyt, [b,c] = y, [a.c] = 
zy’, 2? = yP =1,2,y € Z(G)), HF 0 <i,j,7,t< p—1. 因为 [b,a], [b,c] € ([b, G]), 
由 引 理 11.13.3 1 i =0. 同 理 由 [c a], [c,d] € ([c,G]) 知 , r= 0. 因此 [G"| =p, SR 
RTH. 

(2b) [a,b] € (2). 

此 时 可 设 G = (a,b,c | a?" = z,b" = c" = 1, [a,b] = y, [ac] = zy’, [bc] = 
aky', 2? =y? =1,2,ye€ Z(G)), HHO <i,j,k,l<p—-1. HG’ S Cp x Cp Al i Rl k 
至 少 有 一 个 不 为 0. 因为 HNG = 1 和 [b,a], [b,c] € ([b, G), 故 由 引 理 11.13.3 得 ， 
k —0. 1x i0. 由 (OO (1G' 2 1 RIS] 11.13.3 知 , [b,c] = 1. 

NrEn2sHsm2m 4A, WE n < s, WHE ca 使 得 (ca)(]G' = 1 H 
([ca, b], [ca, c]) = G', 与 引 理 11.13.3 F. 故 n > s. 类 似 地 , 由 (ba) MG’ = 1 可 得 
n zm. 

现在 G = (a;b,c| a?” = z, bP” = c" = 1, [a,b] = y, [a,c] = z*y4, [b,c] = 1,2? = 
y? =1,x,y E Z(G), HP 1<i<p-10<j<p-ln>s#tHn2>m. 

#j=0,0a=c . Ml 


d'-1, [aea]-[ac J]=[ad: 225 * =z, 


ba] = bi ]2[|hd* 21 


H e (RF cl 就 可 知 G 是 (1) 型 群 . 
S j4Z0Hmss, 4c cb. Ml 


d =1, [ac] = [a,b] = [a, clla, 6] ? = z*y/y? = a$, 
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[b, c1] = [b, cb] = 1. 
这 种 情形 可 化 归 为 已 经 讨论 过 的 7 = 0 的 情形 . X j;4s20BHm»s 


à ;—1.  24;—1 
t=, he, Gre UU 


Aly, = ay? . 则 


n s m PEST FEST IEEE $a 
TA =p E = lai, 53] = [a, c* ] = [a, e]’ = (xu = py” d zs. 


[ai.ei] = [a.c 677 7] = [a d fa, = (oi) y =a, 


[b,c] = [ce ,cr 55 ]21. 


这 样 G BU (1) 型 群 . 

(2c) [a,c] € (z). 

AU ab = y 和 G = (a, y). HR b,c 位 置 , 可 化 为 情形 (2b). 

情形 3 [U1(G)MG"| =p’. 

不 妨 设 G = (a,b,c | a?” = 2,0?" = y, = 1, [a,b] = zy’, [b c] = sty}, [a,c] = 
arya? = y? = l,z,y € Z(G), HPO < ijk nts p-1 2b [ac — 1 M 
[a,c] #1 两 种 情况 进行 讨论 . 

(3a) [a,c] = 1. 

Fl |G"| = p?, W il — jk 不 能 被 p 整除 . 由 [cb, a], [cb, c] € ([cb, G]) 和 引 理 11.13.3 
Fil m > s. 

下 面 分 两 种 情况 讨论 :7= 0 A A 0. 

(3a.1) 1 — 0. 

Zins Sarsa c) *'b-bco-d * rz-z. Wj[a,c]-1, 
A 

a a=, W'-y A =1, 


i 


far, 51] = [oF c ^, 8] = (asy (a9) 9 € o y, 


xai X 
[b1, i] = (z^) Fk ag) =g. 


从 而 G 是 (Il) 型 群 . 4s>nhi=0W,Fa=a0 ,b-b,c-c *'. 0 
G 也 是 (III) 型 群 . #s>nhi40,4 


n PES 


apm _ gad 13521; 
ai = adb" bb =), ag =a? c? * i 


WG 是 (II) BH. 
(3a.2) 140. 
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在 此 种 情形 下 , 再 分 ; = 0 A j0 两 种 子 情形 讨论 , 仍 可 得 G 为 ( 工 ) 型 群 
或 (II) 型 群 ， 细 节 上 略 去 ， 总 之 , JOu(G)(]G'| = p? 时 , G Æ O) AFR (III) 
型 群 . 口 


11.13.2 3€ 2 DRAM J 群 


在 11.13.1 节 的 基础 上 , 我 们 将 分 类 寡 零 类 为 2 的 J THES 首先 证 明 以 下 两 个 
引 理 . 

引 理 11.13.6 设 G 为 有 限 非 交 换 p BAA J E, c(G) 2, G' & C, x Cp. A 
存在 a1,02,03,::: ,ar € G 满足 

(a) G/G' = (a1G") x (a3G") x .… x (arG'), 其 中 o(a;G') =p™, $=1,2,. ,7 
ŽEL m 2 m>- 2 mr; 

(b) (ay, a2, a3) = G'. 

证 明 设 G/G' = (a1G") x (a2G') x … x (arG'), 其 中 o(aiG^) = p™,i 
1,2,.,rmi 2 ma 2-2 m,. 4 mi — 1 Bf, 由 引 理 11.5.9 直接 可 得 结论 . 下 面 
讨论 m > 1 的 情形 . 

设 ; 是 使 a; 不 在 Z(G) 中 的 最 小 的 正 整数 , 即 存在 j > i 使 [ai,aj] Al. 车 
i 关 1 说 明 a 在 Z(G) 中 , 从 而 [aiaj a:i] #1, 此 时 用 aia; BR a, 仍然 有 其 他 关 
系 成 立 . 不 妨 设 i=1, 即 al ¢ Z(G). 

再 设 j 是 使 [aaj] Z 1 的 最 小 的 正 整 数 ， 若 j A 2, 说 明 [aa] = 1, 从 而 
[a1,a2a;] 关 1, 此 时 用 azaj E oo, 仍然 有 上 面 的 关系 成 立 ， 不 妨 设 7 = 2, BD 
(01, aa] #1. 

再 设 是 使 [ax ai] € ([a1,02]) 的 最 小 正 整数 . Hk > 2, 说 明 对 所 有 的 s 都 有 
[a1, as] € ([1,2]); [a2; as] € (lax, a2] 

(1) Æ [a1, a] — 1, W 


[a1, azal] = [01,42], [a201, ax] = [a2, ax] [au, ax] € ([a1, a2])- 
此 时 用 aga, 替换 a2, 仍然 有 其 他 关系 成 立 . 不 妨 设 k < 2. 
(2) Æ [aa] = [a1, a2]", 其 中 (u, p) = 1, 再 设 [a1, a4] = [a1, aa)”, XU 
la apat ”] ex. [al,aaaka — "] = [a1, a2], 


[azakay ”, ay] = [a2; ai] [as., ai] € ([a1, a2]), 


此 时 用 azapay '" 替换 ao, 仍然 有 其 他 关系 成 立 . 不 妨 设 k < 2. 
再 设 l 是 使 [ax; a] € ([a1, a2]) 的 最 小 正 整 数 . 车 1553, 说 明 [a1, a3] € ([a1, a2]), 
[a2, a3] € ([a1, a2]), 从 而 


[ok, a3a1] = [ax, as] |ax, ai] € ([a1, a2]); 
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此 时 用 aga; 替换 as, 仍然 有 其 他 关系 成 立 . 不 妨 设 1= 3. 

综 上 可 知 , 经 替换 以 后 的 a1, az,a3,:… ,or 满足 引 理 要 求 . 口 

下 面 给 出 有 限 p BRE J 群 的 一 个 充分 条 件 . 

引 理 11.13.7 设 G 为 类 2 的 有 限 p 群 ,G' =C,xO,. EHE a bcdeG 
满足 G'= (la, b], le, d), (a) (1G 2 1,0) (1G 2149 () NG 21, 8 G £ J. 

证 明 ”由 假设 和 引 理 11.13.3 知 , [b,c] € ([a, b]) 和 [b,c] € ([e, d]). 因此 [b, c] = 1. 
因为 (aNG = 1, W [a,d] € (ab). Bl e(G) 2 MG’ & Cp x C5, KG = 
(lac, b], [ac, d])). X (a) f1G' 21 M (c) ('1G' 1, & (ac) (1G! =1. 从 而 由 引 理 11.13.3 
得 出 G 不 是 J 群 . 口 

定理 11.13.8 it G ZAR pH. $ c(G) 22, G'G C, xp GEJ $E 
仅 当 G 同 构 于 下 列 群 之 一 . 

(I) G=KM,#¥ K X (I) 型 群 , M' 2 1, exp(M) <p” E. [K, M] = 1; 

(I) G- KM, XP K A (Il) HA, M' = 1, exp(M) € »*, [M,a] = [M,c] = 
1, (M, y] = 1, [M, b] < (z); 

(II) G= KM, $F K X n 2 s He (I) BH, M' < (y), exp(M) < 
p°, [M, z] = [M, y] = 1, [M, K] < (y); 

(V) G- KM, 其 中 KK A (III) BA, M' = 1, exp(M) € p^, [M,a] = [M,c] = 
1, [M, y] = 1, [M, b] < (y); 

(V) G- KM, 其 中 nès 时 的 ( 亚 ) BH, M' < (x), exp(M) € p^, 
[M, x] = [M, y] = 1, [M, K] < (x). 

证 明 ”首先 证 明定 理 中 的 群 都 是 J SE. 

设 G 是 (1) BR. Ao eG HE (NAC = 1, W g= aPbictyim, 其 中 
m € M, i jk, l 都 是 非 负 整 数 . 由 c(G) =2 和 exp(G') =p M 

[aP b c*y m, b] = [a Pb) c*y'm, c] = [aP b "y'm, M] = 1, 
A 
|[a ^t) cy'm, G]| = |({a'?bc*y'm, al)| < p. 
由 引 理 11.13.3 得 (1) 型 群 是 J 群 . 类 似 可 证 (I), (0D, (IV) 和 (V) 型 群 都 是 
J RE. 

下 证 必要 性 , 由 引 理 11.13.6, AOR G/G' = (a1G") x (a9G") x --- x (aG), 
o(a;G') = p"* (i = 1,2,---,r), 其 中 mi 2 ma >- > m A (a1,02,03) 是 引 理 
11.13.4 中 列 出 的 群 之 一 . 进一步 G = (a1,a2,--- ,a,). Hr = 3, 由 定理 11.13.5 可 
Al, G 是 定理 中 的 群 之 一 ( 取 M = 1 BPA). 

现在 假设 7 24. $ K = (a1,a2,a3) = (a,b,c). 我 们 将 构造 子 群 M < G 使 得 
G 是 定理 中 的 群 . 下 面 按照 K 的 不 同类 型 分 三 种 情形 进行 讨论 . 
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情形 1 K-(abc|a" = 2,0?" —c —1][ab] = y, [ac] = z, [b c] = 
1,2? =y’ = 1,7,y € Z(G)), EF n2 s, n>m. 

Bj 是 大 于 3 的 满足 ae” = a" y", (v, p) = 1 的 最 小 正 整 数 . 用 (aja "P" je 
替换 Qj, 不 妨 设 af =y. 

Hk24HkgzjH,ua =1. 事实 上 , Hj>k>4, Wak" =ar. 
用 aja" ™k BR ar, TB af —1. 4k j, IJ a? = z"y" (u 2 0,v > 0). 
用 apat" "a rr! HE uk, 可 得 吗 = 1. 因此 “tax) 1G" =1. # [ax, a] = 
zy", 则 用 a,b’ ct 替换 ar. 从 而 可 设 [axa] = 1, (ax) MG’ = 1 H olar) <p”. 断言 : 
[ax,b] = [a, c] = 1. Æ [ax, b] A 1, 则 由 引 理 11.13.3 知 , [ax, db] = y", 其 中 (w,p) =1. 
注意 到 [a,c] = x, 由 引 理 11.13.74 G 不 是 J IE, 矛盾. 所 以 jak, 6] = 1. 同 理 可 证 
[04., c] ^ 1. 

*N-((a|kzjkz4) AW [a,c = x H [a,b] = y, 由 引 理 11.3.7 
知 N 交换 . 进一步 有 G = KN(aj), 其 中 exp(N) < p", [K, N] 2 1, NAG 2 1, 
a” = y Al m; € min(m,s). 下 面 分 两 种 情形 讨论 : (la) s =m = m; 和 (1b) 
max(m,s) > mj H min(m, s) > mj. 

(la) s = m = mj. 

X [a;,a] = z"y". * e—ajb"c". W [ea] =1, "^ =y H G= KN(e). 

(1.1) [e, 9] = 1. 

[bc, e] = [c, e], [bc, a] = y^! x^ 和 [c, a] = 271, EX EH | BE. 11.13.3 知 ， 


le. € (yz a") 21. 
因此 [e, K] = 1. 对 任意 的 ge N, 注意 到 


[bg,e] = (o, e], [bga] v, [eg,e]=[9,e], [eoa] x7. 

81238 11.133 8 e.g] e Wy) (x) <1. 于 是 [e N] = 1. $ M = (N, e). 则 得 定理 
中 的 (D) 型 群 . 

(1a.2) [e, b] #1. 

可 设 [e,b] = y. 由 [bc, e] = y^! [e e), [bc, a] = y^! x^, [a,c] = x 和 引 理 11.13.3 
得 [ec] = x. 注意 到 o(aG') = o(acG") H o(eG") = o(cG"). & {a1,a2,a3} = 
{ac,b,e}. 则 转化 为 下 面 将 会 讨论 的 情形 (2) 和 (3). 

(1b) max(m, s) > m; H. min(m, s) > mj. 

类 似 于 情形 (1a) 的 讨论 , 也 可 得 G 为 定理 中 的 (1) 型 群 . 细节 略 去 . 

情形 2 K= (a,b,c | aP” —z,W" = y,c = 1, [a,b] = z lad = 1,[b,c] = 
y,z? — yP?—1,z,y € Z(G)), HP m2 s. 
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当 i >4 时 , 设 af my, 用 Qia-wr pue RR ai, 不妨 设 a? = 1. 

车 [aic] £1, 则 由 引 理 11.13.3 可 设 [ai c] = y. 进而 [aia], fai, b] € (y). 

X [aj c] 2 1.H. [aja] = 1 Bf, 3X [anb] = z^). FF (hk,p) =1, 则 用 ak cok 
替换 a; 可 得 [a;, b] = 2 和 olai) < p. Æ plk, 用 aic? BR ai, 从 而 可 设 Jai, b] = 1 
和 olai) < p°. 

车 (a;,c] =1 E [a:a] #1, 则 由 引 理 11.13.3 得 

lai, b] € ([ai,a]), [ais b]y~* = [aic, b] € ([aic, a]) = ([ai, a]). 
所 以 y € ([a;,a]). 进而 可 设 [aia] = y 和 [ai, c], [aib] € (y). 

现在 G = K((ai | i > 4}), olai) € p* E (a) NC — 1. ai 和 KK 的 关系 只 能 是 
下 列 四 种 关系 之 一 . 

(a) [ai,c] = y, [ai, a], [ai, b] € (y); 

(b) [ai, c] = 1, [ai,a] = 1, [a;, 6] = 1; 

(c) [a:,¢] = 1, [ai, a] = 1, [ai, b] = 2; 

(d) [a4 c] = 1, [ai, a] = y, [ai, b] € (y). 

4 


Ri = (ai | i24, ai, c] —W, [a;, a]; [ai, b] € (y)h 
Ra={a,|i24; [oc] —1, [aa] =, [a,b] = 1); 
R = {a | i24, [oc] =1, [m;a]—1, [m5] = x); 
R4,-íai|i24, [ac 21, [aa] =y, [ai^] € (y))- 
下 面 我 们 分 两 种 情形 讨论 : (2a) Rs 4 Ø Al (2b)R3 = Ø. 
(2a) Ra # Ø. 
此 时 存在 a; (i > 4) 满足 [a,b] = r. 车 存在 a, (v > 4) 满足 [a,c] = y, 则 
G' = ((a:, b], [av; c]). 由 引 理 11.13.7 得 G 不 是 J f, 矛盾 . PUR, =ø. 由 引 理 
11.13.3 4, R4 = Ø. 注意 到 [b, c] = y 和 [a;b] = x. 由 引 理 11.13.7 知 ， 
[(Ra), (Ra)] = (Ra)! = (Rs) = 1. 
^ M = ((aili > 4}). 我 们 有 
G= KM, M' = 1, [M,a] = [M, c] = 1, ([M, b]) = (z), exp( M) < pf, 


即 得 G 是 定理 中 的 (I1) 型 群 . 

(2b) Rg — 2. 4 M = ((aili > 4)). 

(2b.1) mz s. 

BA G = KM, M' < (y), [M, K] < (y) 和 exp(M) < p*. 从 而 得 到 了 定理 中 
H (I) 型 群 . 
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(2b.2) n < s. 

首先 断言 Ri = 0. # R 29, 则 存在 整数 u, v 和 元 素 a; 满足 (vu p) = 1 
和 [ac",a;] = y". 由 [ac", b] = zy 知 , ([ac", G]) = G'. 从 而 与 引 理 1113.3 FJA. 
然后 还 断言 Ry = e. 若 否 , 存在 a; 满足 [aca] =y. 注意 到 (ac, b] = cy. 由 
引 理 11.13.3 可 得 矛盾 .最 后 断言 M = 1. 4$ M A 1, WEE mi 和 m 满足 
[m,m] #1. El [b,c] = y, 由 引 理 11.13.7 得 , [m,m] = y" ((w, p) — 1). 因 


[acmi,ma;] = y", [acmi,b] = zy", 


BANA ([acmi,G]) = G', 与 引 理 11.13.3 矛盾 , 即 得 G 是 定理 中 的 (ID) 型 群 . 

情形 3 K = (a,b,c | a?” = 2,0?" —y,c" = 1, [a,b] = y,[a,c] = 1, bd = 
z,z? =y? =1,7,y E€ Z(G)), #F m >s. 

用 情形 2 中 类 似 的 证 明 可 得 定理 中 的 (IV) 和 (V) 型 群 
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众所周知 , 正规 子 群 与 交换 子 群 是 群 论 中 两 类 基本 的 子 群 . 它们 在 群 论 研究 中 
的 地 位 举足轻重 . 在 p 群 研究 领域 中 , 内 交换 p 群 和 Hamilton p 群 的 分 类 是 两 个 
经 典 的 结果 . 内 交换 p 群 可 看 作 交 换 性 “最 强 ” 的 非 交 换 群 . 而 Hamilton p 群 则 可 
看 作 正 规 性 “最 强 ” 的 非 交 换 群 。 就 像 我 们 在 前 儿童 看 到 的 , 沿 着 这 两 个 方向 , ES 
内 外 许多 群 论 学 者 分 别 对 交换 性 “ 较 强 ”的 p 群 以 及 正规 性 “ 较 强 ”的 p 群 做 了 
大 量 的 研究 , 取得 了 丰富 的 成 果 . 而 亚 Hamilton p 群 作为 这 两 个 经 典 结果 的 推广 ， 
既 可 看 作 交换 性 “ 较 强 ”, 也 可 看 作 正规 性 “ 较 强 ”的 非 交 换 群 . 所 谓 亚 Hamilton p 
E, 就 是 子 群 或 交换 或 正规 的 非 交 换 p HE. 换 句 话说 , W Hamilton p 群 就 是 非 交换 
子 群 均 正规 的 群 , 也 可 以 说 , 非 正 规 子 群 均 交 换 的 群 ， 容 易 看 出 , Dedekindl5l 分 类 
的 Dedekind p 3. Rédeil!92) 分 类 的 内 交换 p 群 、Passmanll8l 分 类 的 非 正 规 子 群 
均 循 环 的 p 群 、Berkovich 和 Jankol2"] 与 张 勤 海 等 273] 分 类 的 A. 群 , 以 及 张 勤 
海 等 279] 分 类 的 非 正规 子 群 的 阶 不 超过 p? 的 p 群 等 均 是 亚 Hamilton p BÉ. 因而 
Hamilton p 群 是 有 限 p 群 中 比较 大 的 群 类 . 

20 世纪 60~70 年 代 , Nagrebecki 在 文献 [165] 一 [167] FP, 对 于 亚 Hamilton ff 
已 经 做 了 许多 工作 . 例如 , Nagrebecki 在 [166] 中 证 明了 下 面 的 定理 . 

定理 12.0.1 KG 是 有 限 非 昧 零 群 , 则 G AL Hamilton 群 当 且 仅 当 G = 
SZ(G), 其 中 S 是 下 列 群 之 一 : 

(1) $— P x Q, KP P 是 初等 交换 p HQ 循环 并 且 (p,|Q|) = 1; 

(2) S2 Px Q, HP P2 Qs B. Q 是 奇 阶 循环 群 ; 

(3) $2 PxQ, KP |P| 2 5, p 2 5, Q MAF (p, |QI) — 1. 

由 此 可 知 , 研究 里 零 的 亚 Hamilton 群 的 问题 本 质 上 可 归结 为 研究 亚 Hamilton 
p 群 的 问题 . 而 它们 的 结构 远 比 非 协 零 的 情况 复杂 得 多 . 安立 坚 在 他 的 博士 论文 [3] 
中 开始 了 对 亚 Hamilton p 群 的 研究 , 证 明了 亚 Hamilton p 群 一 定 是 亚 交 换 的 . 给 
出 了 其 分 类 , 并 彻底 解决 了 同 构 问题 , 从 而 完整 地 解决 了 亚 Hamilton 群 的 同 构 分 
类 问题 . 也 见 文献 [10],[61]， 本 章 介 绍 这 项 成 果 . 证 明 与 文献 [3] 的 原始 证 明 有 所 
不 同 . 


12.1 W Hamilton p 群 的 性 质 
首先 给 出 儿 个 简单 的 引 理 . 


12.1 W Hamilton p 群 的 性 质 . 155- 


3| 12.1.1 iX G 是 有 限 亚 Hamilton f. 则 G 的 截断 也 是 亚 Hamilton 3. 
定义 12.1.2. ÆG 满足 n-Engel KH, 如 果 对 任意 的 g,h eG, 有 


定理 12.1.3 RG 满足 2-Engel 条 件 , M G 是 需 零 类 至 多 为 3 99 EE. 如 
RG 中 没有 3 阶 元 素 , 则 c(G) «2. 

引 理 12.1.4 设 G ZAIRE Hamilton p 群 , z € G. W) s 的 正规 闭 包 (x)? X 
交换 群 或 者 内 交换 群 . 

WEBB # x) 不 交换 , 则 存在 ye G 使 得 [zx, 27] Z 1. HEX, K := (2,29) 3G. 
FE K = (2). 令 y = z9. 因为 (cav) 是 K 的 真子 群 , # [m] 4 1, WA 
(x, 2¥) = (x)° = K, FE. 所 以 , 我 们 有 [z,zy] = 1. 由 此 得 [x,y,z] — 1. 交换 > 和 
y 的 位 置 , 又 可 得 [m y, v] = 1. 于 是 e(K) = 2， 

再 考虑 K 的 真子 群 (x,y?)， 同 样 的 道理 可 得 [z,y2] = 1. e(K) = 2, 有 
[r, y]? — 1. 这 推出 K’ = (x,y) Æ p 阶 群 . 由 定理 1.7.7 得 K 内 交换 . 口 

定理 12.1.5 BG AAR p Sf. 则 G 是 亚 Hamilton 群 当 且 仅 当 它 的 每 个 二 
元 生成 的 非 交换 子 群 都 正规 . 

证 明 ”必要 性 显然 . 只 需 证 明 充 分 性 . 

用 反 证 法 . 假设 G 不 是 亚 Hamilton 群 , W G 中 存在 不 正规 的 非 交 换 子 群 . 设 
H 是 阶 最 小 的 G 的 不 正规 的 非 交 换 子 群 ， 由 题 设 H 不 是 二 元 生成 的 , 从 而 五 至 
DE 1 十 p 十 p? 个 极 大 子 群 . 再 由 引 理 1.7.1 可 知 , H 至 少 有 两 个 非 交 换 的 极 大 子 
群 Wi 和 No. 由 H 的 极 小 性 , Ni 和 Ns 都 是 G 的 正规 子 群 . 从 而 H = NiNs 也 
是 G WERTH, 矛盾 . 口 

定理 12.1.6 AIRE Hamilton p 群 G 813 X 2 79 3. 特别 地 , G BRR. 

WEB] ”由 引 理 12.1.4, 任何 元 素 z 的 正规 闭 包 K = (x9) 若 不 交换 , 则 内 交换 . 
在 K 内 交换 的 情况 下 , K 作为 K 的 特征 子 群 , 是 G 的 阶 为 p 的 正规 子 群 ， 于 
是 K' < Z(G). 这 样 , G/Z(G) 中 任何 元 素 之 正规 闭 包 均 交换 , 从 而 G/Z(G) 满足 
2-Engel 条 件 . 由 定理 12.1.3, RÆ p 关 3, MA c(G) < 3; ME p = 3, A c(G) < 4. 

现在 假定 p = 3. 下 证 c(G) < 3. RG 是 极 小 阶 反例 , 则 由 引 理 12.1.1 可 
All c(G) = 4, |G4| = p, 并 且 G 的 每 个 真子 群 和 真 商 群 的 窜 零 类 至 多 为 3， 于 是 
可 设 G4 = ([a,b,c, d]), a,b,c,d € G. 还 不 妨 设 a,b,c,d ¢ O(G). id x = [a,b,c], 
则 N = (z,d) 为 内 交换 群 ， 从 而 NIG, 并 由 定理 条 件 , 包含 N 的 子 群 皆 在 G 
中 正规 ， 这 得 到 G/N 为 Dedekind Hf. AX p = 3, G/N 交换 . 又 由 d g 9(G) 
Al G' < NNG) < N, 从 而 G' 交换 . 于 是 |[c, d], [a,b] = 1. SHH [a,b] EN 和 
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d € N, ^l [d, [a,b] € N' < Z(G), 从 而 [d, [a,b], c] = 1. 最 后 应 用 命题 1.1.8(4) 可 得 
[a, 5], c, d] = 1, FH. 口 

定理 12.1.7 KG LAR p Ff. 则 G LH Hamilton 群 当 且 仅 当 G' 包含 在 
G 的 每 个 非 交换 子 群 之 中 . 

证 明 ”充分 性 显然 , 下 面 证 明 必要 性 . 

BG 是 极 小 阶 的 反例 . 则 G 中 存在 内 交换 子 群 N = (a b) 使 得 G' z N. 由 于 
G AW. Hamilton 群 , G 的 包含 N 的 子 群 全 都 正规 , 从 而 G/N A Hamilton 群 . 由 
G 的 极 小 性 , G/N = Qs. & G/N = (xN,yN), H = (x,y). 则 


G= HN, H/(H(N) = Qs, 
z:-[ny] € N, HON « €(H) E HNN = (x52)? c? [m y)". 


AU ze (x. W5 12.1.4 ASM, (2,1) 交换 或 内 交换 ， 从 而 一 定 有 [nz]? = 
[a — 1. AA [z,y?] = [z, y? = 1. 这 首先 说 明 exp(H3) < 2. 又 因为 9(H) = 
(z?, y?, H^), 以 及 H' 交换 (定理 12.1.6), 可 得 [6(H), 2] = 1. 特别 地 , (HAN, z2] = 1. 
下 面 分 五 种 情形 推出 矛盾 . 

(1) HNN =N. 

此 时 [N,z] = 1. X M = (za,b), 则 由 定理 1.7.7 可 知 M 为 内 交换 群 ， 从 
而 G/M 也 是 Hamilton 群 ， 由 于 z g M, G/M 非 交换 . 再 由 G 的 极 小 性 可 知 
H/M = G/M = Qs. WRA M = (z*,2?y?,2?[r, y]) = N = (a,b), 了 矛盾. 

(2 HON < N E HAN 8 9(N). 

此 时 , HON 包含 N 的 一 个 生成 元 . 不 妨 设 N 的 生成 元 a € HAN, b g HAN. 
则 [z, a] = 1. 因为 HAON 交换 , 所 以 [x?y?, x? [z, y]] = 1, 进而 [z?,wy?] = 1. 计算 可 得 


ee) = kry = mgt — 2, 


z? #1, WA (22) = O1(H7) 为 G 的 极 小 正规 子 群 . 故 总 有 z? € Z(G). 特别 地 ， 
[2,0]? = [29,5] — 1. 
(i) 车 [z, b] A [a,b]. & M = (za,b), 由 定理 1.7.7 可 知 M 为 内 交换 群 , 从 而 
G/M 也 是 Hamilton #. 由 于 z g M, G/M 非 交 换 . 再 由 G 的 极 小 性 可 知 
G/M = HM € H/(H(M)& 
AMOUR 
HAM = (zt, ry? xe, y])* = HAN. 


Mill a € HAN = HANM < M. 进一步 有 z = (zaja! € M, 矛盾 . 
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(ii) Æ [z,b] = [a,b], WL:= (z, b NN 为 G 的 包含 5 的 正规 子 群 . + KAN 
的 包含 工 的 极 大 子 群 , B KG, WI G/K 一 定 是 二 元 生成 的 24 阶 群 , 且 它 有 商 群 
与 Qs 同 构 . 由 24 阶 群 的 分 类 可 知 , G/K = (zK,yK) := (z,g) = M2(2,2). 其 定义 
关系 为 


S=f=1, [zg] =z. 


A^, (y) 和 (zy) WA G/K 的 不 正规 的 子 群 , 所 以 , 它们 的 完全 反 像 也 是 G 的 不 
正规 的 子 群 , 从 而 是 交换 群 . 由 此 有 [y, K] = 1, [zy, K] = 1, 进而 [H, K] = 1. 这 与 
[2,5] = [a,b] 41 FÆ. 

(3) HANN < (N). 

此 时 , 首先 断言 HON 41: #5, WG=]AHxN. AA N G/H 一 定 是 
Hamilton 群 , 所 以 N = Qs. 此 时 (za, yb) = Qs 在 G 中 不 正规 , 矛盾 . 

还 可 以 进一步 断言 N' < HAN. EF, W G/(H()N) 也 是 反例 , 与 G 的 极 小 
性 矛盾 . > 


G-G/ÁH(N) H= H/(HAN)= (2,9), N=N/(HNN) = (a) x (b. 


WW G=HxN, AN 中 必 有 阶 不 小 于 4 的 元 素 , 不 妨 设 o(a) > 4. Y K = (za) x (b), 
WW K 1E G 中 不 正规 , 所 以 它 的 完全 反 像 在 G 中 也 都 不 正规 , 从 而 是 交换 群 . 这 意 
味 着 [za,9] = 1( 即 [r, b] = [a,d]). 将 z A g R zy 后 , 同 理 可 得 [y, b] = [a, b] 和 
[zy, b] = [a,b], 而 这 是 不 可 能 的 . 

(4) HNN = &(N) = N'. 

此 时 ， 


IN| 22, |H|-2*, |G| 229, G/N' = HJN' x (aN’) x (bN’). 


为 (aN") 和 (bN") 在 G/N’ PER, 所 以 它们 的 完全 反 像 4 := (a, N) REB: 
n N^) 在 G 中 也 正规 . 注意 到 4 和 B 3929 4 阶 群 , 由 N/C 定理 可 知 , Co (A T 
Co(B) BA G 的 极 大 子 群 . $ K = Ca (AJ()6 (B), W |K| > 2*. AA KAN = 
Z(N) = N', WA |KN| = (|K||N|)/|KNN| 2 2°, ae G=K+N. AWA KN/N& 
K/K(|N = Qs, 不 妨 设 H = K. 由 2* 阶 群 的 分 类 可 知 , H = (x,y)  Ma(2,2). 其 
定义 关系 为 


g*—3*-1, [ey 


AN’ = HAON = (z?y?)). X a AN 中 的 4 阶 元 , 则 a? = ry? 计算 可 知 


|z, ay] = z?, (ay)? = z?. 从 而 子 群 (z,ay) 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 
(5) HNN = &(N) £ N'. 
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4 KA ANN WRATH, HE G 中 正规 . 首先 断言 N' < K. BA, 则 G/K 
也 是 反例 , 与 G 的 极 小 性 矛盾 , 所 以 断言 成 立 . 从 而 N/K 为 交换 群 . 设 


G=G/K, H=H/K=(z,9), N=N/K = (a) x (b), 
其 中 o(a) = 4. 由 2* 阶 群 的 分 类 可 知 , H/K S Mo(2,2). 其 定义 关系 为 


ET g^ —1 2 
= 4; 


[rg] = z 
Ha?-z^y,e(N)K = (HNN)/K = (2292). BATA ag Z(G) (车 否 , 则 (z, ag) 
在 G 中 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 )， 我 们 还 有 [az] 4 108, Hag Z(G) 可 得 
[a, g] = z?g?, 从 而 (az, y) 在 GG 中 既 不 交换 也 不 正规 ,矛盾 ). 所 以 必 有 [a, z] = z9. 
将 上 面 的 a 换 为 ab #48, 同 理 可 得 [ab,z| = z?y?, 从 而 [bz] = 1， 我 们 又 有 
[bg] = (EF, 则 [bg] = z?g?. WATA (z,by) 在 G 中 既 不 交换 也 不 正规 ， 
矛盾 ). 

现在 , 容易 看 出 (2,0) 和 (az, b) YE G 中 均 不 正规 , 所 以 它们 的 完全 反 像 在 G 
中 也 不 正规 , 从 而 交换 . 所 以 [m, 5] — 1 及 [az, b] = 1, 这 与 [a,b] 41 FA. 口 

下 面 讨论 导 群 初等 交换 的 亚 Hamilton p f. 将 证 明 这 样 的 群 当 寡 零 类 为 3 的 
时 候 是 Ao 群 . 首先 给 出 Ap 群 的 一 些 结论 . 它们 由 A 群 的 分 类 直接 可 得 . 

引 理 12.1.8 RG 为 导 群 初等 交换 的 A E, E c(G) > 2. 则 G 为 以 下 互 不 
同 构 的 群 之 一 . 

(1) p* 阶 的 极 大 类 p 群 (p 为 奇数 ). 

(i) (a,b, c, d | a? = bP = c? = d? = 1, [c,d] = b, [b d] = a, [a,b] = [a, c] = [a.d] = 
[bc] = AM 

(ii) (a, b, c | az = pP =1,cP =a, [a, b] = a”, [a,c] = b, [b,c] = 1), HP a=0,1 
或 是 一 个 模 p 的 平方 非 剩余 (三 种 互 不 同 构 的 群 ); 

(ii) p 28, labe | a9 = =e — 1, [a 8| — 1, [a,0] 5 5, = 

(2) 三 元 生成 有 交换 极 大 子 群 的 A 3E (n 2 5, p 为 奇数 ). 

(i) (b, a1, a2, ag | wp" au aj = ab = a5 = 1, [a1, b] = az, [a2, b] = aa, [ai,a;] = 
1, [a3,6] = 1), RP 1<i,j <3; 


(ii) (b,a1, ae | per? = aj = ab = 1; lab] = a2,[a5,0] = y^. [a1, a2] = 
1, [br™ * ai] = [b^" ^. a5] = 15 
n— 2 
(iii) (b, a4, a2 | bP , = aj = ah = 1, [a1, 6) = a2, [a2, b] = ay”, [a1, a2) = 


1, [a], b] = ay’, a2] = 1), RP v —1 RA v 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 . 

(3) 无 交换 极 大 子 群 的 A 3E (p 2 5). 

(i) (a,b, c | a^ = b? = c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = bP, [e, b] = aP”), 其 中 六 是 国定 
$3 p 的 平方 非 剩 余 ; 
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(ii) (a,b,c | a = bP? = c = 1,[a,b] = c, [ca] = a-Pb-®, [c,b] = a-?), 其 中 
4p 9-1 对 于 "r=1,2,… 5p 1), g 是 模 六 的 最 小 原 根 ; 

(4) 无 交换 极 大 子 群 的 Ap Æ (p= 3). 

(i) (2,5, | a? 259 — e = 1, [a,b] = 6, fea] = 577, [p b] m 27); 

(ii) (a,5,c | a9 =0 = c = 1, [a,b] — c, [c,a] = 0^5, [e, b] = a=). 

推论 12.1.9 KRG 为 导 群 初等 交换 的 A. Æ, B. c(G) > 2. 则 d(G) 22 A p 
为 奇 素数 . 

引 理 12.1.10 RG 是 时 群 初等 交换 的 亚 Hamilton p 群 . # G 不 是 Ap E, 
N) G 的 Ap 子 群 都 是 类 2 的 . 

证 明 ”假设 结论 不 成 立 , M G 中 存在 导 群 初等 交换 的 类 3 的 A TE K. 由 
引 理 12.1.8 可 知 , p 为 奇 素数 且 K 只 能 是 以 下 几 种 群 之 一 . 

(1) p* 阶 的 极 大 类 p RE. 

(i) (a, bie, d | a? = P = oc? = d? = I, le, d] = b, [bd] = a, [a,5] = [a,c] = [a;d| = 
[b,c] = 1); 

(ii) (a,b, c | a? = b? = 1,c? = a??, [a,b] = a?, [a,c] = b, [b,c] = 1), EP a — 0,1 
或 a 是 一 个 模 p 的 平方 非 剩 余 (三 种 互 不 同 构 的 群 ); 

(ii) p= 3, (a,b,c | a? = 6 — c? = L [a b] = 1, [a,c] — 6, [ob] = a9). 

(2) 二 元 生成 有 交换 极 大 子 群 的 A BE (n > 5). 

(i) (b a1,a2,a3 | P”? = a? = ab = ab = 1, [a1,0] = az, [a2, b] = as, [a,j] = 
1, [a3,6] = 1), &'P1« 57 <3; 


(ii) (b, ay, a2 | i a a, = a = Liab] = ag, [a0] = pp". [ay, a2] = 
1, lr” ,a] = [9" a2] = 1); 
vm 2 
(ii) (banaz | b" = a? = ab = 1,[a1,b] = ag, [a2,b] = a%?, [a1,a2] = 


1, [a2 b] = [a?, ag] = 1), 其 中 v= 1 或 v 是 一 个 固定 的 模 p 平方 非 剩 余 . 

(3) 无 交换 极 大 子 群 的 A F (p > 5). 

(i) (a,b, c | a = b? = c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = &"?, [c, b] =a”), HH v BA 
的 模 p 的 平方 非 剩 余 ; 

(ii) (a,b,c | a”? = w^ = c? = 1,[a,b] = c, [c a] = a-?b-”, |e, b] = a-?), 其 中 
apo gr -1XHP 181,2, c (p — 1), g 是 模 p 的 最 小 原 根 

(4) 无 交换 极 大 子 群 的 A # (p = 3). 

(i) (a,5,c |. a? = 99 = c* — 1, [a,b] — e, = 

(ii) (a, 5e | a? = = c9 — 1, [a,b] — c; fea] = 979, [6,0] — a7). 

X HdGHU K 为 极 大 子 群 的 子 群 , 然后 分 情况 推出 矛盾 . 

情形 1 为 上 面 所 列 的 (2) 型 群 . 
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A K/Z(K) 为 p? 阶 的 非 亚 循环 的 内 交换 群 . 则 H/Z(K) 为 非 亚 循 环 的 ps 
阶 群 . 若 d(H/Z(K)) = 2, 由 pt 阶 群 的 分 类 可 知 H/Z(K) 是 极 大 类 的 . 从 而 


K'Z(K)/Z(K) = H3Z(K)/Z(K). 


这 说 明 [a,b] € H32(K), 从 而 [a1,b,9] € Ha. 由 于 [a1,5,0] A 1, Ha #1, Am 
c(H) > 4. 这 与 定理 12.1.6 了 矛盾; € d(H/Z(K)) = 3, 由 pt 阶 群 的 分 类 可 知 存在 
de H 使 得 


H/Z(K)- K/Z(K) x (dZ(K)) 或 H/Z(K)= K/Z(K) *(dZ(K)). 


ke 天 , 由 命题 1.1.9 计算 可 得 [d^,k] = [d,k]?， 因 为 exp(G') = p, 所 以 对 于 
keEK 有 [d?,k]=1. 从 而 d? € Z(K), RA 


H/Z(K) = K/Z(K) x (dZ(K)). 


NJ d" € Z(K), [K,d € Z(K)， 由 于 a» = [a,b] (a1,d)， 由 定理 12.1.7 可 知 
lad] = 1. 同 理 可 知 [b, d] = 1, 从 而 d € Z(H). 此 时 (azd,b) 既 不 交换 也 不 正规 ， 
FE. 

tare 2 K 为 上 面 所 列 的 (1) 型 群 . 

这 种 情况 与 情形 1 是 类 似 的 , 事实 上 , 只 要 在 (2) 型 群 中 让 n = 4, 就 会 得 到 
(1) 中 的 (i), (ii) 型 群 . 

情形 3 K 为 上 面 所 列 的 (3) 型 群 或 (4) 型 群 . 

由 定理 12.1.7, H' < (c, a)()(c, b) = (c,a?,b?). 从 而 


H'—K', Hs = K; = (aP,bP). 


因为 H/K3 JN SEE p 阶 的 pt Brae, 由 p* 阶 群 的 分 类 易 知 存在 d © H\K 使 得 
[a, d] = [b, d] = 1(mod K3). 由 于 exp(H^) = p, 利用 命题 1.1.9 计算 可 得 


[a,d?] = [a,d? — 1, [b,d?] = [b, d? — 1. 


从 而 d € Z(K) = Ks. AA cg (a,d), 由 定理 12.1.7 可 知 [a,d| = 1. [E] n] Ag 
[ac,d| = 1. 此 时 子 群 (a, cd) 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 口 

引 理 12.1.11 RG 是 导 群 初等 交换 的 亚 Hamilton p 群 . 若 G 的 Ap FRA 
是 类 2 的, 则 @ 的 需 零 类 也 是 2. 

证 明 设 G 为 极 小 阶 反例 . 则 c(G) = 3. 

首先 证 明 G 不 满足 2-Engel 条 件 . ET, 则 由 定理 12.1.3 可 知 G 是 3 f. 此 
IN, 存在 x,y,z € G, 使 得 [m v, 2] #1. 由 于 G 为 极 小 阶 反例 , 有 


G=(2,y,z) HR [zry z = (x3, v, z] e. 
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由 [z, yz, yz] 2 1 可 得 , [m, y, z] = [z, v, y]. 同 理 可 知 


[x, y, z] = [y, z, x] = [z, x, v]. 
* 
[x,y] = 6 ly, 2] = a, [z, x] = b, [x,y,z] = [y, 2,2] = [z,2,y] =d. 


则 G' = (a,b,c,d). AA [by] — d z 1, 所 以 (b,y) 不 交换 , 从 而 (b,y) IG. 所 以 我 
们 有 c= [x,y] € (b,y). 注意 到 [c, b] = [ey] = 1. 不 妨 设 c= ya”. 从 而 


d= [e,z] = [y**d”, z] = [yz] — 1. 


T. 
由 于 G 不 满足 2-Engel 条 件 , 存在 [m y, y] #1. 由 G 为 极 小 阶 反例 可 知 


G=(2,y) H [zy yP =1, [e,y,2]?=1. 


[x,y] =c, [c y] =b E [e,z] =a. WW Ga = (b,a), G' = (e, Ga). Æ [c x] € (b), 经 过 
替换 不 妨 设 [cz] =a=1. 所 以 总 有 (a) (5) = 1. 

GA + 1 个 极 大 子 群 , 分 别 是 M = (zy, 9(G)) 和 K = (z,9(G)), 其 中 
i=0,1,--+ ,p, $(G) = (z?,yP,c, a,b). 易 知 P(C) 是 交换 群 . 

AA esy] = [ry] = c, [ery] = ab x 1, BTU N = aay) Æ y E G 
中 的 正规 闭 包 , FE N 是 内 交换 群 。 由 定理 12.1.0, G' < N. FF [cx ziy] = 
ba/*€» £1, (eaP, ciy) 也 是 内 交换 群 , 从 而 (ez? xiy) = N, 这 使 得 zz € N. 由 于 
(ziy)? 三 ZipyP (mod G^), Py? € N, 进而 y^ e N. 这 说 明 (G) < N, Mit M =N 
是 内 交换 群 . 

# [loz] =a #1, $ L= (cx). 此 时 工 是 zx 在 G 中 的 正规 闭 包 , HALA 
内 交换 群 . 由 定理 12.1.7, G' < L. 由 于 [cyp,z] 4 1, (cyP,z) 也 是 内 交换 群 ,从 而 
(cy?) = L, 这 使 得 y^ € L. 这 说 明 O(G) < L, 从 而 K = L 是 内 交换 群 

# [czlj=ao=1 且 7p 为 奇 素数 , 则 (x, y^] = 1, 从 而 [E@(G),z] — 1. 此 时 天 为 
交换 群 . 

# [cz] =a=1 H p=2, M [z,y7]=041. 所 以 五 = (z, aG FE LA 
内 交换 群 . 由 定理 12.1.7, G < L. 此 时 , K = L 为 内 交换 群 . 

由 上 可 知 , G 的 极 大 子 群 都 是 内 交换 群 或 内 交换 群 , 从 而 G 是 类 3 的 Ao Tff, 
这 与 G 的 A: 子 群 都 类 2 相 矛 盾 . 口 

定理 12.1.12 HG 是 导 群 初等 交换 的 亚 Hamilton p 群 且 c(G)=3. 则 G@G 是 
Az 群 . 
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证 明 # GPE AS RE, 则 由 引 理 12.1.10 TA G 的 Ap 子 群 都 是 类 2 的 . 再 
由 引 理 12.1.11 可 知 c(G) = 2, FA. 口 

最 后 , 再 给 出 一 个 简单 的 推论 . 

推论 12.1.13 ik G 为 导 群 初等 交换 的 亚 Hamilton p 群 且 c(G) = 3， 则 
d(G)=2 hp AFR. 

证 明 ”由 定理 12.1.12, G 为 A: RE. 再 由 推论 12.1.9 可 得 最 终 的 结论 . 口 


12.2” 导 群 初等 交换 的 亚 Hamilton p 群 的 分 类 


本 节 分 类 导 群 初等 交换 的 亚 Hamilton p RE. 

定理 12.2.1 设 G 为 有 限 亚 Hamilton p 群 且 exp(G’) =p. A) G 为 以 下 互 不 
同 构 的 群 之 一 . 

(A) F% p 阶 的 群 . 

(B) RERA 3 的 群 .此 时 , p> 3, d(G)=2 E G € As. 

(B1) (a1,6,a2,a3 | af = ab = ab = bP” = 1, [a1,b] = a2, [a2,5] = as, [a3, b] = 
1, [a a;] = 1), RP p23,1&ij <3, ¥m=1 i} p> 5. 

(B2) (a1,b, a2 | a = aj = ("^ = 1, [a1, 0] = az, [az, b] = 0" , [a1 a2] = 1), 其 中 
p23. 

(B3) (a1, b, a2 a?" = ab = bP” = 1, [a,b] = az, [a2, b] = af”, [a1, a2] = 1), RP 
p23,v—1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 . 
(B4) (a1, a2,b | a? = a3 = 1, b? = a8, [a1, b] = a2, [a2, b] = a [a2, a1] = 1). 

(B5) (a,b,c | a?” = bP = @ = 1, [a,b] = c, [c,a] = 0P, [c,b] = aP), HP p> 5, v 
是 一 个 固定 的 模 的 平方 非 剩余 . 

(B6) (a,b,c | a” = V = @ = 1, [a,b] = ce, a] = a7?b7*5, [e,b] = a7), 其 中 
p25,4 — Pr? 1,7212, 5(p— 1), p A p 的 最 小 原 根 . 

(B7) (a,b,c | a9 = b? — c5 = 1, [a,b] =, Je, a] = b72, [e 5] = a?). 

(B8) (a, be | a9 =o =e = i a, b] = es [eia = b, [e b] m a). 

(C) eG) =2 L G' & C2. 

(C1) K x A, 其 中 K = (a1,02,b | at = af = 1,5? = a?, [a1, a2] = 1, [a1, b] = 
a3, [a3,6] = a2), A ARA exp(A) < 2 的 交换 群 . 

(02) Kx A, 其 中 K = (aanbid | at = of = 1,07 = afd? = a2, [01,03] = 
1, [a1, b] = a3, [a2, b] = aj, [a1, d] = af, [a2, d] = a1a3, [b d] = 1), A 为 满足 exp(A) <2 

(C3) Kx A, HP K = (aj, 42,43 | vn = ae = ab^ = 1,[a,,a9] = 
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al ,[a1,a3] = aj, [a2, a3] = 1), ma > ma > ma, È p=2 N] m >1,4 为 满足 
exp(A) € p"? 的 交换 群 . 


1 十 1 m2--1 ma 


(C4) K x A, 其 中 K = (a1, a2, a3 | al = a5 = a = 1, [a4, a2] - 
1, [a1,a3] = a8”, [a2,a3] = uit p»2,v 为 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ， 
mi — 1 = m 2 mg 或 者 T = 2 ma, A 为 满足 exp(A) & pa 的 交换 群 . 


7mn2 十 


(C5) Kx A, HP K= E | e n is ah "= ab = 1,[a1, a2] = 
1, [al, a3] = ae” , [a2, a] = ak?” “az?” ^, p»2, N) 1+4kg(F p 若 p = 二 2, 则 
k —1,m; = m > mz, A 为 满足 exp(A) < p"? 的 交换 群 . 

(C6) K x A, 其 中 K = (a1,a2,a3 | ind = apt = ag” = ,[@1, a2] = 
1, fay, a3] = ^ im laz, a3] = 


= 1 
af ),mi—1- ma 2 ms, A 为 满足 exp(A) < p^» HR 
换 群 . 
pratt pest 


(C7) Kx A, 其 中 K = (ay, a2,43 | ae” = ub E = 1, [a1, a2] 
a5 * [01,23] == a5 *  [a2, a3] = 1), my 之 mo =m3+1, A 为 满足 exp(A) 雪 ps 的 交 
换 群 . 

(C8) K x A, 其 中 K = (a1,a5,a3 | ap” = a = a = 1,[a1, a3] = 
aj [aas] = a7" [asas] = 1), p > 2, v 为 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ， 
mi 2 m3 =m; +1 或 者 m > ma =m, 4 为 满足 exp(4) < p™ 的 交换 群 . 

(C9) K x A, 其 中 天 = (a, az, a3 | a? = agat = ap" 
aj [aas] = a" ^as? .,[az,as] = 1), Æ p > 2, RI 1-- 4k g (Fp)?. 35 p — 2, RI 
k=1, mı > m ma, A 为 满足 expl A) « p™ 的 交换 群 . 

(C10) K x A, 其 中 K = (ai,a2,a3 | at = a = oe = 1,[a1,a3] = 
a5 E: [a1, a3] = af ',[a2,a3] = 1), mi 2 ma = ma +1, A 为 满足 exp(4) <p™ 的 交 
换 群 . 

(D) «(G) =2 L G' & C3. 


= 1, [a1, a2] = 


(D1) K x A, ** K= (a1, a2, a3 | a = ag = ab = 1, [az, a3] = 
a?™ Jai, a3] = eu * [a1,02] = = ab^ * [a8, a1] = uk a] = 1), RP p> 2, my = 


m2 十 1 三 m3 十 1, n 为 一 个 固定 的 模 p HEARR, 4 为 满足 exp(A) € p"* HR 
换 群 . 

(D2) K x A, HYP K = (ay, a2, 43 | er = er = oe = 1, [a2,a3] = 
a?" [a aa] = a?" az”, [a1,a2] = ae” [a®, ai] = [ġa] = 1), BP p> 2, 
mı =m: +1 = m3 +1, 1+4 ¢ (Fp), A 为 满足 exp(A) < p™ 的 交换 群 . 

(D3) K x A, HP K = (ay, 02,03 | a^ = a2?" = a2?" = 1,[ag, as] = 

2" jag, a1] = a3", [a1, a9] = a3” a$ ,[a2,a1] = [a3, a2] = 1), HP mi = m +1 = 
m3+1, A 为 满足 exp(A) < 27 的 交换 群 . 
(D4) Kx A, 其 中 K = (a1,a2,03 | att = at = ab = 1, [a2, a3] = 
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m [a1, a3] = ar”, [21,22] = g”, [35,a1] = [a}, a2] = 1), RP p> 2, mi = m = 
ma 十 1, 7 为 一 个 国定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 , 4 为 满足 exp(A) € p™ 的 交换 群 . 

(D5) K x A, 其 中 K = (a1,a2,a3 | arn = a = apt 
Doa [a.a = af , (a3, ai] = [05,22] = 1), HP p» 2, m 
ma — ma --1,1--4l € (F5)?, A AMX exp(A) < p™ 的 交换 群 . 

(D6) K x A, HP K = (a1,a2,a5 | a2 = a2?" = q2"*** = 1, a2, a3] = 
a2™ a2"? (a3, a1] = a2 ^,[a1,a9] = a2" ^,[a2,a1] = [a2,a2] = 1), HP mi = m» 
ma +1, 4 为 满足 exp(A) < 23 的 交换 群 . 

(Df) Kx A, HP K = be | at = BH = b= sea = 
bc, [a,b] = c?, [?, a] = [c?,b] = 1), A AM exp(A) <2 的 交换 群 . 

证 明 ”由 定理 12.1.6 可 得 c(G) < 3. Æ c(G) = 3, 由 定理 12.1.12 可 得 G € Ad. 
检查 定理 9.3.1 的 群 表 可 得 群 (B1) 一 (B8). 下 面 设 c(G) = 2. WN 为 G 的 内 交换 子 
群 . 由 定理 12.1.7 可 得 G" <N. AAG’ < Z(G), MUG’ < 01(2Z(N)) = Q1(9(N)). 
从 而 由 定理 1.7.10 可 得 G' < C$. HG & C,, WG 为 定理 中 的 (A) MH. E 
G' 兰 C2, 由 下 面 的 引 理 12.2.2 可 知 G 为 定理 中 的 (C1) 一 (C10) 型 群 . 着 G' 兰 C3， 
由 引 理 12.2.3 可 得 定理 中 的 (D1) 一 (D5) 型 群 ， 验 证 可 知 , 这 些 群 是 互 不 同 构 亚 
Hamilton p BE. 细节 了 略 去 . 回 

引 理 12.2.2 jk G 是 亚 Hamilton p 群 . $ G'c C2 Bc(G) -2, ÀJ GAR 
#2 12.2.1 中 的 (C1)—(C10) 型 群 之 一 . 

证 了 明 ” 设 G/G' 的 型 不 变量 为 (pm ,pa pc), 其 中 mi 2 ma 2: > mp. 
Bx 


a 


= 1, [a2, a3] = 


ae” , [a1, a3] =q 


G/G' = (a1G") x (a3G") x --- x (arG"), 


其 中 o(a;G) = p^, i — 1,2,---,r. WI G = (ay, a2,--- , a). 

车 mi = 1, W G/G' 为 初等 交换 p Sf. AR G 的 两 个 非 交换 的 元 素 my, HE 
38 12.1.7 可 知 , G' < (x,y), 从 而 (x,y) 为 pt 阶 的 内 交换 群 . 这 样 的 群 为 五 群 , 从 
而 G 为 定理 10.6.9 中 的 群 (2) 和 (3), 或 引 理 10.6.10 中 的 群 (4) 一 (6). 此 为 定理 中 
的 (C1), (C2) 型 群 以 及 mi = ma = m3 = 1 时 的 (C3) 一 (05) 型 群 . 以 下 设 mi > 1. 

wi 是 使 a; 不 在 Z(G) 中 的 最 小 的 正 整数 , 即 存在 j > i 使 [ai,aj] Z 1. 大 
i #1, WH ai Æ Z(G) 中 , 从 而 [a1a5,ai] Æ 1, 此 时 , 用 010; 替换 a, 仍然 有 其 他 
的 关系 成 立 . MADD i= 1, B a g Z(G). 

再 设 j 是 使 [a1,aj] A1 成 立 的 最 小 的 正 整 数 . A 2, 说 明 [a1, a2] = 1, 从 而 
[a1,a2a5] Æ 1, 此 时 , 用 aza; 替换 a, 仍然 有 上 面 的 关系 成 立 ， 所 以 不 妨 设 j= 2, 
即 [a1,a2] Æ 1. 

FER k 是 使 [ax, ai] € ([a1,a2]) 成 立 的 最 小 正 整 数 , Æ > 2, 说 明 对 所 有 的 s 
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都 有 


[a1, as] € ({a1, a2]), [a2, as] € ([a1, a2]). 


(1) Æ [a1, ai] — 1, W 
[a1,a2a;] = [a1,a2], —[a2a1, ax] = [a2, a«][au, ax] € (lar, a2])- 


此 时 用 aga, 替换 a2, 仍然 有 其 他 的 关系 成 立 . 所 以 不 妨 设 hk < 2. 
(2) # [a1, a1] = [a1, a2]^, 其 中 (o, p) = 1, FER [a1, ak] = [a1, a2]? , 则 


=i =1 
[a1, akar " = il, [a1, azakar | = [a1, aa], 


[azara ^, aj] = [a2, ar][ax., ai] ¢ (lar, a2])- 


此 时 用 aapa P 替换 a2, 仍然 有 其 他 的 关系 成 立 . 所 以 不 妨 设 < 2. 
再 设 1 是 使 (ax, ai] € ([a1, a2]) 的 最 小 正 整 数 . AA 3, 则 


[ai, a3] € (la1, a2]), [a2, a3] € ([@1, a2]). 


从 而 


ak, aza] = jak, aa] [ax., aj] g ([a1, a2]). 


此 时 用 asa; 替换 as, 仍然 有 其 他 的 关系 成 立 . 所 以 不 妨 设 1 = 3. 

4 K = (a4,a2,a3), W |K"| = |G'| = p?. BRN K 已 经 被 定理 7.1.7 分 类 . 检 
查 表 7.4 可 知 , K 为 定理 12.2.1 中 的 (C3) 一 (C10) 型 群 之 一 . E r—3, K DAER 
G. PRR r > 4 并 逐一 进行 讨论 . 

情形 1 K 为 定理 12.2.1 中 的 (C3)—(C6) 型 群 之 一 . 

此 时 , G' = (a?” aR” 六 FB lai a3] = ab. Wa? —aQ" a. 用 
aza; 9 "i 替换 u 可 得 ú = 一 agp 

E p>2 RË m > 1, 用 asaz = 替换 a, 后 有 a? HET 车 p=2 
H ma = 1. 断言 存在 x € {a4, 0402} 使 得 zz € (a2). AA, 则 a2 = a2. AA 
[a4, a2] = (a4a2)? ¢ (a A 所 以 (a4,a2) 非 交换 . 由 定理 12.1.7 可 知 a^^ € (a4, a2). 
进一步 有 [as a2] = a2" a3. 因而 (a4a2,02a2  ) 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 用 x 
或 者 za2” ^ THÉ ud, 有 a2 =1. 

因此 , ARPT BE aT = 1. 断言 [a1, a4] € (a8”). 车 否 ,可 设 [ay aa] = al" aS 
其 中 (4p = 1. 计算 可 得 ，(a1, asa3“) 既 不 交换 也 不 正规 ,矛盾 . 因此 [aas] € 
(of ^). 

4 L= lanaz, a4). 车 [a,a4] 41, 则 经 过 合适 的 替换 不 妨 设 [01,04] = aD. 
此 时 , 断言 L'— G'. EB, 则 L'— (a ). BIW G € (aza), 由 定理 12.1.7 可 
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得 [aa, ad] = 1. 因为 K' = G', 所 以 K’ = (a8”“, [az,a3])， 因 此 不 妨 设 [a2,a3] = 
aj a“ 其 中 (s,p) = 1. Æ (tp) = 1, JU (aP™ ah, asaz) 既 不 交换 也 不 正 
H, 矛盾 . dE t =0 A mi > ma, 则 (a1a2,a3a71!) 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 4 t = 0 
且 m4 = mo, 则 (a1a2,a3a$ |) 既 不 交换 也 不 正规 , 也 得 到 矛盾 . 

同 理 , 对 于 4 < i < 7, BTE =1 以 及 [aa] = 1 或 aZ. 进一步 有 : 

(*) 车 [anai] = a5, WI L’ = G' HP L = (a, a2, ai). 

对 于 3<i<j<r, 由 定理 12.1.7 可 得 [ai a;] =1. 

4 j 为 满足 [a1,aj] = ab ”的 最 大 正 整数 . 则 [aak] = 1 对 于 7 <k <r i 
X. WE 38<k <j, Æ la, ag] = 03", W [ai aka; ] = 1. 如 有 必要 用 aray 替换 
an, 有 [a1, ax] = 1. 

4 J = (a1,a2,a5). AW J’ = (a? a8"), 所 以 J 了 为 定理 12.2.1 中 的 (C3) 一 
(C6) 型 群 之 一 . WME [azar] = 1 对 于 3< k <r Mk AS RE ET, 分 以 下 两 种 
情形 导出 矛盾 . 

子 情形 1.1 ”J 为 定理 12.2.1 中 的 (C3) 群 之 一 . 

此 时 , [22,0] — 1. 可 设 (a2, a4] = o2?”af?” 其 中 (B,p) = 1. 车 (p) = 1, JU 
(ape "* a3 ax) 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 车 a = 0 且 ma > ma, JU (aa ax) BE 
不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 车 w = 0 且 m = ma, 则 (raz, aga) 既 不 交换 也 不 正规 ， 
FE. 

子 情形 1.2 J 为 定理 12.2.1 中 的 (C4) 一 (C7) 型 群 之 一 . 

此 时 , [a1,a2] = 1 E. G' = ([a2,a5], a5). 因此 可 设 Jaz, ax] = a2 ^ [a2,a;] 其 
rP(8p)—-1.4z- a, aj. 则 [01,2] = d E [a2,2] = gw. # (vp) = 
1, 则 (a2,a,2; 9) 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . AF a = 0, 则 (ai, a2, 2)! = (a). 这 与 

对 于 情形 1 有 G = Jx 4 其 中 A= (ag) x+ x (aj1) X (aj+1) X = X (ar). 
因此 得 到 定理 12.2.1 中 的 (C3) 一 (C7) 型 群 之 一 . 

情形 2 K 为 定理 12.2.1 中 的 (C7) 一 (C10) 型 群 之 一 . 
此 时 , G' = (a2”,a9”) 其 中 s=1 或 2, [m,a] = aj E [az, as] =1. 可 设 
ab. = gar gap” 

d p>2 RM ma > 1, 用 agaz 9? * "Ag Bp TM 去 替换 a4 后 可 得 ab =1. 
车 p= 2, ms = 1 Hm, > 1, 断言 存在 z € {a4, 0403} E 2? € (2). 若 
F, 则 a} = a2?"'a3. 用 agape?" ^^ ER a4 后 可 得 a3 = 03. 因为 [4,03] = 
(asaz)? € (a2"*), 所 以 (a4,a3) 非 交换 . 由 定理 12.1.7 可 得 G' < (anas). Alt 
[as,as] = a2"* a8. WATI, (asaz, aga?" T) 既 不 交换 也 不 正规 . 用 x 或 wa 
HR a4 后 可 得 a} = 1. H p= 2 Hm, = ma =1, Hm > 1 ASM s = 2. Alt K 
为 (C9) 型 群 . 此 时 , [a1, as] = 0303. 断言 在 {a4, asaz, asaz, asa2a3} 中 存在 2 阶 元 . 
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ES, 因为 at #1, 所 以 有 


2 2 2 2 
a4 — 02,03 或 a2a2. 


E aj = a, 分 别 用 a3,a2a3 FR oz,aa 后 可 得 a? = a2. Æ a2 = 0302, 分 别 用 
a203,02 PR a3,a3 后 可 得 a2 = a2. 因此 不 妨 设 o = a2. 因为 (asaz)? = [a4, a2] 4 
1, 所 以 工 = (a4, a2) 非 交 换 . 由 定理 12.1.7 可 知 G < L. 因此 可 设 Jas, a2] = 003°. 
若 [asaz] = a3a3, N (aiaa, az》 既 不 交换 也 不 正规 ， 了 矛盾 Æ [asa] = a$, BU 
(a4a2)? = a3. 因为 (a4a2a3)? # 1, 所 以 


[a4a2, a3] = [a4, a3] = (a4a2a3)? # I. 
因为 M = (a4a2,a3) 非 交 换 , 由 定理 12.1.7 可 知 G' < (a4a2,a3). 因此 可 设 
[a4, a3] = [a4a2, a3] = a303“. 


ER (asaz)? #1, 所 以 [a4s, a3] A a2a3. 因此 [a4,a3] = a2. 此 时 , (a1a4a2,a3) BEAS 
交换 也 不 正规 , FH. 

综 上 所 述 , 不 妨 设 ao = 1 4 (st) = {1,2}， 因 为 G' £ lana) BE 
HE 12.1.7 可 知 [as a4] = 1. BH (C7) 一 (C10) 型 群 的 定义 关系 可 知 m, > m. Al 
AG’ £€ (atas,a4)， 由 定理 12.1.7 可 知 [arag aa] = 1， 因 此 [as,a4] = 1. WE 
[as,a4] € (a3). ÆR, 则 可 设 [as a4] = ae" ^ a£? ^, 其 中 (ap) = 1. 计算 可 得 ， 
(as, afag- H 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 因此 可 设 Jas, as] = age . 

进一步 断言 [as, aa] = 1. 车 否 , 则 (8, p) = 1 且 经 过 替换 后 可 得 [a, a4] = aZ. 
下 面 分 三 种 子 情形 推出 矛盾 . 

子 情形 2.1 s=2,t=1 H mz > ms. 

此 时 , K 为 (C7), (C8) 型 群 之 一 . 由 (C7), (C8) 型 群 的 定义 关系 可 知 , lai, a3] = 
al^ 其 中 n=1 或 者 v. 计算 可 得 , (aa, aaaa) 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . 

子 情形 2.2 s=2,t=1 A mam: 

此 时 , K 为 (C8), (C9) 型 群 之 一 . 4 K 为 (C8) 型 群 , 则 [a1,as] = a. 计 
算 可 得 , (aiai ",a2as) 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . Æ K A (Co) 型 群 , 则 fa, as] = 
aj as?” 其 中 (k,p) = 1. WAT, (aias, afa) 既 不 交换 也 不 正规 , FH. 

子 情形 2.3 s=1,t=2. 

此 时 , K 为 (C10) 型 群 . 由 (C10) 型 群 的 定义 关系 , [mi ,aa] = a2. 计算 可 得 ， 
(a1, a2a30,') 既 不 交换 也 不 正规 , 依然 得 到 矛盾 . 

综 上 所 述 , [as a4] = 1. 同 理 可 得 , 对 于 Adr, 都 有 ae — 1. 进一步 


[ai; 04] = [a2, ai] = [a3, ai] = 1. 
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对 于 4 < i < j < 7r， 由 定理 12.1.7 Hf [ana] = 1. 此 时 , G= K x A 其 中 
A = (a4) x (as) x… x (ar). 因此 得 到 定理 12.2.1 中 的 (C7) 一 (C10) 型 群 . 口 
引 理 12.2.8 it G 为 亚 Hamiltonp 群 . # G'& C2 H c(G)=2, N G 为 定 
理 12.2.1 中 的 (D1) 一 (D7) 型 群 之 一 . 
证 明 B G/G' 的 型 不 变量 为 (p™,p™，… pr), 其 中 m > m2 2; > my. 
再 设 
G/G' = (a1G") x (a3G") x + x (arG’), 


其 中 o(a;G") = p™, i= 1,2, ,r. WG = (a1,a2,--: ,ar). Æ [05 aj] 关 1, 则 由 定 
38 12.1.7 可 得 


E 
G'— (a? , '.[a52j]). 


因此 我 们 有 
(X) 4$ a?" —1, W a; € Z(G). 
设 i 是 使 9” 关 1 的 最 小 正 整数 . dE i1, 则 


"MEE eae 
并 且 进 一 步 由 (x) 有 ape, ai € Z(G). 断言 m =m. E, 则 (aidj)2 ™ TE 
对 于 7 >i 成 立 , 由 (*) 可 得 aia; € Z(G). 从 而 对 于 7J >i A a; € Z(G) RI. 这 
5 |G'| 2 p? FE. 因此 不 妨 设 a?” £1. 

再 设 ) 是 使 29“ ¢ (a9”) 得 最 小 正 整数 . 若 ; 42, WTRF 2<k<j-1 
有 ab^ 一 arrn. 由 定理 12.1.7 可 知 [ak a1] = 1. 用 aa m 去 替换 ak 后 
可 得 a" —1. 由 (+) 可 知 , HF 2«k«j-1 a, € Z(G). 断言 m; = mo. 车 
B, WHF k 2j 有 (azak)z ^ — 1. 由 (*) TA aoa, € Z(G). AIS k 2j A 
azak € Z(G). 这 与 |G'| = p? FE. 因此 不 妨 设 aD ¢ (ab). 

再 设 AIE ae g (a? ab) 的 最 小 正 整数 . Æ k z3, WHF 3«w« 
k 一 1 可 设 = aguP gba | 断言 mk = m3. 4, 则 ma > my. 不妨 设 
Mp1 > my. 用 ne ae 替换 a,, 后 可 得 az””= 1. 由 (+) 可 知 ， 
W3<w<k-14 a € Z(G). NF w> k, KJ (asas) ^ —1, 所 以 由 (+) 可 
得 asa, € Z(G). AMF w > k 有 a, € Z(G). ix 5 |G'| = p FE. 因此 可 设 
aR ak”). 

r= 3, 由 定理 7.1.35 可 得 G 为 定理 12.2.1 中 的 (D1) 一 (D7) 型 群 之 一 . BE 

下 来 我 们 设 + > 4. 

断言 , 存在 合适 的 a1, az, as 满足 以 下 条 件 : 

(«x) 对 所 有 的 x € G', 存在 be (a1,a2,a3) 使 得 z= "^. 


a 
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车 Qe) 成 立 , 则 对 于 i > 3, 存在 bi € (a1, 02,03) 使 得 a?" =. He 
58 12.1.7 可 得 [ab] = 1. 用 au 好 >” ”替换 a; 后 可 得 a? ^ — 1. 由 (*) 可 知 
a, € Z(G). 因此 G 为 定理 12.2.1 中 的 (D1) 一 (D7) 型 群 之 一 . 

接 下 来 证 明 存 在 合适 的 ai, az, as 满足 条 件 (x*). Æ p > 2 或 者 ma > 1, WM (xx) 
自然 成 立 . 因此 只 需要 处 理 p = 2 H m = 1 的 情况 . 

情形 1 mi 1. 

车 [a2, a3] # i, 则 由 定理 12.1.7 我 们 可 设 [a2, a3] = a? ‘axa uj 若 [az, a3] = 
a2a;!a?"', Wü (asa " as) 既 不 交换 也 不 正规 ， 了 矛盾. AF [az,aa] = xi - 
(asa2"* ^)2, WW (asa2"* ,a as) 既 不 交换 也 不 正规 矛盾 . 因此 [a2,a3] = af". 这 种 
情形 下 , 容易 检验 G = Up) ((a1, a2,43)). 因此 (**) 成 立 . 

情形 2 mi=1. 

用 与 定理 12.2.1 的 开头 一 段 类 似 的 证 明 方法 , 可 以 选择 适当 的 al, az, aa 使 得 
K = (a1,a2,a3) 的 换 位 子 群 的 阶 至 少 为 4. 

ERA {1, 01, 02,03, a102, 0103, 0203, 010203} 中 存在 两 个 元 素平 方 相等 , 则 由 
定理 12.1.7 知 它们 一 定 是 可 交换 的 元 素 . 此 时 


{Q1, a2, 43, 4102, Q143, 0203, 010203] 
中 存在 2 阶 元 . 由 («), 这 个 2 阶 元 在 K 的 中 心 . 这 与 |K z 4 矛盾 . 因此 
G' = Un (K) = (1,1, a3, a3, (a1a2)?, (a1a3)?, (a2a3)?, (a1a23)?). 


此 时 (sx) 也 成 立 . D 
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本 节 分 类 导 群 非 初等 交换 的 亚 Hamilton p 群 . 

定理 12.3.1 设 G 为 有 限 亚 Hamilton p 群 且 exp(G') > p. N) G 为 以 下 互 不 
同 构 的 群 之 一 . 

(E) G A EHRE. 

(El) (a,b | a ^^^" = 1, w^" 2 ay", aè = al"), Her >luc<r fe 
r+1>s+u22, FHF p=2, Mr 22; 

(E2) (a,b | a” =b?” =1,a ide Xv?m2l 

(E3) (a,b | a” 21,0?" =at, a? 2 a7), HY m 2 l; 

(E4) (a,b | a” -pg-1a-a» RY mèl. 

(F) G 非 亚 循环 但 G' 循环 且 |G'| > p’. 
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(Fl) G@=Kx A, RP K = (a,b | a? = 1,0" = 1,a = aH"), u < r, 
r+1>s+u>2,A 是 满足 exp(A) < pl t)-(+4) 的 非 平凡 的 交换 群 ; 

(F2) G2 K x A, RP K = (a,b | a" = 1,9" = 1,a? =a"), t 2 1, 
r2u22,A 是 满足 exp(A) « p (r*0- ”的 非 平凡 的 交换 群 

(F3) G=K x Ah, 其 中 KK=(ab|ar™ " — 1,5 = 1,a* = a9), tz 1, 
r+1>s8s>2,A 是 满足 exp(A) « p*^U-5 的 非 平凡 交换 群 ; 

(F4) G= K x A, RP K = (a,b | a ^" = 1,9 = qp "gb = al"), 
stu#0,r+1l>s+u>2, A 是 满足 exp(4A) « p*D-(stw) 的 非 平 凡 交 换 群 ; 

(F5) G = (K x B) x A, RY K = (a,b | a” = 1,0 一 1o 一 alto 

= (bi) x (b3) x «x (bp) HR o(b;) = p", [a, bi] = a?" ^" , [b, bi] = 1, max{t, u—2} < 
ti Stai Li Ltt rHS ri th Smati Se TRI Stu t+, A 
是 满足 exp(4) < ptt 的 交换 群 . 

(G) G' 的 型 不 变量 为 (p,p) HP o22. 

(G1) G = (aaaas| 四 ” S ap = ab = 1, [a1,a2] = a?” ,[a1,a3] = 
ah” ,[a2,a3] = 1), 其 中 mi > ma > 1, p 为 奇 素数 ; 

(G2) G=KxA, RP K = (a1,02,03 | g = a" —aP" = 1, [a3] = 
ae , [al, as] = ab. [a2, a3] = 1), m1 > ma 2 ma, 1 € k < min(m; — ma, ma — m3 + 
lom, 一 1}, A 是 满足 exp(A) < p"2—* 的 交换 群 . 

证 明 者 G 亚 循环 , 则 由 引 理 12.3.2 可 得 G 为 定理 中 的 (E1)—(E4) 型 群 之 
一 .下 面 设 G 非 亚 循环 . 若 G' 循环 , 则 由 引 理 12.3.6 可 得 G 为 定理 中 的 (F1) 一 (F5) 
型 群 之 一 . 3 G' 非 循环 , 则 由 引 理 12.3.7 可 知 G 为 定理 中 的 (G1) 型 和 (G2) 型 群 
之 一 . 验证 可 知 , 这 些 群 是 互 不 同 构 亚 Hamilton p RE 细节 略 去 . 口 

引 理 12.3.2 HG ALK p SEE. |G'| 2 p?. 若 G 为 亚 Hamilton 群 , 则 G 
为 定理 12.3.1 中 的 (E1)—(E4) 型 群 之 一 . 

证 明 ”分 两 种 情形 讨论 . 

情形 1 p>2 或 者 G 为 通常 的 亚 循环 2 群 , Bp 


r+s+u r+s+t r+s r 
= (a,b | a? = 1,0? = ya? -g § 


EP r >11, u<r, FA p=2Mr>2. 
因为 |G'| > p, 所 以 scu 2 2. 我 们 只 需 证 明 + 十 1 > s--u 即 可 . #5, 则 
rti<s+u 计算 可 得 


r+1 r+1 part 1 


fu Al. 
因此 (a9 ^^ b) 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 . Alf r+1>st+u, G 为 定理 12.3.1 中 的 
(E1) 型 群 . 


la” 


,天 至 QU (a? 
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情形 2 p=2 H G 不 是 通常 的 亚 循环 2E. 

4 o(a) = 2^ H H = (a,b). AAW H' = (a), 所 以 H 非 交 换 . 进而 
H<G. 由 定理 12.1.7 可 知 a? € H. Altn<3 H |G"| 2 4. 由 [27] 中 的 命题 72.1 
可 知 Ge As 最 后 由 A. 群 的 分 类 定理 可 得 G 为 定理 12.3.1 中 的 (E2)—(E4) 型 
群 之 一 . 口 

定理 12.3.3 KG 是 二 元 生成 的 亚 Hamilton p 群 且 exp(G') > p. NG Æ 
循环 . 

WERH — WEG — (a,b) 是 极 小 阶 的 反例 . 由 定理 2.5.3 知 , G := G/B(G')Gs 非 亚 
循环 . 因为 区 | = p, G 是 内 交换 群 , 由 定理 1.7.10 知 , G & Mo (n, m,1). 因为 (a, 
b), (5^, à), (ab ,a), (ab ,b) 均 为 G 的 不 正规 的 子 群 , 所 以 它们 在 G 中 的 完全 反 像 
也 是 G 的 不 正规 的 子 群 , 从 而 是 交换 群 . 所 以 


[a?, b] = [b?, a] = [(ab)?, a] = [(ab)?, b] = 1. (12.1) 


下 面 分 两 种 情况 得 出 矛盾 : 

(i) p = 2. 此 时 (ab)? = a?b?[a,b]. HA (12.1) 式 可 知 , [a,b] € Z(G), 从 而 
G' = ([a,6]). 再 由 (12.1) XX, [a,b]? = [a?,0] = 1. 这 与 exp(G’) > 2 矛盾 . 

(ii) p 为 奇 素数 . 由 (12.1) 式 可 得 


(a,b, a]? = [a,b a] = 1,  [a, b, b]P — [aP, b, b] 2 1, 


BD exp(G3) < p. 再 由 (12.1) 3X, [a,b]? = [a?, b] 1. 这 与 exp(G') > p FH. 加 
下 面 的 两 个 数论 的 引 理 将 被 用 到 , 在 此 列 出 , 证 明 从 略 ， 
引 理 12.3.4 fin XE m 2.2. 4-U =U(2") AK Z/2"Z tp if 7,28 
成 的 乘法 群 . 则 


U — (-1) x (1+ 22) (& C2 x Con-z) 
={e+i2™|e=1KR—-1,2<m<n, 1<i<27™" Bi FR}. 


L, 对 m«n,c-- i27 的 阶 是 2"-m, BH. (e -- i2") = (e 4- 52") 对 任意 奇数 ) 成 立 . 
引 理 12.3.5 itp 是 奇 素数 , n 是 正 整 数 . 假定 U=U(p") 2H Z/p"Z 的 可 
逆 元 组 成 的 乘法 群 , Rp 


U = (zx € Z/Ip"Z | (z,p) = 1). 
i& S(U) € Syl,(U). 则 


S(U) — (z €U | z= 1(mod p)), 
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并 且 S(U) X p^-! 阶 循环 的 . S(U) 的 唯一 的 pi FEE S(U),0<i<nk 
Si(U)= {rEeU| z = 1(mod p”")}. 


引 理 12.3.6 i G 为 亚 Hamilton p 群 且 G 非 亚 循环 . X |G'| 2 p? B. G' wh 
HK, N) G 为 定理 12.3.1 中 的 (F1)—(F5) 型 群 之 一 . 
证 明 ”由 定理 12.3.3 可 知 , d(G) > 2. 设 G' = (c), G/G' 的 型 不 变量 为 


(p, p2,... p^»), 其 中 ml > m 2 > my. 


4 
G/G' = (a1G") x (a3G') x --x(a,G), 其 中 o(giG') = p™, i = 1,2,--- ,w. 
MW G = (a1,02,--- , ay). 
设 i 是 使 得 w 不 在 Co(G/U1(G’)) 中 的 最 小 的 正 整数 ,， 即 存在 ; > i 使 得 
G = (ai, a;]). a a x i" 说 明 Q1 1E CcG(G/04(G)) "m, 从 而 


jaia; ai] Z U1(G"), G' = (aiaj, ai). 


此 时 , 用 aya; KEH a1, ANE i — 1, BI ar g CelG/U(G')). 

再 设 j 是 使 G' = ([ai, aj]) 的 最 小 的 正 整数 . Æ 7 A 2, 说 明 [aa] €U (G). 
此 时 , 用 ana; 来 替换 az, 不妨 设 j = 2, 即 G' = ([a1,a3]). 

设 K = (a1,02), 则 由 引 理 12.3.3 可 知 , K 为 亚 循环 群 . 从 而 K 为 定理 12.3.2 
中 的 群 , BI K 为 定理 12.3.1 中 的 (E1)—(E4) 型 群 之 一 . 下 面 分 五 步 来 证 明定 理 . 

第 一 步 K 是 定理 12.3.1 中 的 (E1) 型 群 . 

若 否 , 则 可 设 K = (a,b) 满足 定理 12.3.1 P (E2)—(E4) 型 群 的 定义 关系 , 即 


a? =1, bE Ui(K3) = (a^) H [a,b] = a?(mod Ui (K3)). 


显然 , G' = K' = (a?) 且 m = m=- = my = 1, 

情形 1 a2 € Ui(K3) H [a3,6] € Ui (Ks). 

此 时 , Æ [as, b] = a*, WFF (a3, b) 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾 ; FF [a3,9] = 1, 则 
[a3a?, b] = a*, 从 而 子 群 (asa?, b) 既 不 交换 也 不 正规 , 矛盾. 

情形 2 aj€ Ks H (a3, b] =a? (mod K3). 

若 [a3, a] € K3, 则 [a3, a7] = [a3, a]? = 1, BR [a3, G"] = 1. 计算 可 得 ,1= [03,0] = 
[a3; b]? [a5, b, a3] = [aa, b]?, 从 而 [as b] € Ka, FE. 所 以 一 定 有 [aa,a] = a? (mod K3). 
此 时 , (aga)? € Ks H. [aza, b] € Ka. 用 aaa 替换 as 可 转化 为 情形 1 得 出 矛盾 . 

情形 3 az a?(mod K3). 

若 [oa,al € Ka, 则 (aza)? € K3. 此 时 , 用 asa 替换 as 可 转化 为 情形 1 或 情形 
2 得 出 矛盾 . 以 下 不 妨 设 [a3, a] = a?(mod K3). 
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ALA ai -a?(mod K3), 所 以 [a2, b] = [a?, b] - a^. 从 而 必 有 [as, b] = a?(mod K3). 
注意 到 此 时 (aza)? = a?(mod K3), 同 理 有 [aga, b] = a?(mod K3). 这 使 得 [a,b] € Ks, 
矛盾 . 

第 二 步 WAR, Kw of?” — 1, 其 中 3 < i < w. 从 而 [aaj] = 1 对 于 
3<i,j <w RA. 


由 第 一 步 , K (r,s,t, uj He r2luscrfür--12s-u. F p=2, W 
WA r22 WK-(ab|a" "" 21,6 2 aP qb = glor"), 

^ L = (a,a;), FAR v; 是 使 了 = (azi) 成 立 且 (zi) 门 (a) 最 小 的 元 素 , 我 们 
断言 z?” = 1. 车 否 , 设 


(cf (a) = (9^), (imi, a]) = (a?^), 


其 中 a>r, pr 则 存在 与 p 互 素 的 整数 y 和 z 使 得 2 = a", [ri a] = az 
用 命题 1.1.10 计算 可 得 


(r;a P^ i y i - ae (xi, aim qe ) (xi, wm zi] uM 


a+b- mi (m) at+B—m; Cad 


=q*P 3 siil. 


[a4 ^? 


注意 到 当 p = 2 时, 6 > > 2. 我 们 总 有 (ria? "y?" € (ap^ y, 这 与 v; 的 取 
法 矛盾 . 

用 上 面 的 wx 去 替换 a, EU —1 其 中 3<i<w. 

对 于 3 < i,j <w, 因为 (a;,a;) 不 包含 G', 断言 lana] = 1， 若 否 ， 由 定理 
12.1.7 可 得 G' < (ai,a;). DAN (ai,a;) 非 亚 循环 . 这 与 定理 12.3.3 矛盾 . 

第 三 步 ” 将 KK 按 是 否 可 和 裂 , 分 别 写 成 如 下 四 种 群 . 

(A) K = (a,b |a ^" 21,97 = 1,aè = a7), Kr, r+isst+u>2,8 
# p=2 M] r> 2; 

(B) K = (a,b | a? =1,bP" = 1,0? =ar") EP t>l,r>u2 2 

(C) K = (a,b|a? " 21,p "" 21, =a"), KrPt21,r-12s522, H 
Ti p=2Mir>2; 

(D) K = (a,b | a? ^^" 21,0? 
stuz2, BE p—2lllr 22. 

K 仍 如 第 二 步 所 设 . 当 t = 0 时 , 计算 可 得 , 对 于 奇 素数 p 有 (ba 1)? = 1, 
对 于 p = 2 有 (ba2-3—7-1)'" = 1. 用 ba-i RE ba- 77-1 BRR b, 可 得 (A) 
型 群 . 

以 下 设 上 > 1. 当 s= 0 时 , 计算 可 得 (at =. 分 别 用 b 和 ator’ 替换 
a All b, 可 得 (B) 型 群 . 当 u = 0 以 及 su #0 时 , 易 得 (C) 型 群 和 (D) 型 群 . 


r+t+u 


r+s+t 


=a?" aè = altr"), 其 中 , stu#0,r +1 > 
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第 四 步 AEK K 为 直 积 因子 时 的 群 G. RG=KxA. WAM 4 是 非 平 
凡 的 交换 群 . 

情形 1 K 为 第 三 步 中 的 (A) 型 群 . 

FER de A 并 设 old) = p*. 计算 可 得 , [ap d, b] a ^" ^ z 1. 从 而 


a?” € ((a?” 


这 说 明 e 十 s 十 4 一 1<7. Hd 的 任意 性 可 得 exp(A) < p^»-6*9, 因为 G JEE 
循环 , 所 以 A4 关 1, Bü r--1» s--u. 因此 G 为 定理 12.3.1 中 的 (F1) 型 群 . 

情形 2 K 为 第 三 步 中 的 (B) 型 群 . 

任 取 d € A, 并 设 old) = pr. 计算 可 得 , [aP d, b] a"  z 1. 从 而 


这 说 明 ee t+u-—l<r+t. Hd 的 任意 性 可 得 exp(4) < ptet- 因此 G 为 定理 
12.3.1 中 的 (F2) 型 群 . 

情形 3 KARZH H (C) 型 群 或 者 (D) 型 群 . 

FER de A 并 设 old) = p*. 计算 可 得 , [a^ db a "^ z 1. 从 而 


a?” € ((aP a) = (a9 75, 
这 说 明 e 十 s 十 u 一 1 <7, 由 4d 的 任意 性 可 得 exp(A) < p^*9- 6*9. 因为 G 非 亚 
循环 , 所 以 AAI. 即 r+1>s+u. 因此 G 为 定理 12.3.1 中 的 (F3) 型 群 或 者 (F4) 
型 群 . 

第 五 步 REH K 不 是 直 积 因子 时 的 群 G. 

RG=HxA, HH K ££ H PREBAF. 则 易 知 K <H BH. A 是 交换 群 . 
由 第 二 步 , 可 设 H = K x B, 其 中 B = (b) x (bo) x :… x (by) 满足 0(d;) = p^, 
人 

首先 说 明 K 不 能 是 第 三 步 中 的 (C) WEM (D) BR. AA, 通过 计算 可 知 
(ab Nla) = 1. 因为 子 群 (ab-?',bi) 不 包含 G', 所 以 由 定理 12.1.7 有 [ab7? bi] = 
1. 同 理 有 [5,06] = 1, 从 而 H = K x B, 这 与 H 的 取 法 矛盾 . 

WR K 是 第 三 步 中 的 (A) 型 群 , 则 一 定 有 s=0. 若 否 , 通过 计算 可 知 (ab) 门 (a) < 
(ar”)， 因 为 子 群 (ab,bi) 不 包含 G', 所 以 由 定理 12.1.7 有 [abb] = 1， 同 理 有 
[b,b:] = 1, AM H =K x B, 这 与 H 的 取 法 了 矛盾 . 

综 上 所 述 , 我 们 可 设 


K B (a,b | we = 1, bP” — Lg" = alty, 
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HHt>OAr>u>2. AAG € (bb), 所 以 由 定理 12.1.7 可 得 [b,b] = 1. 
设 j 是 使 得 [a,b] 的 阶 最 大 的 最 小 的 正 整数 . 不 妨 设 j = 105 jz1l H bib; 
替换 0). 同 理 , 不 妨 设 


(la, b1]) > (la, ba]) 2 .… > (la, b;]). 


H [a, bi] = av^", KrP (up) 21. Wt <tr «ta «c «tg. 
注意 到 aè = al+Yz | 由 引 理 12.3.4 和 引 理 12.3.5 知 , 存在 正 整 数 w 使 得 


(Lt p^)! 1: p (mod prt), 
用 b? RF bi, 不 妨 设 [a, bi] = a? 5 : 


情形 1 ot, >t. 
di t2 =t, I bby A HNBRAT, 矛盾 , AU ti <t: 同 理 可 得 


t«ti «to «- «tg. 


车 (byb-»" p" =1, 则 Wo 为 H 的 直 积 因子 ， FE. 因此 (bb-9^ ye of L 
HAP x1 AM ritti- t< r. 因此 


r-ri >t, -t>0. 


同 理 可 得 


Ti + ti > rita + titl. 
由 引 理 12.3.4 和 引 理 12.3.5 可 得 , 在 由 Z/p'***"Z 的 可 逆 元 组 成 的 乘法 群 中 ，1 十 
p 的 阶 是 pretr, H [a, bP] =i 可 知 ， 


Ff rryp"! 
oa 好 一 at? V 一 


所 以 还 有 rf >t+u-ty, 即 tf 十 Xf 之 t 十 以 . 计算 可 得 


t-tj-u-1 t—ty+u-1l lpr r+t—ty+u-1 


Ya) = ((ba? P ) = (a? J: 
4 N = (ba? ^^" b). 因为 [bar ^ ^ b] = a ^ zx 1, 所 以 N 非 交换 .由 
定理 12.1.7 可 知 G' < N. BU r -t—tj -u—- 1 &rt. Ali ti 2u—1. 最 后 ,与 
第 四 步 相 同 的 方法 可 以 得 到 exp(A) < ptt", 因此 G 为 定理 12.3.1 中 的 (F5) 
型 群 . 这 种 情形 下 还 有 exp(A) € p". 

情形 2 tst. 


(ba? 
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设 是 使 th=t 的 最 大 的 正 整 数 . & p =r, tt =t+(r— rha) HEK- (a, bp). 
则 


La! as rU 


K = (a,by | a =1,b -],a5 =at "y, 


Gh<f, WE f'=f-h. WE1i<i< ff, 令 = baw, E= tru H 


B = (0) x x (Op), KaB, A=Ax (bb) x (bi) x «x (bu ib). 


H= 
W G= F x A, 其 中 A 尽 可 能 大 . 注意 到 0, > v. 与 情形 1 同 理 可 得 G 为 定理 
12.3.1 中 的 (F5) 型 群 . 

E h= f, WA G=HxA Sh<f 的 情形 不 同 之 处 是 互 = K. 与 第 四 步 
类 似 的 讨论 可 得 exp(A) < ph * 7*0". 因此 G 为 定理 12.3.1 中 的 (F2) BH. O 

引 理 12.3.7 设 G 为 亚 Hamilton p 群 . zb exp(G') > p E G' IHR, N) G 
为 定理 12.3.1 中 的 (G1), (G2) 型 群 之 一 . 

证 明 — E HON G 的 三 元 生成 的 子 群 , 满足 exp(H') > p. 由 定理 12.3.3 可 知 
H 为 亚 循环 的 . 又 由 定理 12.1.7 可 知 G <H, 从 而 G' 也 是 亚 循环 的 . 

4 N — U1(G)), G — G/N, UG 为 p? 阶 的 初等 交换 群 . 由 定理 12.3.3 可 知 
d(G) > 2, 从 而 d(G) > 2. 再 由 推论 12.1.13 可 知 , c(G) = 2. 从 而 G 只 能 是 引 理 
12.2.2 中 的 群 , 即 G 为 定理 12.2.1 中 的 (C1) 一 (C10) 型 群 之 一 . 

X G 为 定理 12.2.1 中 的 (C1) XE, BI G= K x A, Hp 


K = (4, G2,6 | af = aj = 1, P? = a2, (a1, à2] = 1, [ā1, b] = a2, [ā2, b] = a2), 
为 满足 exp(A) < 2 的 交换 群 , 则 
G' = (|a, b], [a2 b], U1(G^)) = (a1,02) 有 U1(G') = (af, a2). 
设 M 为 01(G') 的 满足 MIG 的 极 大 子 群 . 则 可 设 
M = (e, U2(G")), [a1, a2] = e'(mod M), 
P =at (mod M) H [ai,6] = ae" (mod M). 
因为 [a1,a2] = e'(mod M), 所 以 
[a?, a2] = [a1, a2] = 1 (mod M). 
ALA b? = ae? (mod M), 所 以 


[a2, b] = [a1, b°] = 1 (mod M). 
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男 一 方面 , AA [a,b] = a2e^ (mod M), 所 以 
(a2, b] = [a1, 6]? [a1, b, a1] = a$(mod M). 


从 而 af € M 并 且 因 此 M = (a8, a$). 
^ L= (ay M,bM). 因为 exp(L') = 2, 所 以 由 定理 12.1.12 可 得 e(L) = 2. 因而 
[a2, b] 三 1(mod M). 另 一 方面 ， 


[a2, b] = [a2, b]?[a2, b, a2] 三 aft(mod M). 


从 而 af e M. 因此 M = G1(G), FE. 

类 似 的 推理 可 证 G 不 是 定理 12.2.1 中 的 (C2) 型 群 . 

BG 为 定理 12.2.1 中 的 (C4) 型 群 . B G = Kx A, Hh A AWE exp(A) « p"? 
的 交换 群 , K = (à1,ü5,ü3) 具有 如 下 定义 关系 


riti mg+i 
ae = = 1, [a,à)-1, [a,às]— aZ , [az a3] = a2? 


其 中 p»2,v 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ， mı — 1 = m 2 mg 或 mi = ma 2 
ma. 则 


mai 


ma 


Ges ([a1, a3]; [a2, a3], U1(G’)) = ([a1, a3], [a2, @3]) = (aj ab y. 


因为 (a1,43) 和 (@e,a3) 非 亚 循环 , 所 以 (a1,a2) 和 (a1,a3) 也 非 亚 循环 . 由 定理 
12.3.3 可 得 [a1, a2]? = 1 和 [ai,as]2 = 1. 进一步 可 得 exp(G’) = p, FE. 

类 似 的 推理 可 以 证 明 G 不 是 定理 12.2.1 中 的 (C5)—(C10) 型 群 . 

最 后 , G 只 能 与 定理 12.2.1 中 的 (C3) 型 群 同 构 . V G — K x A. 其 中 A 是 满 
A exp(A) « p"? 的 交换 群 ; K = (G1, G2, G3) 具有 定义 关系 


a" at 2a i [asa] =a", [àyas-a£ , [ain dg] = 1, 
其 中 ma > ma > ma. # p= 2, N mi > 1. LEY G' = (af ab). 
由 于 (a2,a3) 不 包含 G', 所 以 (a3, as) 也 不 包含 G'. 这 说 明 [as, a3] = 1. 同 理 ， 
laz, as? ) 也 不 包含 G', 从 而 laz, aza? ] = 1, 进而 有 [a?” ,az] = az" -1* 
ai 的 阶 为 pm tite HEP k z 1, WA m >k. 
W A = (a4)x (as) x: +x (ay), RAR (ps, pns... p^r). 对 于 4<i<f 
fl 1«j« f, AF (aira) 不 包含 G 所 以 (aj, a5) 也 不 包含 G'. 这 说 明 [ai a5] = 1, 


sp™itt miti- mi m; 
)2 —1, > 
yti-m 


从 而 a; € Z(G). WX a?" —a;"  , MW (aja 
b; = aja, `, A= (ba) X (bs) x ++» x (by). 
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并 设 K = (a1,a2,a3). WI G= K x A. 
X [ay, a9] = aZ a2? ^, Bl at? = alt PP". HBI 12.3.4 和 引 理 12.3.5 
可 知 , 存在 正 整 数 w 使 得 


(1+ (1 4- up)p"1)) =1+p™. 


分 别 用 a 和 ay 代替 oa 和 a3, 不 妨 设 [a1, a2] = a? . 

由 于 (a1, à3) 非 亚 循环 , 所 以 (a1, as) 也 非 亚 循环 . 由 定理 12.3.3 可 知 [al a3]? = 
1. 设 [aas] = aZ d, 其 中 d € BiG"), Wl aZ" de — 1. a”? € UG), 
从 而 

N= 

由 引 理 12.3.4 和 引 理 12.3.5 可 知 , 在 由 Z|p' tL 的 可 逆 元 组 成 的 乘法 群 
中 ,1 十 pm 的 阶 是 pe. 由 于 aU A La MAR k+ < mal, 
即 k < ma. 以 下 分 两 种 情形 讨论 . 

情形 1 天 = m2. 此 时 , [a1,a29”] 关 1 并且 有 mi >m. 

这 时 , 由 于 (a1, aa) 的 寡 零 类 大 于 2. 由 推论 12.1.13 可 知 , p 为 奇 素数 且 (1,03) 
为 Ag EE FH ms > 1, 则 有 子 群 (aia ab) 既 不 交换 也 不 正规 ， 所 以 一 定 有 
ms —1. 车 A 4 1, 则 对 任意 的 1 关 ee A, 有 (ai, 08 e) 既 不 交换 也 不 正规 . 所 以 
一 定 有 4=1. Raf = qu 则 (aga; "P )P — 1. 用 azaz "P 替换 ua, 不 妨 设 
a = 1, 

BE [aa] = a” ay?" Bap ar 


我 们 有 7^7 ee E L 再 设 


=1 注意 到 G 是 ps 交换 的 


wp™1—™2t1 p™2 u prati wpmit? zp"itma 
(aga; )]'-s a aj ; 
则 
wpmi-m2tt —xp™1 pma u pre wpmitt o 
(aga? aj y — ar qur? = fa, as]. 


用 asap UU art EH a, 不 妨 设 a9””=1 E [aaa] = ag”. 在 这 种 情形 
下 , 得 到 了 定理 12.3.1 中 的 (G1) 型 群 . 

情形 2 kz mg. 此 时 [a1, a” | = 1. 

由 于 [a1,a3,a1] = 1, 故 [a?, a3] = [a1, a3]? = 1. 从 而 (af, a2) 与 as 交换 . 这 时 
(a1, a3) 内 交换 . 由 于 lanas """) 不 包含 G^, A laz, asa] ^ ^^] — 1. 进而 有 


l= a aa] = a^ 


从 而 2mi — mg +1 > m +14+h, Bl mi 一 ms >k. 由 于 (ai,a] ak) 不 包含 
G', Bay, ae oP] — 1. 进而 有 
ao 


2m|—mg-1 


mg—m3+2 


(1+p™? )? 
= a; = 04. 
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在 由 Z/pma+li+kZ fm 3X TCA RAED, 由 于 1 + pm 的 阶 是 ptl, 故 ma 一 
ma --22 k--1, Bl k <m- ma +1. 

对 任意 的 b c A, 设 olb) = p. AF (ai, art n 不 包含 G', 因此 [ai， 
ap Ug = 1. 进而 有 


eo p aipa — 
由 于 在 由 Z/P tZ 的 可 逆 元 组 成 的 乘法 群 中 ,1 + p™ 的 阶 是 ph, 所 以 有 
m—-e+1>k+1, Ble < mo 一 k. Hi b 的 任意 性 有 exp(4) < p. 
Bak — a7?" , 则 (agat "7 )? — 1. 用 asa; ”替换 as, 不妨 设 a8 = 1. 
"e me" 1. 注意 到 c(G) = 2. 于 是 有 


+1 
pd [al， a3] = a? i a , Bp ab E ay? 


mi—m2+1 m 


1 
p 2 u p"? wp" + 
) =e. hy : 


(aga 


用 agas? ”替换 a. 不 妨 设 aL” —1 H [a1,aa] = ol 2 在 这 种 情形 下 , 得 
到 了 定理 12.3.1 中 的 (G2) 型 群 . 口 
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我 们 知道 , 反 证 法 是 数学 中 最 常用 、 最 基本 的 论证 方法 . 例如 , 设 G 是 有 限 群 . 
欲 证 某 个 命题 成 立 . 车 使 用 反 证 法 , 则 可 设 G 是 使 得 该 命题 不 成 立 的 最 小 阶 反例 . 
由 此 导出 矛盾 即 可 . 注意 到 , 由 最 小 阶 反例 出 发 , 我 们 可 引出 所 谓 临界 群 的 概念 . 

以 P 表示 任 一 群 性 质 , 比如 循环 、 交 换 、 亚 交换 等 . 称 群 G 为 P 群 , 如 果 G 
RATER P. 回顾 一 下 , 设 P 为 一 群 性 质 . FRG AEP 群 , 但 G 的 每 个 真子 群 
aA P R, WRG 为 一 个 内 P BÉ, 若 群 G 不 是 P RE, 但 G 的 每 个 真 商 群 皆 为 P 
TE, 则 称 G 为 一 个 外 P 群 ; HH G 不 是 P 群 ,但 G 的 每 个 真 截 段 皆 为 P R, 则 称 
G 为 一 个 极 小 非 P BE. 

上 面 这 几 种 群 , 习惯 上 人 们 称 其 为 P 临界 群 , 或 临界 群 . 当 G 为 有 限 p R, 
也 称 之 为 临界 p SE. 在 研究 群 性 质 P 时 , 特别 是 为 建立 P 群 的 充分 条 件 , 这 几 种 
P 临界 群 的 概念 将 起 着 重要 的 作用 . 

应 该 注意 的 是 , 国外 多 数 群 论文 献 中 使 用 的 术语 和 我 们 这 里 的 不 太一 样 . 他 们 
一 般 只 用 “ 极 小 非 PP 群 ”的 术语 , 多 数 情形 下 指 的 是 “内 OP HP. 请 读者 在 阅读 文 
献 时 加 以 注意 . 

我 们 熟知 的 经 典 的 临界 p 群 的 例子 是 : 内 交换 p 群 、 内 亚 循环 p 群 、 极 小 非 
正则 p 群 等 . Janko 在 文献 [97] 中 研究 了 内 Qs 自由 的 2 群 , 即 有 限 2 群 G 的 真 
子 群 均 不 含 四 元 数 群 Qs, 但 G 含有 子 群 Qs. 

本 章 介 绍 另 外 三 类 临界 群 的 分 类 , 即 极 小 非 3 交换 3 群 、 极 小 非 Pz-p 群 以 及 
内 Po-p 群 的 分 类 . 

众所周知 , p 交换 p 群 是 有 限 p 群 中 “接近 ”交换 群 的 一 个 重要 群 类 . 例如 , 当 
p=2 时 , 2 交换 群 即 为 交换 群 . 不 太 寻常 的 是 , 虽然 p 交换 p 群 一 定 是 正则 的 , 但 
极 小 非 正则 p 群 是 特殊 的 一 类 极 小 非 p 交换 p HE. Mann 在 文献 [149],[150],[152] 
给 出 了 极 小 非 正则 p 群 的 深刻 的 必要 条 件 , 利用 其 深入 研究 了 正则 p 群 . 然而 给 出 
极 小 非 正 则 p 群 的 分 类 是 困难 的 . 由 此 可 知 , 给 出 极 小 非 p 交换 p 群 的 分 类 是 不 
现实 的 . 然而 对 于 p = 3, 曲 海 鹏 等 在 文献 [188] 给 出 了 极 小 非 3 交换 3 群 的 完全 
分 类 . 

另 一 方面 , 我 们 知道 , RSKRE p 群 的 重要 算术 不 变量 . 它 的 大 小 对 p 群 的 结 
构 有 着 深刻 影响 . 例如 , 究 零 类 为 1 的 群 恰 是 交换 群 . 因而 究 零 类 为 2 的 p 群 也 可 
看 作 是 “接近 ”交换 群 的 p BR. A. Mann 在 文献 [153] 猜想 : 大 多 数 p 群 是 类 2 的 . 
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并 对 这 个 猜想 的 合理 性 进行 了 详细 的 论述 . 这 一 猜想 既 反 映 了 类 2 群 是 有 限 p E 
中 比较 大 的 群 类 , 也 反映 了 类 2 群 在 p 群 研究 中 的 重要 性 . REIFE [206] 
中 分 类 了 极 小 非 类 2 的 p St. 而 李 开 金 在 他 的 博士 论文 [124] 中 研究 了 内 Po-p E 
的 p SÉ, 并 对 于 p > 3, 分 类 了 内 Po-p RR p Bf, 参见 文献 [125127]. TA, 内 
Po-p 群 的 p 群 的 分 类 可 看 作 是 内 交换 p 群 分 类 的 一 个 自然 的 、 较 大 的 推广 . 
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p 交换 p HE p 群 中 的 重要 群 类 . 为 了 研究 p 交换 性 , Hobby 在 文献 [86] 中 提 
出 了 p 换 位 子 及 p 换 位 子 群 等 概念 . 在 此 基础 上 , 徐 明 曜 进一步 研究 了 这 个 问题 ， 
他 在 文献 [240] 中 提出 了 p PÒ p 导 群 等 一 系列 概念 . 曲 海 鹏 等 在 文献 [188] 继续 
研究 p 群 的 p 交换 性 . 给 出 了 极 小 非 p 交换 p 群 的 某 些 性 质 , 特别 是 给 出 了 极 小 
JE 3 交换 3 群 的 完全 分 类 . 本 节 介 绍 他 们 的 结果 . 

Xt G 为 p 群 . 对 任意 的 a,b € G, 定义 a,b 的 p 换 位 子 为 6-?a-?(ab)?. WE 
[a,b]p. RA B 为 G 的 两 个 正规 子 群 . 定义 A,B 的 p 换 位 子 群 为 


(la, b]p,[b;a]; | a € 4,b e B). 
记 作 [4, B],. 6(G) = [G, G] MAK G 的 p SR. 
(G) = (g € G | [g, 2]p = [m glp = 1, Va € G} 


称 为 群 G 的 p Bib. G 称 为 p 交换 的 , 若 对 任意 的 wb € G, 恒 有 (ab)? = a? bP. G 
称 为 极 小 非 p 交换 的 , 车 G 本 身 非 p 交换 但 其 所 有 真子 群 及 真 商 群 省 p 交换 . 
定理 13.1.1 KG 为 极 小 非 p 交换 群 , B. exp(G) — p*. N G 有 以 下 性 质 . 
(1) d(G) = 2; 
(2) 对 任意 的 1<s<e 和 a,beG, 有 [a,b] = [a,b] = [a,0]?; 
(3) 对 任意 的 1< s <e, A (G) = Ng} (G), Us (G) = Uts} (G) E |G/Q,(G)| = 
lUs (G)|; 
(4) ¢(G) = 9(G); 
(5) A(G) A G 的 唯一 的 极 小 正规 子 群 , 于 是 Z(G) 循环 
(6) 02(G") — 1, 进而 有 U2(G) < Z(G); 
(T) G & p? 交换 的 . 
WEBB (1) Zi d(G) > 2, 则 由 p 交换 定义 及 G 的 极 小 性 知 G AD p 交换 , 与 
题 设 矛盾 . 
(2) 对 任意 的 a,b © G, 都 有 (ao, blab) = (a,[a,b]) < G, 由 G 的 极 小 性 可 得 
(a,b-lab) 是 p 交换 的 . 从 而 对 任意 的 1 < s < e, 都 有 
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[az b] =a? blar b=a? (b- ab)" = (ab! ab)?” = a,b". 


同 理 可 证 (a, b^"] = [a,b]. 从 而 [a? , b] = [a,b] = [a,b]. 

(3) Æ G EN, 由 定理 1.11.5 直接 可 得 结论 成 立 . 2$ G 非 正则 , 则 G 为 极 小 非 
正则 群 , 由 文献 [149] 中 的 定理 2 或 文献 [247] 中 的 定理 5.2.15 也 可 知 该 结论 成 立 . 

(4) 首先 证 C(G) < B(G). EFE 1# x ECG) E zg ala), WA (1) 可 知 存 
在 ye G 使 得 G = (x,y). 而 由 [243] 中 的 引 理 1 知 , G 是 p 交换 的 , 与 题 设 矛盾 ， 
从 而 ¢(G) < (G). 下 证 8(G) < ¢(G). 对 任意 的 we 9(G),b € G, A (a,b) « G, 
因而 a,b 是 p 交换 的 . Lh b 的 任意 性 可 得 a € C(G), 从 而 9(G) < c(G). wA 
¢(G) = (G). 

(5) RNA G 的 极 小 正规 子 群 , 由 G 的 极 小 性 得 G/N 是 p 交换 的 .从 而 
6(G) < N. 又 因为 G 3E p 交换 , 所 以 (G) 41, EL N Æ G 的 极 小 正规 子 群 可 
得 |N| = p, 故 可 得 6(G) = N. 又 由 N 的 任意 性 可 得 G 的 极 小 正规 子 群 唯一 , 从 
而 Z(G) 的 p 阶 子 群 唯一 , Z(G) 为 循环 群 . 

(6) 3 G = (a,b). WW G' = ([a,b]? | g € G). TFUE [a,b]? = 1. 3€ H = (a,b), 
H « G. AG WARMER H Æ p 交换 的 , 又 由 [244] FHV, 定理 2.2 可 知 U (H) < 
Z(H), 从 而 [b^, a^] = 1. 由 (2) 知 [b?, a?] = [b; a], 即 有 [a,b]? = 1. 又 因为 G' 是 
p 交换 的 , 从 而 UG) = 1. 又 对 任意 的 wy € G, 由 (2) 有 [zz ,y= [zy], 从 而 
有 [a7 y] 2 1, 2” € Z(G). Bo 的 任意 性 可 得 52(G) < Z(G). 

(7) 由 (5) 可 得 |6(G)| = p, 故 对 任意 的 z,y € G, 都 有 [e y] = 1. t p 换 位 
子 的 定义 有 

[z yl = (y Pr? (zy). 


X U1(G) < G, 从 而 O1(G) Æ p 交换 的 , 即 得 
1 = [2, yp? = (y Pr? (zy? = y? rr (xy). 


WA (zy)? = zx? yr .由 z,y 的 任意 性 即 得 G 是 p 交换 的 . 口 

定理 13.1.2. ik G 为 群 . 则 G 为 极 小 非 交换 群 当 且 仅 当 下 列 条 件 成 立 . 

(1) d(G) = 2; 

(2) ¢(G) = &(G); 

(3) 6(G) A G 的 唯一 的 极 小 正规 子 群 . 

证 明 ==>: 由 定理 13.1.1 即 得 . 

<=: 由 6(G) z 1 可 得 G AE p 交换 , MARE G 的 所 有 真子 群 和 真 商 群 都 是 
p 交换 群 即 可 . 设 M < G. 因为 C(G) = B(G), 所 以 C(G) < M. 又 由 d(G) = 2 可 得 
|M : ¢(G)| = |M : &(G)| =p. 故 可 设 M = (z,C(G)), HP ze G\C(G). 由 [243] 中 
的 引 理 1 可 得 M 是 p 交换 的 , 又 由 M 的 任意 性 得 G 的 所 有 真子 群 都 是 p 交换 
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BF. 由 5(G) A G 的 唯一 的 极 小 正规 子 群 可 知 , 5(G) 包含 于 G 的 任 一 非 平凡 的 正 

规 子 群 中 . 故 欲 证 G 的 所 有 真 商 群 p 交换 , 只 需 证 G/o(G) 是 p 交换 群 即 可 . 而 这 

是 显然 的 , 结论 得 证 . 口 
定理 13.1.3 KRG 为 有 限 亚 交换 的 极 小 非 p 交换 群 , 则 c(G) <p. 

证 明 ”只 需 证 明 Gy; = 1 即 可 . 对 任意 的 aiaz, apti € G, 令 do = 
[a1,a2]. FH (dz,a3) < G AH (do,aa) 是 p 交换 的 , 由 [244] FRIV, 定理 3.6 得 
c((do,aa)) < p, 从 而 (do, (p — 1)a3] = 1. 又 由 [244] 中 的 ITV, 定理 3.4 得 , 对 任意 的 
az,a4 € G, 有 [do, (p — 2)a4,a3]-)! = 1. 因为 ((p 一 1)1,p) =1, 所 以 [d2, a3, (p — 
2)a4] = 1. 令 dz = [do, a3]. 再 由 [244] 中 的 IV, 定理 3.4 可 知 , 对 任意 的 a4,as € G, 
[d3, a4, (p — 3)as] P72! = 1. 因为 ((p — 2), p) = 1, 又 得 [ds,a4,(p 一 3)as] = 1. 反复 
应 用 [244] FRIV, 定理 3.4 p — 1 次 , 即 可 得 到 对 任意 的 a), 02,--- apie G MA 
[a1,a2,:** ,ap41] = 1 成立 . 故 Gyii — 1. 从 而 c(G) < p. Oo 

下 面 分 类 极 小 非 3 交换 3 群 . 首先 证 明 几 个 引 理 . 

引 理 13.1.4. 设 G 为 极 小 非 正则 3 群 , N c(G) = 3. 

WEBB ” 设 G 为 极 小 非 正则 3 群 , 由 [247] 中 的 定理 5.2.15 可 知 d(G) = 2, 从 而 
有 d(G/O1(G)) = 2. X. exp(G/51(G)) = 3, 由 [89] "FIIIT, 定理 6.6 知 |G/51(G)| < 
33. 因此 c(G/U1(G)) < 2. 又 由 [247] 中 的 定理 5.2.15 知 01(G) = 2(G), 故 c(G) < 3. 
车 c(G) < 3, 则 G EW, SARA. 故 必 有 c(G) = 3. 一 

引 理 13.1.5 d] 3E 3 交换 3 群 是 亚 交 换 群 . 

WA — dE OG 正则 , W G 为 二 元 生成 的 正则 3 群 , 由 [244 FIV, 定理 3.12 
知 G' 循环 , 从 而 G 是 亚 交 换 群 . 故 可 设 G 非 正 则 , JU) G 为 极 小 非 正 则 3 群 , 由 引 
3813.14 di c(G) 23, Bl G, 21. X G” < G4, G" =1, RG WER. 结论 得 证 . 口 

引 理 13.1.6 ik G 为 正则 的 极 小 非 3 交换 3 群 , 则 G' A 3? 阶 循环 群 . 

证 明 ”由 定理 13.1.1(1) A d(G) = 2, 即 G 为 二 元 生成 的 正则 3 群 , 由 [244] 
中 的 IV, 定理 3.12 有 G' 循环 . 又 由 定理 13.1.1(6) 有 G2(G')=1. RG’ = (e), WA 
o(c) < 32. tH G 3E 3 交换 可 得 G" z 1. F o(c) = 3, BG’ 为 3 PYAR, Mil G 
为 3 交换 群 , 与 题 设 矛盾 . 故 必 有 olc) = 37. o 

51 13.1.7 KRG 为 极 小 非 3 交换 3 AAG 非 亚 循环 , 则 w(G) = 3. 

证 明 ”由 [244] 中 的 IV, 定理 5.3 可 得 w(G) > 3, BM |G/O1(G)| > 33. 又 


d(G/U1(G) 2-2 H exp(G/Ui(G)) =3， 
由 [89] 中 的 II 定理 6.6 得 [G/01(G)| <33, 从 而 [G/01(G)| 233. 因此 o(G) 23. O 
引 理 13.1.8 3k G 为 极 小 非 正则 3 4H exp(G) = 3*. 则 |G| = 3*7?. 


WEB] ”由 引 理 13.1.4 的 证 明 过 程 可 知 , |G/Ui(G)| < 3°. 又 由 [247] 中 的 定理 
5.2.15 知 , Ui(G) 为 3*7! 阶 循环 群 . 从 而 可 得 |G| <3. 由 于 G 中 存在 3° Brot, 
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车 |G| < 3°), M G 为 亚 循 环 群 . 故 G EN, 与 题 设 矛 盾 . 故 |G| = 397. a 

定理 13.1.9 设 G 为 有 限 正 则 3 HH exp(G) —3*. RJ G 为 极 小 非 3 交换 3 
群 当 且 仅 当 G 是 下 列 互 不 同 构 群 之 一 . 

(1) G= (a,b | a$^* =b? = 1, [a,b] = a^), t HAE HEH: 

(2) G = (a,b, c | a 21,55 * =a?" bab = a^), t Z9 3E fa Sc; 

(3) G = (8, 5,0 | a® = 8? =e" = 1, (a, 9] = 6, [e.a] = [6,8] = 1}; 

(4) G = (a,b,c | a? a md e 1, las, 8] 5 e, [ea] = &, [eb] = 1); 

(5) G = (a,b,c | a?! = 9 = 1,6? = a? , [a,b] = c, [c, a] = [c, b] = 1); 

(6) G = (a,b, c | a = 9 — 1,8 = a? , [a,b] = c, [c, a] = c3, [c b] = 1); 

(7) G = (a,b,c | a" = b? 21, = a3” [a,b] = & ea] = 1, [e 8] — e), n 59 
之 4 的 整数 ; 

(8) G = (a,b,c|a3 = b? =1,c8 =a", [a,b] = &, [e;a] = 1, [e b] — 27}, m 25 
之 3 的 整数 . 

其 中 群 (1) 一 (2) 是 亚 循 环 的 , 群 (3) 一 (8) 是 非 亚 循环 的 

TEAR X G 为 满足 题 设 条 件 的 群 , 则 由 引 理 13.1.5 知 G 为 亚 交 换 群 , 由 引 理 
13.1.3 得 c(G) < 3. 又 由 引 理 13.1.6 可 得 G' 为 3? 阶 循环 群 , 故 可 设 G' = (o) B. 
o(c) = 3?. 下 面 分 G 为 亚 循环 群 和 非 亚 循环 群 两 种 情况 讨论 . 

情形 1 G 为 亚 循 环 群 . 

由 定理 6.1.3 可 得 


r+st+u r+s+t r+s i T 
G = (a,b | a? zb = b= 


其 中 st ur 为 非 负 整数 , 且 x > 1,u<r. 

此 时 G' = (a3) = (c), A ") = 3" = 32, 由 此 得 s 十 vw — 2， 由 定理 
13.1.1(6) 有 G2(G) < Z(G), 从 而 (a? 6") < Z(G) . 又 由 定理 13.1.1(5) 知 Z(G) 循 
FR, WH (a) < (09^) 或 (09^) < (a^). Æ (a? Y< Sim No nari (as 
A arts < 32, BE rs < 2. Æ (09^) « (a), WW o € (afb) = (9777). 故 
arts+t 和 32, B r--s-t« 2. 由 此 可 得 7 十 s < 2. 现在 有 : r su t 满足 关系 式 


stu=2, r+s<2, rzl, ur. 


从 而 可 得 (r,s, u, t) 只 有 两 种 取 值 : (2, 0, 2, t) 与 (1, 1, 1, t), 其 中 t 为 非 负 整数 . 
(2, 0, 2, t) 对 应 的 群 为 


4 2 十 t 3. 2 
ai, | 185 sap gib al) ay 


WH (1V, 4 a = bib = a-10, 就 得 到 了 群 (1). 
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(1, 1, 1, t) 对 应 的 群 为 (ob | a3 = 1,09 = a, blab = a! +3), 此 为 群 (2). 
情形 2 G 为 非 亚 循环 群 . 
由 引 理 13.1.7 知 w(G) = 3. JE G 的 (万 - 群 列 : 


G > L > (G) > Ui(G). 


W a € G\L, b € L\®G), d € 9(G)NOi(G) 满足 a,b,d 分 别 为 G\L, L\9(G), 

$(G)NO1(G) 中 的 任 一 最 小 阶 元 素 . 由 [244] 中 的 IV, 定理 4.14 知 (a, b, d) Æ G 的 

一 组 唯一 性 基底 , 设 G 的 型 不 变量 为 (n,m,r), 则 ola) = 3", 0(b) = 3, o(d) = 3". 
设 G = (a,b), c= [a,b]. 由 定理 13.1.1 知 


c" = [a,b]? = [03 ,b=1. 


而 olc) = 3?, 因而 n > 2, 同 理 可 证 m 2 2. 下 证 m = 2: 因为 G 是 极 小 非 3 交换 
Sf, 由 定理 13.1.1 知 G 是 3? 交换 的 , 因此 UG) = (a9, 0°). 由 U2(G) < Z(G) 可 
得 2(G) = (a9) (09), 又 由 a,b 的 取 法 知 (a) 门 (b) = 1, WE 52(G) = (a?) x (b°). 
Z(G) 循环 , 故 m < n, TBA Do = 1, Bm <2. 从 而 m=2. 

由 以 上 讨论 得 : nz 2, m = 2. 又 由 G 非 亚 循环 , S cg (a) H ceg (b). 

下 面 再 分 n=2 5 n>2 两 种 情况 讨论 . 

子 情形 2.1 n=2. 

断言 (ANo = 1 E (buo = 1 成 立 : E eela, WE c = a. MA 
Ui(G’) < Z(G) TAI c? e Z(G), 从 而 


1 = [c?, b] = [a*3, t] = [a , b]*. 


at! bl3 1, 矛盾 , og (a). 从 而 (a)(\(c) = 1. 同 理 可 证 得 (b) Xe) = 1. 
下 证 G 的 型 不 变量 为 (2, 2, 2): + H = (b)(c). Jl HAG, |G| = K(a)]| H|/| (a) YH]. 
# \(a)H| #1, Wl a? e H = ()(). Xt e e Z(G) TE wH) = (9) x (9). 
a? € (b) x (c). EA (ojm(e) = 1, 且 由 ab 的 取 法 知 (aN) = 1， 因 此 
a3 = b+t3ct3. 4 a, = act). 由 [244] 中 的 IV, 定理 4.14 知 a1, 0, d 还 是 G 的 一 组 唯 
一 性 基底 . 而 由 (a,c) < G 知 (a,c) J& p 交换 的 , 故 


而 


a? = (ac*!)? dr ps 
与 (a1) 门 (0) = 1 矛盾. 于 是 NH = 1. 从 而 
|G] = |(a)]|H] = Ka) lo0| = 3772. 


因此 7=2. 又 n=2, m=2, 故此 时 G 的 型 不 变量 为 (2, 2, 2). 
由 于 c(G) < 3, 下 面 分 c(G) = 2 和 c(G) = 3 两 种 情形 讨论 . 
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ai c(G) = 2, Wl] G = (a,b, c | a? = b? = e? = 1, [a,b] = c, [c, a] = [e, 5] = 1). 此 为 
# (3). 

车 c(G) = 3, 可 设 [c,a] = 1 E [e, b] = 1. KÆRA, Æ [ca] 41 B. [o] Z 1. 
由 [c,a] € Z(G), [c,b] e Z(G) 可 得 


[c, ab] = [c, a][c, b] = [e, a] [c, b]*. 


XA [ca € (c), [cb] € (c9), 故 必 存 在 i 使 得 [c ab^] = 1. 由 定理 13.1.1(7) 知 G 
是 3? 交换 , 从 而 有 


(abi) = a® (b$)? =1, o(ab*) < o(a). 


XH abi € G\ L, & a = ab. Wi a,b, d 还 是 G 的 一 组 唯一 性 基底 ， 且 此 时 有 
[c, a1] = 1 ARIZ. 

F [e, b] = 1, M (e, a] = c? RM [e,a] = e. 

4 lag =e N, G= (abela =P =e [a5 =«, [aa] = e, [ed] = 1). 
此 为 群 (4). 4 [ea] = c7? 时 , 用 at 取代 a, 仍 得 到 群 (4). 

A [c,a] = 1, Wi [c, b] = ê IÈ fe, b] = 078. 

24 [eb] = c? 时 , 交换 a,b, 仍 得 到 群 (4). 4 [c, b] =c 3 时 ; Ao RK a, 用 
a BUS b, 仍 得 到 群 (4). 

子 情形 2.2 n>3. 

由 定理 13.1.1(6) 知 U2(G) < Z(G), 从 而 有 (a) < 
Kl Z(G) 循环 , 故 可 得 ai = (a*), 从 而 ca € la”) 
& = at. Xii (a) 0) = 1 TE è g (b), 从 而 (HNO) 


IG| = |(a)||{b, ¢)|/\(a ascii 


Kil r= 1. 故 G 的 型 不 变量 为 (mn 2,1). 

= c(G) =2 时 , (a9)(c) < Z(G), 由 cg (a) 且 Z(G) 循环 可 得 a? = +, 从 而 
n<3. Kn=3. 此 时 G 的 型 不 变量 为 (3, 2, 1). 

24 a? = c3 时 , 则 


= (a,b, c | a? =b? =1,8 = a?’ [a,b] = ¢, leu] = [eb] = 1). 


此 为 群 (5). 4 a? = c7? BY, 用 o 取代 b, 仍 得 到 和 群 (5). 

当 e(G) = 3 时 , 与 子 情形 2.1 RW, 仍 可 设 [c,a] = 1 3X [e 0] — 1. 

34 [c, 6] — 1 B, W (e, a] = c? EX [c, a] = e73. 

34 [caql = c7? 时 , 用 a7* 取代 a, 则 可 转化 为 [c,a] = c? 的 情形 . 故 只 需 讨 论 
[ca] = c? 的 情形 即 可 . 


Z(G). 又 由 定理 13.1.1(5) 
Mi 即 有 ca € (a), 故 
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4 [gal = NW, 38 =a" m a3 7:343" ^ BD 57 HUS b, 
可 转化 为 ca = a3”” 的 情形 . 故此 时 群 G 为 


(a,b, c | a" =b” =1,8 =a, [a,b] = c, [c, a] = c?, [e, 6] = 1). (6) 
下 证 n = 3: 在 群 (6) 中 ， 
[,a]- ?, [eb]-1, [a,b] =c, [cd?,a]=1, [cd?,b]=1, cb € Z(G). 


故 (cb3, a9) 循环 . 从 而 有 (cb*) < (a9) 或 (a9) < (cb). 若 (cb?) < (a9), 则 cb? = a, 
c = a9*5-3, 此 时 G’ < 04(G), 故 (G) = UG), 5 w(G) = 3 矛盾 .从 而 只 能 有 
(a9) « < (cb), 此 时 o(a?) < o(cb3) = 32, 从 而 n < 3, 因此 n = 3. 

综 上 可 得 


G = (a,b,c | a? =b* =1, 8 =a* ; [a,b] = e, [e a] = c?, [e, b] = 1). 


我 们 得 到 群 (6). 
24 [c,a] = 1 时, W [c,d] = c? RK [e, b] = c7? 
24 (c, b] = c? 时 , 则 


G = (a,b,c | a? =b? 21,8 =at" [a,b] = e, [ea] = 1, [e,b] =c?). (7Y 


25 [c, b] = c7? IN, FA a7 WA a, o RUN b, ARIRE (7). 

当 ca = a38" ”时 , 断言 n > 4. ER, n= 3, 从 而 (ca-3)3 —1. 于 是 Z(G) > 
(a°,ca~*) S 03. 这 和 Z(G) 循环 矛盾 . 这 样 就 得 到 了 和 群 (7) 和 (8). 

定理 中 的 群 互 不 同 构 且 皆 为 极 小 非 3 交换 3 群 . 证 明 过 程 略 去 . 口 

定理 13.1.10 HG 为 有 限 非 正则 3 HA exp(G) —3*. NG 为 极 小 非 3 X 
换 3 和 群 当 且 仅 当 G ATHER 同 构 群 之 一 . 


(1) G = phela " e BP esu saluda lyd a7 Id 1) (e = 2 
(2) Gs {a be] a3 =e = 1, =F ee [b.c = 1) (e > 2); 
(3) G=(a,b,¢| a® =c?=1,b3 =a-, [a;b] —c, [a,c] = ; [b c]=1)(e>2); 
inc erra n Den cet T oe i 


证 明 ”由 题 设 条 件 知 ，G 为 极 小 非 正则 3 群 。 由 [247] 中 的 定理 5.2.15 知 
d(G) = 2, MAK G = (a,b), 其 中 o(a) = 3*. B [247] 中 的 定理 5.2.15 可 得 ， 
51(G) = Z(G) = (a), 又 由 [247] 中 的 定理 5.2.15 知 exp(G') < p HG/G 为 
(3°-1,3) WIRE, 因此 b3 € G'G1(G) = (a3 ), 从 而 有 ob) = 3 或 9， 又 由 引 理 
13.1.4 41 c(G) = 3, WE G3 < G'O)Z(G) = (a), 从 而 有 Gs = (a3 ). 

注意 e> 2, Æ olb) = 9, WA 09 = a", HH (3) =1. 234622 if, $ 
b; = ba-59* ^, UAT b3 = 5a-s " = 1. 因此 , “4 e > 2 时 , 总 存在 生成 元 b, 使 得 
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o(b1) = 3. 又 由 引 理 13.1.8 可 知 , |G| = 3. 下 面 我 们 分 e = 2 F e > 2 两 种 情况 
进行 讨论 . 

情形 1 e=2. 

此 时 |G| = 34. 由 34 阶 群 的 分 类 知 , 满足 上 述 条 件 的 群 有 


(1) G2 (a,b, c | aP =F =e = 1, [a,b] =, (a,c) = [b, = 1); 

(2) G= (a,b,c | a? =e 1,0* = aè, [a,b] = c, [a e| = a8, [b,c] = 1); 
(3) G = (a,b,e | a? = c? — 1,69 =a-4, [a,b] — e, [a,c] = a3, [b,c] = 1); 
(4) G — (a, b,o| à? — P9 — c =1,[a,b}— & [a.c] = 1, [be] — a7) 


这 4 个 群 即 为 定理 中 的 群 (1)—(4). 

情形 2 e>2. 

Xt [a,b] = c. FH [247] 中 的 定理 5.2.15 知 , exp(G’) = 3, 从 而 o(c) = 3. 因此 
cg (a). #5, WE c € (a3”) « Z(G), Bl G < Z(G), c(G) =2, 与 c(G) = 3 FE. 
又 由 Gs = (a3”), TR 

[a,c] = a [b,c] = at 
其 中 s,t 为 0,1, 一 1, 且 不 同时 为 0. 

#s=1,t=0, WG = (a,b,c | aè = b = & = Mab] = [a,c = 
a3 [b,c] =1). 此 为 群 (1). 

45-1, t3 0, 0 

G = (a,b,c | a? = b? = è = 1, [a,b] = c, [a, c] = a>", [b,c] = a ). 
4 b, — a-*b. RMA 0 — a-?'b3d, 其 中 de (at, by, 因而 
o(bi) = 3°; la, bi] =C, (bi, c] e. 


MAA b? € 01(G), 所 以 b = at. 此 时 我 们 分 别 得 到 群 (2) 和 (3). 
车 s=--1, t=0, 令 c=c!, bı =b, IER G 同 构 于 群 (1). 
4 s5——1,t34 0, 4 b, — a'b. MW b3 = (atb)? = abd, 其 中 de (af, by. 因而 


o(h) -3*, [a b]]—ce, [bic] — 1. 
MAW b3 € Ui(G), 所 以 好 = a*9. HS o = 671, bg = of, 则 
ge-1 


bs =a, [a,b] — co, [a,c] — a? , [be,c2] =1. 


此 时 G 同 构 于 群 (2) BK (3). 
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3 s=0,t 40M, > ai = ab, ci = ca. 则 


ola) = 3°, o(c1)=3, [a,t]-2«, [mea] as, [b, c1] = at3 


FES b, = aj!b, 则 o(b2) = 3°, 因而 


+3 


b = 一 Qi ， [a3 , 53] = 0, [5z, c1] = du 


此 时 G 同 构 于 群 (2) 或 (3). 

ER (1)—(4) "P, 都 有 G1(G') = 1 成 立 . # G 正则 , 则 由 [244 PRIV, 定理 
2.4 知 G 是 3 交换 群 , 与 它们 是 极 小 非 3 交换 群 矛 盾 . 故 群 (1) 一 (4) 都 是 非 正 则 
的 . 易 证 定理 中 的 互 不 同 构 且 皆 为 极 小 非 3 交换 3 BE. 口 


13.2 极 小 非 Po-p 群 的 分 类 


有 限 群 G 称 为 一 个 极 小 非 P, 群 , 如 果 G HERRAT n, 但 是 G 的 所 有 真 
FAA RNS n. 显然 P. PERERA BY n 的 一 个 群 类 . 由 
文献 [144] TTAN, 极 小 非 Po XEIIRESE2ISA 3. 这 样 的 群 已 被 文献 [206]. 刻画 并 完全 
分 类 . 本 节 介 绍 这 个 分 类 结果 . 

首先 给 出 极 小 非 Ps 群 的 某 些 性 质 及 其 刻画 

命题 13.2.1 (1) 设 G AE XE 2 c HH. N 


ett” Oe] = [3,75 , au] 77e, 


(2) 3k G X E25 3 HH. E p> 2, 则 [a?,0] = [a bPa, b, a] 2). # p= 2, 
则 [a?, b] = [a, b]?[a, b, a] E [a*, b] = [a, b|^[a, b, a]. 

证 明 ”由 [89] 中 的 IE, 引 理 6.8 可 得 (1). 直接 计算 可 得 (2). 口 

命题 13.2.2 HG 是 极 小 非 Po 群 . 则 

(1) Z(G) 循环 且 |G3| = 

(2) [®(G),G] < Z(G) .&. iih < Z(G); 

(3) Z(G) < 9(G); 

(4) d(G) € 3; 

(5 # d(G) 23,9] p 3 LG 是 正则 的 ， 进一步 地 , KG = (a,b,c). I 
la, b,c] = [b, c, a] = [c, a, b] A 1. 

XEBH (1) RG 的 一 个 p 阶 正规 子 群 N. 因为 c(G/N) =2, R N = Gs. 因而 
G3 Æ G 的 唯一 的 极 小 正规 子 群 , 故 Z(G) 循环 . 
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(2) 因为 (G) = G'G1(G), 故 [8(G),G] = [G', G]JU1(G), G]. HEH, [G^, G] = 
Gs < Z(G). 取 x,y,z € G. HAR 13.2.1 可 得 , [zx?,y,z] = 1 E [x?,y] € Z(G). 注 
AA] U (G) = (z? | x € G). W [61(G),G] < Z(G), 因而 [8(G),G] < Z(G). 

# ac G, beG, M [a,b] e Gs. 因而 [a,b] = [a,b]? = 1. BY a? € Z(G). 所 以 
03(G") < Z(G). 

(3) 4, 则 存在 G 的 一 个 生成 元 ce Z(G). 因而 存在 G 的 极 大 子 群 M 使 得 
G = M(c). 于 是 c(G) = c(H) < 2, TA. 故 Z(G) < 9(G). 

(4) 设 d(G) 2 4. MF a,b,ceG, + H = (a,b,c). M) H < G H e(H) <2. 于 
是 [a,b,c] = 1. 由 此 可 得 c(G) < 2, 矛盾 . 故 d(G) <3. 

(5) 因为 G 的 任意 一 个 二 元 生成 子 群 均 为 类 2 的 , 故 G 是 正则 的 , 且 满 足 2- 
Engel 条 件 . X. c(G) = 3, 由 [89] 中 的 ID, 定理 6.5 得 p= 3. + G = (a,b,c). A 
为 

[a, be, bc] = [a, b, 6] = [a, c, c] = 1, 


有 [a,b,c] = [c, a,b]. BR a,b,c 的 位 置 得 


[a, 5, c] = [c, a, b] = [b, c, a]. 


因为 G3 41, W [a,b,c] = [b c, a] = [c, a, b] £1. 


定理 13.2.3 HG AAR p HA d(G) —2. $ Z(G) 循环 且 |G3| =p, MG 
是 极 小 非 Po 群 . 

证 明 ”因为 Z(G) 循环 , 所 以 G3 是 G 的 唯一 的 极 小 正规 子 群 . 因而 G 的 每 
个 真 商 群 是 类 2 的 . 于 是 只 需 证 G 的 每 个 真子 群 的 类 不 超过 2 即 可 . 

取 G 的 一 个 极 大 子 群 M. 则 存在 a € H\®(G), b € G\H 使 得 G = (a,b). 很 
清楚 , H = (a,9(G)). 因而 


Hs = ([z, y, z] | T,y,z€ (a, G’,Ui(G)}). 


a x,y,z 中 有 一 个 属于 UG), 由 命题 13.2.1 可 得 , [m y, 2] = 1. 若 不 是 这 种 情况 ， 
Jl] x,y,z 中 有 一 个 属于 G, 我 们 也 有 [x,y,z =1. 因而 Ha = 1, 即 得 所 证 . 口 

类 似 地 , 我 们 也 有 如 下 定理 . 

定理 13.2.4. ib G ETE p ER. d(G) — 3. 3 Z(G) 循环 ,|G3| 一 p 且 G 3 
A 2-Engel 条 件 , N) G 是 极 小 非 Po Æ. 

定理 13.2.5 RG 是 极 小 非 Po 8E. 

(1) Æ d(G) = 2, I] G" HRA C = C7; 

(2) # d(G) —3, RM] G' = C$ 3, G' & Cam x C2, Km » 1. 
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证 明 — (1) X G= (a,b). 则 G = ([a, b], Ga). AW c(G) = 3, 故 G' 交换 . 若 
0;(G") = 1, WW) G' = C2. 4 U1(G^) z 1, HERS Gs Æ G 的 唯一 的 极 小 正规 子 群 
Gs. 我 们 有 Gs < U1(G^) < &(G"). 因而 G^ = (fa, b]), BE G" 循环 . 

(2) X G = (a,b,c). 由 命题 13.2.2 可 得 , [a,b,c] 41. & N = O1(G^)Gs. 把 
V = G'/N 看 作为 F(p) 上 的 线性 空间 . 下 证 dim V = 3. 4, & dim V < 2. MJ 
ja, b] N, [b c] N 和 [c a| 是 线性 无 关 的 . 不 妨 设 


[a,b] N = [b, c]j* Nle, a]? N. 
所 以 [a,b] = fb, c]*[c, a] (mod N). 由 N < Z(G) 推出 
[a,b,c] = [[b, c] (c; a]?, c] = 1. 


矛盾 . 故 dim V —3. 其 次 , Æ UG) = 1, M |G'/Gs| = 3°. 因而 |G"| = 3* B. 
G! = C$. FF Ui (G") #1, H Gs < U1(G’) 推出 |G'/01(G^)| = 33. & exp(G’) = 3”. 
则 m>1. 因为 UG) < Z(G) 循环 , WG! = Cam x C3. 口 
下 面 分 类 极 小 非 Po AE. 注意 到 , 车 G 是 p^ 阶 的 极 小 非 Po SÉ, 则 G 是 极 大 
类 的 . 下 设 |G| > p^. 由 命题 13.2.2(4), d(G) < 3. MARA d(G) = 2 和 d(G) =3 
两 种 情况 讨论 . 
定理 13.2.6 设 G 是 二 元 生成 的 亚 循 环 的 极 小 非 Ps 群 . 则 G 与 下 列 群 同 构 : 


2r 十 1 r4 i41 +i r 
(a,b|a" 三 1 妈 =a?" , a =at"), 


Hepr>1,t30GATAH SARS p>2Ht=0,Xp=2,r>2,t=0. 
证 明 ”检查 定理 6.1.3 和 定理 6.1.4 即 得 . 口 


定理 13.2.7 设 G 是 二 元 生成 的 非 亚 循环 的 极 小 非 P2 群 . 若 G' 循环 , 则 G 
同 构 于 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(I) able" = P = t =1, [2,6 =aleed—Lled =<), 25 n 2 8 
s=0; 3n>2 8,s= 1. 

(I) (a,b | a?" = 1,0" = cP," = 1,[a,b] = c [ea] = 1,[c,b] = e" ), 
v=1,2,---,n, n>2vAn, ¥ p=2 HH, n> 2. 

(II) (a,b | a? =b?” = c2", c =1, [a,b] = c, [c, a] = 1, [5] = gU uot 

(IV) (a,b | a?" = œ", e” = c" = 1,[a,b] = c [ea] = L[ob] = e?" y 
n>m>2,s=1,2,::-,p-1, ¥p=2H,m>2, 4 n>m ił, u=1. #4 n= m 
时 , u=1,2 yn 一 1] Es Aul 反之 , 定理 中 群 均 为 极 小 非 Po 8E. 

证 明 ”因为 d(G) = 2 且 G' 循环 , 故 G = G/O1(G") 是 内 交换 的 . 又 G 非 亚 
循环 , 由 定理 2.5.3 知 , G 非 亚 循环 . 由 定理 1.7.10 可 设 


G = (a,b,c | a" = —c = 1, [a,b] = z, [c a] = [2,6] = 1), 


——— 1 
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KH n>m, E p=2,ln+m>3. $ a,b,c PH a,b,c 的 在 自然 同 态 下 的 一 
个 原 像 . U G = (a,b, c). 因为 G' = (e), ANI [a,b] = c E ole) = p^, HF r 2 2. 
HATI, r < m 除非 p = 2, 7 = 2, m — 1. 因为 |Gs| =p, 所 以 [c, a] 与 [cb 中 至 
少 有 一 个 不 为 1. TE: [eb] z 1. BA, MR n= m, 在 必要 的 情况 下 , 互 换 a, b 的 
PBR [eo] #1. MR n> m, X [c6] — 1, WF [ca] = cz , HH pri 计算 
可 得 , a?" bi? ce Z(G). 所 以 ar, v^ c e Z(G)/O1(G^). 注意 到 Z(G) 循环 ， " 
Z(G)/01(G') 也 循环 . AA o(a") > o(bi»" ^ c), 所 以 bi» ^ c — 1. FIG. C [e t] A 

所 以 在 必要 的 情况 下 , 作 生成 元 替换 , 可 设 


az =e, PHP, [c,a] 2 1, [c,b] =e”, 


HHP l<uv<r,n>m,pts. 
(a~*e, a*, b?), IG" = 22， 
Ue { (ae aP), p>2 或 p=2 且 |G'|>22. 

情形 1 1G'| = 22. 

注意 到 Z(G) 循环 . 故 Z(G)/0:(G") = (a-c, a*, 0?) 也 循环 . 注意 到 at= (a ac). 
H a-?c 4 1. AW (a-?c)((5) 21, MB — 1. 从 而 m=1. FH Z(G) = (a?e, ?). 
X. ofa-2e) > o(c2) — 2, # Z(G) = (a-2e). 

明显 地 , (ac)? = "42" HE = 2, W| (a-?c)? = e, RA 
o(a~*c) > 2, W u = 2. 因而 a^ = 1. " n> 2, 则 可 证 u —1. 注意 到 只 = c7. HF 
v—1,4 by =b., Wü] 2 — 1. MRE P = 1. PT RE (1). 

情形 2 p»5234p—2H.|G'| > 27. 

类 似 于 情形 1 的 论证 , 由 Z(G) 循环 , 有 


Br" =1, Z(G)/Ui(G)) = (a-" o). 
dip = 1 可 得 m < 7. 车 p= 2, 我 们 断言 m > 2. 车 否 , 有 


1S [a, b°] - c2(1+27 ) 


因为 > > 2, 故 cz = 1, 矛盾 . 由 命题 13.2.1 可 得 , 1 = [a,b?”] = e". 于 是 m — r. 
Mitts p=2W,2<m<nHm>2. 

(i) 车 n =m, 我 们 断言 (ae A 1. BB, a" ce UG) FE 
a-se" c= 1, 矛盾 . AA 


15 (a-*9" cj ES cpü-sp" 7) 
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is A1 Ru Axl H e e (ae). 因而 Z(G) = (a o). 
du»v^4 


aji—-ab? , b =b, a= lai, b1] = c* (mod G3), 
其 中 sk =1(mod p). 我 们 有 
a?” — 1; pe" = d. [ca, a1] f: 1; [e1, 51] s d. 


我 们 得 到 群 (IT), 其 中 1 <u <n-1. 

Hus<v, 4p>2QAuanW, HEHE, v= n. 用 b* 替换 b, 其 中 sk = 
1(mod p), 得 到 群 (II), 其 中 v=n. 当 p>2 且 wu 关 n 或 p=2 且 w<wv 时 ,用 
bat ”替换 b 有 UU = 1， 此 时 得 到 群 (IV), 其 中 n= m. €&p-2HRuc-v, 
用 ba! 替换 b 有 b” = c2” RAAK w= n 时 , 这 归结 为 w > v 的 情形 . 若 
u <n 一 1 归结 为 w <wv=n 一 1 的 情形 . 因而 可 设 久 =n 一 1. 这 就 得 到 群 (ID). 

(ii) E n > m. AX a?” € Z(G)NO1(G^), 有 olar?”) > pt. W ola”) > 
prt, MEW ola") =p, 故 得 w=1. Mar — c. 由 此 可 得 


m—1 nm—m+1 


(a 79 ^g? 
EX pt(—s+p"-™), 有 cp € (a-**" ^ c). 从 而 Z(G) = (a^ c). 令 


phn muL 


bı = ba p 


— a2 


rem 


pu 


vie =1, [ahl=c, [cal=1, le,bi]= gh, 


此 时 G 同 构 于 群 V), 其 中 n> m. 

反之 , 对 定理 中 的 每 个 群 , 不 难 证 明 , 均 有 |Gs| = p 且 Z(G) 循环 . 由 定理 13.2.3 
可 知 , 它们 均 为 极 小 非 Po F. 

下 证 定理 中 的 群 互 不 同 构 . 先 证 对 于 群 (1) 与 (IV) 来 说 , 不 同 的 参数 给 出 不 
同 构 的 群 对 于 群 (IL) 来 说 , 因为 exp(G) = p, BA, v 的 不 同 值 给 出 的 群 不 
同 构 . 对 (IV) 来 说 , 为 简便 起 见 , 用 Glu, s) 表示 群 (IV). 因为 exp(G) = pr, 
显然 , v 的 不 同 值 给 出 的 群 不 同 构 . 再 证 , s 的 不 同 值 给 出 的 群 不 同 构 . 若 p= 2, 则 
s— 1. 不 妨 设 p> 2, G(u,si) S Glu, s2), 其 中 s1,82 € {1,…,p 一 1}. 对 于 G(u, 51), 
e 

aj =a™bch, bg = gar "pict, 
其 中 iiiz, ji, jz ki, Ko WHE pti E p jo 并 使 得 oz, bz 是 Glu, s1) 的 一 组 生成 元 ， 
H ag, be, c2 = [02,09] 满足 G(u, s2) 的 定义 关系 , 计算 可 得 


ip" = ijjop"(mod p"), 811193 = s2i1 ja (mod p). 
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于 是 s; = s2(mod p), BN sı = sa. 

下 证 群 (ID)—(IV o 我 们 观察 到 , 对 于 群 (IL) 和 (II), G/U (G^) = 
M,(n,n,1). XF (IV), G/U1(G’) = My(n,m,1). SOS n > m 时 , # (IV) 与 群 
(IL) A (ILI) kung 设 n — m. 对 于 群 (I), 


exp(G) =p", exp(Cae(G')) =p". 


对 于 群 (M), 
exp(G) = exp(Ca(G")) = 2^, 


而 对 于 群 (IV)， 
exp(G) = exp(Ca(G")) = p*"™. 


因而 群 (IT) 与 群 (IID) 和 (IV) 均 不 同 构 . 车 p = 2, FE (I) 和 (IV) 来 说 , HF 
u « n — 1, 则 它们 的 方 次 数 不 相 等 . 车 u — n — 1, 则 它们 的 2 阶 元 的 个 数 不 相 等 . 
故 群 (ID) 和 (IV) 互 不 同 构 . 

定理 13.2.8 HG 是 二 元 生成 的 非 亚 循环 的 极 小 非 Po 群 . X G S= C}, N G 
同 构 于 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(I) (a,b | a?" = b? = c? = 1, [a,b] = c, [c,a] = 1, [c,b] = aP”), p > 2, n 2 2, 
u=1 或 v,v 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ; 

(II) (a,b | a?" = b? = c? = 1, [a,b] = c, (c, a] = a?" ,[e, 6] = 1), p> 2 

(II) (a,b |a =b4 =e = 1, [a,b] = c, [a] = 1 ile, b =a?"), n> 1; 

(IV) (a,b | a? =b? = c? = 1, [a,b] = c, [c,a] = a?” , [c,b] = 1), n > 2; 

(Y y (a,b |a? = 1,54 = a* e? — 1, [a,b] = e, [6 à] = a*, [e 5] = 1). 

反之 ,定理 中 群 均 为 极 小 非 Po 8f. 

证 明 ”因为 4(G) =2 且 G' 关 C3, 由 定理 1.7.7 可 知 , G/Gs 内 交换 .又 G 非 
亚 循环 , 由 定理 2.5.3 ^, G 非 亚 循环 . 再 由 定理 1.7.10 可 设 


n22 


3 


G/G3 = (a,b, c| a” =" =œ = 1, [a,b] = e, [6a] = [6 b] = 1), 


EH n >m, H4p=2N,n+m>3. 4 a,b,c 分 别 是 a,b,c 的 在 自然 同 态 下 
的 一 个 原 像 . 则 G = (a,b,c). 不 妨 设 [a,b] = c. 则 G = (o) x Ga. 进一步 地 , 因为 
IG| > př, Mn 2 2. 

情形 1 p>2. 

因为 exp(G') = p, 由 命题 13.2.1 可 得 , a?,b? € Z(G), 所 以 aP,b? e Z(G)/G3. 
因为 Z(G) AH G3 < Z(G), 有 (a%™/?) = Gz, K a/r = 1 € G/Gs. 于 是 
p” = o(a) < o(a)/p. 由 此 可 得 , ola) = p+ H Gs = (a?"). 又 因为 Z(G)/Gs 循环 ， 
4 m=1 H P eG; > b =a". Hj bac" ^ BR b, AGRE bP = 1. 
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因为 c(G) = 3, 所 以 [c,a] 与 fc 中 至 少 有 一 个 不 等 于 1. 不 妨 设 [e b] z 1. HE 
一 步 可 设 [ci = a", HH pti. 4 [ca] = a. H ai = abii HR a, WU 
[ca] = 1. H by = b BHM b, c; = [a,b] FR c, A [aa] = 1, [a,b] = am 
W v 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 , M G 同 构 于 下 列 群 之 一 : 

(1) (a, b | az" = bP = cP =1, [a,b] = c, [c, a] = 1, [c, b] = a”); 

(2) (a,b | a^ = b? = cP =1, [a,b] = c, [c, a] = 1, [c, b] = a””"). 

我 们 得 到 群 (1). 

设 [cb] = 1. W [e a] Z 1. + [ca] = a^, HH pti. id b = b^, 其 中 
ik = 1(mod p), c = [a, bi]. WW fer, b1] = 1, [e1, a] = a^. RNS BF (I). 

情形 2 p=2. 

与 情形 1 的 证 明 类 似 , 有 a4, We Z(G) H at, bt € Z(G)/Gs. 1 bt — 1. 从 而 
m < 2. 不 难 证 明 : [c,a] 和 [e, b] 中 至 少 有 一 个 为 1. 

设 [coa] = 1. 由 命题 13.2.1 WẸ, a? e Z(G). 因为 Z(G) 循环 且 Gs < Z(G), 
故 (a*9)/2) = G3. 从 而 ae/2 = 1 € G/G3. 于 是 2” = o(a) < o(a)/2. 由 此 可 得 
o(a) = 2^*! H. G3 = (a? ). 因为 ”EE Gs, BO?” =a". H bi = ba?" ”替换 
b, 有 好 ”= 1. 因为 [a,53] = [c,bi] 关 1, 故 好 关 1. 因而 m= 2. BR (Ml), 其 中 
n> 2: 

i [cb] 2 1. 此 时 不 妨 设 n> m. Æ n 2 3, HF at € Z(G) 且 Z(G) 循环 , 与 
上 段 的 论证 类 似 , 可 得 G3 = (a? ), o(a) = 2^. 注意 到 9?" c G3. 不 妨 设 2”= 1. 
断言 m = 1. #6, m = 2. 因为 [ob] = 1, 由 命题 13.2.1 可 得 , b e Z(G). 因而 
(b?) = G3, 2? = 1, FE. 此 时 得 到 群 (IV), EF n23. 下 设 n=2. KN m=1 H 
b? € Gs, o(b) < 4. HERB at € Z(G). E at 4 1. RATA Gs = (at). Jg 0? =1 3È 
b? = at. BEF (IV), HP n= 2, RE (V). Hat — 1. N o(b) = 4 M ob) = 2. Æ 
o(b) = 4, W] G4 = (0). 互 换 a 5 b 的 位 置 , 得 到 群 (IT), 其 中 n= 1. Æ o(b) = 2, 
用 a25 替换 a, 用 a 替换 b, 也 得 到 群 (I 了), 其 中 n= 1. 

类 似 于 定理 13.2.7 的 证 明 方 法 , 可 证 定理 中 的 群 互 不 同 构 且 均 为 极 小 非 Ps 群 . 
证 明 的 细节 在 此 略 去 . 口 

下 面 处 理 d(G) = 3 的 情况 . 由 定理 13.2.5, 有 G' = C4 EE G' & Ca x C, 其 
Hom > 1. 

定理 13.2.9 KG 是 三 元 生成 的 极 小 非 Ps 群 . $C {Ch MG 同 构 于 下 
列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(IJ. be | atst ag -d-49-49-4-5Íb-d.bsg- 
dy, {c,a] = da,[di,c] = [do,a] = [dz3,b] = d4,[di,a] = [d1,b] = [d2,b] = [do,c] = 
[da, a] = [d3, c] = 1, da € Z(G)); 

(1) (abel a =b = 0 = d? = di = di = 1, [a,b] = dh, [bye] = da, [ea] = 
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da,[di,c] = [da,a] = [d3,b] = a3 ',[di,a] = [di,b] = [da,b] = [dz,d = [daa] = 
[dg,¢] = 1), ez 2. 

反之 , 定理 中 群 均 为 极 小 非 Po E. 

证 明 令 G=(a,b,c) E ola) 2 o(b) > o(c). AW G' = C$, 不 妨 设 


G' = (|a, b]) x ([b, c]) x (e; a]) x Ga. 


#7 exp(G) = 3, W (G) = G'. AX |G/e(G)| = 33 B. |G'| = 3+, Æ |G| = 3". 
id 
[a,b] 2 di, [b,c] = dao, [c,a] = ds. 
由 命题 13.2.2(5), 不 妨 设 
[a, b, c] = [b, c, a] = [c a, 0] = da. 


此 时 得 到 群 ( I). 

设 exp(G) = 3° > 3. 因为 exp(G') = 3, 由 命题 13.2.1 可 得 , a3,b3,c3 € Z(G). 
于 是 对 适当 的 ij, 不 妨 设 b = a, c = a9. 分 别 用 bat 和 ca? 替换 上 和 c, 可 
得 如 =c3 —1. AX GIEN, Wola) = 3°. 由 此 可 得 Z(G) = (a), Gs = (a8). 
由 命题 13.2.2(5), 不 妨 设 


[a,b,c] = [b, c, a] = [e, a,b] = a. 


必要 的 情况 下 , 用 c Ki SER c, 记 
[a,b] = di, [b,c] = dao, [c,a] = d. 


得 到 群 (TL). 口 

定理 13.2.10 KRG 是 三 元 生成 的 极 小 非 Po 群 . HG! = C3m x CZ, 其 中 
m>1, NG 同 构 于 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(I) (a,b,c | 3" 2 c9 29" = e3 =1,a3™™" —d3, [a,b] = d, [b,c] = b7 
e, [d, c] = [e, b] = d?" ^ , [d, a] = [d, b] = [e,a] = [e, c] = 1), u 2 0; 

(II) (a,b,c | $7 = d$" = 1,03" = 4d,c = a3", [a,b] = d, [b,c] = 679", 
[ca] = a3" ^ c-3" [d,c] = a", [d, a] = [d,b] = 1), u > 0, 1 < v < m; 

(II) (a,b,c | 8” = 8 = d$" = 1,03" = d?" , [a,b] = d, [b,c] = 6-3”, [c, a] = 
a3" *q-3"" Id, = d3™™ (d, a] = [d,b] = 1), 1 < u € m; 

(IV) (a,b, c | 5" = q9" = 1,a3" =d3,c = d*, [a,b] = d, [b,c] = 6-3" [ca] = 
a3™ q-3" [d,c] 2 d?" [d,a] = [d,b] = 1), 14 u« m-1,1 cv « m-u- d; 


gum [c, a] = 
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(V) (a,b,c | a3” = b” = d$" = 1,69" = d, [a,b] = d, [b,c] = 6-3" *, [c,a] = 
a3" ^ d, c] = d$" ^ , [d,a] = [d, b] = 1), v > 1. 

反之 , 定理 中 群 均 为 极 小 非 Po 群 . 

证 明 令 G= (a,b,c). 因为 G 是 极 小 非 Ps SE, 由 命题 13.2.2 可 知 , Z(G) 循 
环 且 G3 < 01(G') < Z(G). 于 是 


G' = ([a, b], [b, c], [c, a], Ga) = ([a, b], [b,c], [c,a]), [a, b]3, [b.c]*, [c, a? € Z(G). 
因为 Z(G) 循环 且 exp(G’) = 3", 所 以 对 适当 的 i,j, 不 妨 设 
o([a,b]) = 3", o(a) 2 o(b), [b,c]? = [a,b], [c, a]? = [a,b]. 
4 ci = cabi. 则 
[b, ci] = [b, clb, a] (mod Ga), [e1, a] = [c, a][b, a? (mod G3). 
于 是 不 妨 设 
o([b, c]) = o([c,a]) 23, G' = ([a, b]) x (fb, c]) x (e al). 


W [a,b] = d. 则 Ga = (437 ^). 必要 的 情况 下 , 用 c MB4MNREK c, 再 由 命题 
13.2.2(5), 不 妨 设 
a,b, c] = [b, c, a] = [c, a,b] = d". 


因为 exp(G’) = 37", 由 命题 13.2.1 可 得 , a?" ,09" e Z(G). 于 是 对 某 个 整数 i 
可 设 —a9". 用 baci 替换 b, 有 7 — 1. 计算 可 得 


b3™ bgdez(G), (8 b, dg)? =1. 


于 是 对 某 个 整数 j, 097 [b, = di3” .由 此 可 得 [b,c] = 0-3" d?" ^. FH ele, a 
替换 c 有 [be] = 67" ^. AW G 正则 , 由 o([b,d) = o([ca) = 3 DB c? e Z(G). 
E ole) < 3", 对 某 个 整数 i 可 设 c = d. 用 cd BR c 可 得 o = 1. 现在 得 到 
o(c) = 3 或 o(c) > 3". 又 因为 Z(G) 循环 且 aà?^,d? € Z(G), 又 有 (a3”) > (d?) 或 
(d3) > (a3 ). 

情形 (a3™) (5. 

4 =a!" Kp 311, u z 0. WW ola) = 32nm*v-1, 49] FA b All d 的 适当 寡 
替换 b 和 d, a = d, u> 0, 且 仍然 有 


m 


p" =d" =1, [ab-—d, bid = 


gm-1 


, [a,b,c] = [b, c, a] = [e, a, b] = an 
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因为 
[d,c] #1, [a,c] = [a,c]? =1, d¢ (os), [d,a] — 1, 
有 (a,d) & Cy2miu-1 x C3， 又 因为 [03” ,a] 关 1, 故 如 ”4 (a,d). HERB b € 
Ne((a,d)) E. o(b) = 3", 有 
(a,b) = (a,d) x (),  |{a,b)| = 3°. 
id [ca] =e. 断言 eg (a,b). HA, e € (a,b). AW o(e) = 3, 故 
e € Q (la, b)) = Qı (la, d)) x (D). 
由 此 得 [e,b] = 1, FE. 于 是 
(a,b,e) = (a,b) x (e), |(a,b,e)| = 39m nnt, 
(i) 35 c? — 1, RJ 
Gz(a,b,e) (c |G] = 399 Ft? — exp(G)) — nl. 
此 时 我 们 得 到 群 ( ), 且 不 同 的 参数 u 对 应 的 群 是 不 同 构 的 . 
(ii) # olc) > 3", 断言 o(a) > o(c). AA, 因为 a?" , € Z(G), S a?" e (c9). 
于 是 对 某 个 整数 i, a” = 097. 用 ac 替换 a 可 得 , a3”= 1, 矛盾 . 


AW a", c € Z(G), 故 (a3”) < (03) 或 (a3”) > (e3). 车 后 者 成 立 , 则 c3 = a8” 
E (ca-3” c, aj) = 1. 用 ca-i3” |[c,ali 替换 c, 有 


gm-1 


eg -ilea*-1, bd = t ; 


这 归结 到 情形 (i). F (a?) < (2). 于 是 对 满足 31i M v > 1 的 整数 iv 有 
a” = cg .由 此 可 得 o(c) = 37*"*v-1, 分 别 用 a All d KG RR a Al d 有 
a” =". AW 


o(a) = 32m+u—1 = o(c) = au do 
故 m > v. 通过 简单 的 计算 可 得 
or [,a] € Z(G), (a 3” Je, ay zl 


于 是 对 某 个 j, a-3” [ea] = 69" ^. 由 此 可 得 ， [c, a] = a3" ci3” . 注意 到 [c, a]? = 
1H a = c”. A 7 +1=0(mod 3"*"-1), BINED k, j= —1-- k3n*-1, 因而 


m-1 _747_pamt+u-lygv—-1 
[Ga] = a?" cur a 
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用 clk" BR c 可 得 


e — [e a] = ae 


由 此 可 得 , c3" e (a,b,e). WME c g (abe). Hv —2, I c= d? ¢ (a,b, e). 
E v> 2, B e? € (a,b,c). HA c e Z(G), Hc e Z((a,b,e)) = (a? e). 
因而 


op” jaat, olo) c genere? 


了 矛盾. AA ce Na((a,b,e)), 所 以 G = ((a,b) x (e))(c). 我 们 得 到 群 (11). AA 
|G| = 3844+" exp(G) = 374"! 所 以 不 同 的 参数 u,v 对 应 的 群 不 同 构 . 

情形 2 (d) > (a3”). 

令 a” = d", Kp 311 1« u € m. 则 ola) = 3?n—". 分 别 用 5b 和 4 的 适当 
FEM b Al d 有 a” =a, AURA 


m gm-1 


be" =a" =1, [e-4 [d-577, [a,b,c] = [b,c,a] = [5a =a" 
通过 简单 的 计算 可 得 
a" inae Z(G), (a fe, ap?" =1. 


于 是 对 菜 个 整数 i, 有 a7?" [ea] = d?U ^. 从 而 [ea] = a?" d?" . 注意 到 
[,a]] =1 H. a?" =a". RATA i-- 1 = 0(mod 37-v), 即 对 某 个 整数 k, i = 一 1 十 
k3"-*. Rim 


[oa] =0 qo 9 qua, 


再 用 cbka" ”替换 c 可 得 ， [c, a] = a3" q-3" 
明显 地 , a3" ^ g (d) 注意 到 a?" = d?" H [d,a] =1. FH (a,d) & Cyam—u x 
Cau. 又 因为 [37 a] £1, E09" g (a, d). HERB b € No((a,d)) A o(b) = 37. 
BATA 
(a,b) = (a,d) x (b, |(a,b)| = 39. 


(i) 4 c? — 1, WW 
G= (a,b) x(c), |G| = 39"*!, exp(G) = 3?"-". 


此 时 G 是 群 (II), 且 不 同 的 参数 _ 给 出 的 群 不 同 构 . 
(ii) 车 olc) > 3", 因为 (d) < (3), RIA d? = 607, 其 中 31i,v > 1. 于 是 
o(c) = 3m+v-1, 分 别 用 a RI d REAREA a A d, A a = 3. 断言 8 g (a,b). 
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者 否 ， 因为 e Z(G), 故 eu € (d3). 从 而 ol) < 37-1 H o(c) < gmcv-2 矛 
E. 因为 ce Ne((a,b)), 有 


G=(a,b)(c), |G| 2 39"**, exp(G) = max{o(a), o(c)}. 


车 ola) > o(c), WJ 32nm—" > 3"*v-1 > 3^1, Ait v «m—u-c-1Hu«m-1. 
此 时 G A (IV), 显然 , 不 同 的 参数 u,v 给 出 的 群 不 同 构 . 

# ola) € o(c), 由 于 à?" ,c e Z(G), Wa e (y. EE a = 6T. 
用 aci 替换 a, 即 得 a?" = 1. 从 而 [ca] = a?" d-3”“. 用 clb,a BRM c 可 得 
ica] = a9" ^. 此 时 G AR (V). 显然 , 不 同 的 参数 v SHARD, n 

综 上 所 证 , AR p 群 G 是 极 小 非 Ps 群 当 且 仅 当 G 或 是 pt 阶 的 极 大 类 和 群 或 
是 定理 13.2.6 一 定理 13.2.10 中 所 列 的 群 之 一 . 


13.3 内 P,-p 群 的 某 些 性 质 


有 限 群 G 称 为 一 个 内 P, BE, WR G BREAST n, 但 是 G 的 所 有 真子 群 
的 震 零 类 都 不 超过 n. TA, 内 Pi PAH. Æ n > 2, 则 非 寡 零 的 内 Pn 
群 就 是 内 容 零 群 . MSHA DP, 群 一 定 是 p 群 . 所 以 内 Pop 群 的 分 类 可 以 看 作 
是 内 交换 p 群 分 类 的 一 个 自然 的 、 较 大 的 推广 . 

由 于 类 2 的 p 群 在 有 限 p 群 中 的 重要 性 , Berkovich 在 其 p 群 专著 [26] 中 提出 
了 如 下 问题 . 

Problem 87(old problem) Study the p-groups of class 3 all of whose proper 
subgroups are of class < 2. 

TA, Problem 87 就 是 研究 内 Po-p TE. 文献 [144] 证 明了 : 若 G 是 内 Po-p RE, 
WW c(G) = 3. 文献 [127] 给 出 了 这 个 结果 的 一 个 简短 证 明 . 这 意味 着 Problem 87 中 
的 条 件 “class 3” 可 以 去 掉 . 

文献 [127] 研究 了 内 Pn 群 的 一 般 性 质 , 进一步 地 , 对 于 p > 3, 文献 [125], [126] 
分 类 了 内 Po E. 对 于 p = 2,3, 内 Po 群 的 分 类 有 待 解 决 . 本 节 介 绍 内 Pap PER 
一 般 性 质 , 13.4 节 将 介绍 其 分 类 . 

定理 13.3.1 设 G ÆA Pr- pZ. N 

Q) 若 元 =2, 则 d(G) € 3; 

(2) Æ n > 2, N] d(G) € n. 

证 明 (1) W d(G) 2 4. XF a,b ce G, $ H = (a,b,c). WI H «G. AAG 
是 内 Po-p E, 故 [a,b,c] = 1. FH e(G) <2. FH. 

(2) W d(G) 2n--1. MRA « G ff d(H) =n. WA<G. AAG 是 内 Pn-p 
E, 故 c(H) <n. 由 [89] 中 的 IT 定理 6.10 可 得 c(G) <n. 矛盾 . 口 
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下 列 例子 表明 , 存在 内 P2-p 群 使 得 d(G) = 3. 

例 13:3.2 i G = la,b,c,d,e, fiz | a = bB = č = & = e = f =r = 
1, (6, a] =d, [ea] = e, [e, 6] = f, [d,e] = æ; le, b] = 2*,.[f,a] =z, [d,a] = [d, b] = fe, a] = 
[e, c] = [f, b] = [f,c] = [r, a] = [z, 6] = [z,c] = 1). MJ G AW Po-p HH d(G) =3. 

证 明 ”首先 断言 : |G| = 37. 由 命题 1.1.5(1) 可 得 Gs = (x). 再 由 [89] PRI, 
引 理 2.11 b 可 得 , (de, f, x) 是 交换 的 . + 


H = (a,c,d,e, f, z), Hi = (f, a,), H = (c, d, x). 


则 
Hı S Hə = M3(1,1,1), H = Hy; * H» x (e). 


于 是 |H| = 3°. 现在 有 G=(H,b), HaG,bgH H b e H. 这 意味 着 IG/H| =3 
E |G| = 37. 

其 次 断言 : d(G) = 3. 事实 上 , G = (a,b,c). FÆ C = (de, f, £) = C1. 由 命题 
1.1.10 可 知 , 01(G) < G’. FÆ e(G) = G'. 从 而 d(G) = 3. 

最 后 断言 : G 是 内 P2-p 群 . 只 需 证 G 的 极 大 子 群 的 寡 零 类 不 超过 2 即 可 . 
A G= (a,b,c) H d(G) = 3, Sk G 的 极 大 子 群 只 能 是 如 下 子 群 : 


(b,c, B(G)), (ab,c9(G), (a,b, @(G)), HP 1<i,j <3. 
因为 G4 =1 E C = 4G), 只 需 证 
[c, b, b] = [c, b, c] = [e, ab’, ab^] = [c, ab*, e] = [ac be? , bc] = [ac*, b, ac*] = 1. 


明显 地 , [c, b, b] = [c,b, c] = 1. 通过 简单 的 计算 可 知 , 其 他 的 等 式 也 成 立 . 口 
引 理 13.3.3 设 G 是 有 限 D 群 . 若 d(G)=2 且 G5=1 则 G@G 亚 交换 . 
证 明 9 G= (a,b). WI G = (fa, b], Gs). 因为 


[[a, b], Gs] < [G2, G3] < Gs = 1, [G3, G3] < Gs = 1, 


MG” — 1. g 
定理 13.3.4 ik G 内 Pop E. 则 c(G) = 3. 
证 明 KG 是 极 小 阶 反例 . 则 (Gil =p. May, 22, 23,24 € G 使 得 


[za, 22, 23, 24] F ls 
因为 ([1, 22], 73, £4) 的 窜 零 类 大 于 2 故 


([r1, 22], 23, 24) =G. 
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由 [21,22] € G' C &(G) TA, d(G) =2. & G = (a,b) H c= [a,b]. Bl 
G4 = (lc, a, a], [c, b,b], [c, b, a], [c, a, ]). 
因为 d(G) = 2 及 G 是 内 Pop SE, WHF xz € 9(G), y € G, 有 [my] — 1. 从 
而 [c,a,a] = [c,b, b] = 1. 由 引 理 13.3.3 TJAN, G 亚 交换 . 又 由 命题 1.1.8(5) 可 得 ， 
[c, a, b] = [c, b, a]. 于 是 Ga = ([c, a,b). 因为 
[c, a, b]? = [e, a, b][c, b, a] = [c, a, a] c, a, *][c, b, a] [c, b, b] = [c, ab, ab] = 1, 
WB p-2. MAX a?,0? € (G), 有 [a2, 6, 6] = 1 H [b?, ba, ba] — 1. 另 一 方面 ， 


[b?, ba, ba] = [b?, a, ba] = [b?, a, a] [0 , a, 6] [07 , a, b, a] = [b*, a, b] = [[b, a]? [b, a, b], b] 
= |[b, a], b] = [b, a, b]? = [a, b, 6]? = [e, b] ?. 


WA [c0]? = 1. 于 是 
[e, a, b] = [e, b]? [e, a, b]  [c?, b][e, a, b] = [c?[e, a], b] = [a?, b, b] = 1. 


这 意味 着 G4 = 1. 与 |G4| =p FE. 口 

下 列 例子 表明 , 存在 内 Pap 群 使 得 c(G) # 4. 

例 13.3.5 i G= (a,b,6,d,e, fighe | a? =P = c9 — Gab = f5—g5— 
Ae = g = 1,[b,a] = alaa = d ab = ld = fd = g lea] = g [ebl = 
h [Fa] = 1, [f, 5] = a5 [9,a] = 2, (p, b] = ha) = zm [h, 8| = 1, [2,6] = [2,5] = 1). 
N) G 是 内 Pa-p #Æ E c(G) = 5. 

WEBB ”首先 , G = (a,b). 由 命题 1.1.5(1) 可 得 Gs = (x). 于 是 c(G) = 5. 

断言 : |G| = 59. > 


K = (d,e, f, g, h,x), H — (c, K), M = (a, H). 


AA Gs = 1, W K2C8. AF K<H,cg K AP eK, FA \A|=5". Xf 
HaM,agH Ha € H WS |M|—58. HEH, G=(b,M). HM«aG,b¢M B 
Be M 可 得 |G| = 59. 

下 证 G 是 内 Pa-p 群 . 只 需 证 G 的 极 大 子 群 的 窜 零 类 不 超过 3 即 可 . G BUR 
大 子 群 只 能 是 : (b, 8(G)) 或 (abi, O(G)), HH 1<i<p. BA K«G',|G/K| =5? 
A d(G) = 2, Wt G! = 9(G). X Gs = 1 H G = OG), RAE [5,505] - 1 H 
[c, ab’, ab, ab] = 1 Bü nf. 明显 地 , [c,b, b,b] = 1. 通过 计算 也 有 [c, ab’, ab‘, ab] = 1. 
结论 得 证 . 口 

在 例 13.3.5 中 , 容易 验证 , G/Gs 是 内 Pa-p RE, A c(G/Gs) = 4. 
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引 理 13.3.6 设 G £4, H 3G. AT — (9,925, ::,94) CG, HPT PRA 
m 个 元 素 属于 H, TL 2 2; m 之 ru 则 [ga g2; : n] € Hine 

WEBB ”对 on BH. Hon —2,WJ| m —13& 2. #m=1, HHG 可 得 
[91,92] € H = Hi. i m = 2, 明显 地 , [91,92] € Ho. 因而 对 于 n= 2 结论 成 立 . f& 
设 结论 对 于 n= k RM. Æ n= k+l, 分 两 种 情形 讨论 . E gn € H, 由 归纳 假设 
可 得 , [g1,… ,gk] € Hm. 因为 Hm AG, ÉR 91, ig gei] € Hm. Ë gn € H, X 
于 m = 1, 结论 明显 成 立 . 设 m > 2. 由 归纳 假设 可 得 , [g ,gk] € Ha 于 是 
[ga t 59k: 9k1] € Hm. O 

3 : dn 

定理 13.3.7. ik G 是 内 Pn-p 3f, d(G) 2 d. R] c(G) < ‘age 

EM G= Gian, a) By= | i | 4 gi,92,… dpi 是 任意 一 个 
长 为 y 十 1 的 序列 , 其 中 该 序列 中 的 每 个 元 素 取 自 G 的 生成 集 {a1,a2,:… ,aa}. 下 
证 

[91. 92,: TE ;gy+1] —1. 

对 每 个 ie (1, ,中 S n; 表示 a; 出 现在 这 个 序列 中 的 次 数 . 于 是 


ni nace +n = y+. 
MF i> j, AYR ni > nj. 令 
M = ($(G),a1,2,--- , aq-1). 
注意 到 M 是 G 的 极 大 子 群 . 由 引 理 13.3.6 可 得 
[91,92,:*,9y41] E Mn RP r=y+i- na. 
因为 na < VL iro yi H >n. 又 因为 G 是 内 Pa-p 群 , 故 M, =1. 由 


此 可 得 
[91; 92; Wi E =1. 
由 命题 1.1.5(1) 可 得 , c(G) < y. 明显 地 , y < Ei . 从 而 e(G) < oO 
定理 13.3.8 GE G ZAR p EB ps3. EP ghe : i [g, h, h] = 1, 
R) c(G) < 2. 
WEBB 设 G 是 极 小 阶 反例 ， 则 G 是 内 Pop SE. AEH 13.3.4 可 得 , 存在 
a,b,c € 日 使 得 [a,b,c] 41. BA G ERI, 故 


[a, b, c][b, c, a]|c, a,b] = 1. 
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又 因为 G4 = 1, 故 
[b, ca, ca] = [b, c, a][b, c, c][b, a, c][b, a, a] = [b, c, a][b, a, c] = [b, c, a] [a, b, c]. 


X. [b, ca, ca] = 1, $ [a, b, c] = [b, c, a]. 类 似 可 证 , [b, c, a] = [c, a,b]. 于 是 [a b, c]? = 1. 
FET p# 3. 口 

定理 13.3.9 G 是 内 Po-p 群 . 则 

(1) G' 是 交换 群 . 

(2) exp(G3) = p. 

(3) [&(G), G] < Z(G). 

(4) Ui(G") < Z(G). 

(5) Z(G) < 9(G). 

(6) # d(G) 23, N] p=3 E. G EM. + G = (a,b,c). 则 [a,b,c] = [b,c,a] = 
[c, a, b] A 1. 

(7) $#p>3, MG 正则. 

证 明 — (1) 由 定理 13.3.4 可 得 c(G) = 3. FH G4 = 1. HUW [G',G"] = 
(G5, G2] < G4 = 1. 从 而 G' 交换 . 

(2) 由 定理 13.3.4 可 得 Gy = 1. 又 由 定理 13.3.1 可 得 d(G) < 3. 若 d(G) = 3, 则 
对 于 a,b,c € G, (a?,b,c) < G. 于 是 c((aP,b,c)) < 2. 由 此 可 得 [a^ b, c] = 1. 由 命题 
13.2.1 可 得 , [a, b, c]? = [az,bcl. 从 而 [a,b,c]? = 1. 也 即 exp(G3) = p. Æ d(G) = 2, 
i G = (a,b). 则 Gs = ([a, b,b], [a b, a]). 因为 (a,b?) < G, SX c((a,bP)) < 2. 从 而 
(a, b?, a] = 1. 再 由 命题 13.2.1 可 得 , [a, b, a]? = [a,b?, a]. 于 是 [ab a]P = 1. 类 似 可 
UE, [a, b, b]? = 1. 也 即 exp(G3) = p. 

与 命题 13.2.2(2)—(5) 的 证 明 方 法 相同 可 得 (3)—(6). 由 定理 1.11.41) 可 
得 (7). o 

定理 13.3.10 KG AAR p 3f. 则 

(1) G 是 二 元 生成 的 内 Po Æ 4 A124 exp(Gs) =p E. c(G) =3; 

(2) G 是 三 元 生成 的 内 Po HS ARY exp(Gs) =p 且 对 于 任意 的 abe G 3 
有 [a, 5,5] = 1. 

证 明 (1) 一 >: 由 定理 13.3.4 和 定理 13.3.9(2) 直接 得 到 . 

<=: 只 需 证 G 的 每 个 极 大 子 群 的 震 零 类 不 超过 2 即 可 . + H 是 G 的 极 大 子 
群 , 则 存在 a € ENE(G) 和 be G\H 使 得 G = (a,b). BR, H = (a,5(G)). AW 
$(G) = C'U: (G), W 


H; = ([z,y, z] | 5,9, 2 € {a} UG’ U U1 (G)). 
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车 {x,y,z} 中 有 一 个 元 素 属 于 01(G), 由 命题 13.2.1 及 exp(Gs) = p 可 得 , [z,yz] = 
1. 车 {x,y,z} 中 有 一 个 元 素 属于 G', 由 于 c(G) = 3, 我 们 也 有 [m y, 2] = 1. 因而 
Hs — 1. 

(2) =: 因为 df(G) = 3, 故 对 于 a,b € G, (a,b) < G. HA G 是 内 Po RE, 故 
[a, b, b] = 1. 另 一 方面 , 由 定理 13.3.9(2) 可 得 exp(G3) = p. 

<=: 5 (1) 的 证 明 方法 相同 , 可 得 结论 . 口 

定理 13.3.11 ik G 是 内 Po HHG=G/G3. 则 

(1) e(G) = 2, d(G) = d(G). 

(2) # d(G) = 2, N] G3 = C, A C2; # d(G) = 3, A) G3 = Cp. 

(3) # d(G) 23, A] p=3 E d(G^) =3. 

WEB] (1) HEH, c(G) = 2. 因为 G3 < 9(G), 故 O(G) = 9(G)/Gs. 于 是 
d(G) — d(G). 

(2) Æ d(G) = 2, tH (1) 可 得 d(G) —2. + G = (a,b). WI] G3 = ([a, b, a], [a, b, b]). 
由 定理 13.3.9(2) 可 得 , Gs = Cp BK C2. 

3$ d(G) = 3, 则 d(G) = 3. 于 是 对 于 a,b €G, (a,b) < G. 因为 G 是 内 Po RE, 
故 [o, b, 6] — 1. $ G= (a, b, c). Bl 


G3 = ([a, b, c], [a, c, b], [b, c, a]). 


因为 [a,c, b] = [c, a, 6]! 由 定理 13.3.9(6) 可 得 G3 S Cp. 

(3) 由 (1) 可 得 d(G) < 3. 于 是 对 于 a,b € G, [a,b, b] = 1. Æ p z 3, 由 定理 
13.3.8 可 得 c(G) < 2. 3XZFJÉ T 3E 13.3.4. p — 3. 

4 G = (a,b,c). N) G = (a,b, [ac], [b.c]. 3$ d(G) z 3, 不 妨 设 [a,b] = 
[a, c]* [b, c]*. 则 

la, b,c] = [a, c", efb, e] 1. 

这 了 矛盾 于 定理 13.3.9(6). 口 

由 定理 13.3.11 我 们 观察 到 , HC 是 内 Ps EE, 则 G 分 别 是 G3 MHSRA 2 
的 生成 元 为 2 或 3 的 群 H 的 中 心 扩张 . 事实 上 , 定理 13.3.11 给 出 了 分 类 内 P; 群 
的 框架 及 一 般 方法 . 


13.4 内 Pop 群 的 分 类 


由 定理 13.3.11 我 们 观察 到 , 4 G 是 内 Ps Bf, 则 G 分 别 是 Ga 被 究 零 类 为 2 
的 生成 元 为 2 或 3 的 群 H 的 中 心 扩张 . 特别 是 , Æ d(H) = 3, WW p= 3. p 23, 
WA Po 群 G 就 是 Gs 被 H 的 扩张 , 其 中 d(H) = 2 H eH) = 2. 本 节 分 类 内 Po-p 
TE, 其 中 p»3. 
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首先 我 们 给 出 二 元 生成 寡 零 类 为 2 WAR p 群 的 分 类 . 对 p > 2, 文献 [13] 给 
出 了 分 类 . 而 对 于 p= 2, 文献 [108] 给 出 了 分 类 . 文献 [125] 对 p > 2 的 情形 又 独 
立地 给 出 了 同 构 分 类 . 这 里 我 们 采用 文献 [125] 的 证 明 . 

定理 13.4.1 设 G 是 奇数 阶 亚 循环 Dp 群 . RJ G 满足 d(G)=2 且 c(G)=2 当 
ARS G 与 下 列 群 同 构 . 


G = (a,b | aP  " 21, oar a,b] = a"), 

其 中 7,s,t,u 是 非 负 整数 满足 7 之 1 且 s 十 以 7. 参数 7,s,t 和 以 的 不 同 值 给 出 不 
同 构 的 群 . 

证 明 ”由 定理 6.1.3 及 c(G) = 2 易 得 s+u < r. RZ, 通过 简单 的 验证 可 知 ， 
定理 中 的 群 是 害 零 类 为 2 的 . 口 

定理 13.4.2 设 G 是 非 亚 循环 群 , m, n.r s t 是 正 整数 . 则 G 满足 d(G) = 2 
H.c(G) —2 当 且 仅 当 G 同 构 于 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(A1) (a,b,c| a?” =1, 0?" =1, [a,b] 2 e, c?" = 1,[c,a] = [c,b] = 1), m2 n2 r; 

(A2) (a,b,c | a?" — 1,09" = 1, [a,b] = c, c^ = b, [c,a] = [c,b] = 1), m > n >r, 
n>t>(n+r)/2; 

(A3) (a,b, c | a?” = 1,09" = 1, [a, 6] = cP =a” [ca] = [c,b] =1),m>n>r, 
m>s2z(m+r)/2,nz2m+r-—s; 

(A4) (a,b,c | a” = 1,59" = 1,[¢,0) — ec = az bP" [c, al = [eb| = 1}, 
m>n>r,m>s>t>rstn<mt+tna>tem—st+r. 

定理 中 所 有 的 群 均 有 阶 pnt. 

证 明 ”因为 d(G) =2 E c(G) — 2, & G" 循环 . 于 是 


IG/6:(G)| = |G/9(G)||&(G)/01(G)| = IG/&(G)l|G"0: (G)/01 (G)] < p. 


由 此 可 得 w(G) «3. 4$ w(G) < 2, 由 定理 7.21 可 得 G 亚 循环 . 与 假设 矛盾 . d 
w(G) = 3. 

4 a € ABG) 使 得 a BRAM, b € G\(a,8(G)) 使 得 b 有 极 小 阶 ， 因 为 
d(G) = 2, Ah G = (a,b). > 


o(a) 2 p", o(b)=p", [a,b] — c. 


断言 (a) 门 (0) = 1. X8, 不 妨 设 a = a0" ， 则 存在 % = bac?" "ck e 
G\(a, ®(G)) 使 得 o(b') = p^-! < o(b). FE. S r 是 使 得 c 可 表 为 形 如 abt 的 
最 小 正 整 数 . 不 妨 设 s 满足 ps | s1 1B pt! 4 si, t MÆ pt |ti 1E pt! t} ti, ri = ip", 
其 中 (i, p) = 1. 
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断言 ri =p". AA (ip) = 1, M (io(o) = 1 于 是 存在 h 使 得 ij = 

1(mod o(c)). 因为 c(G) = 2, 故 a®,b% e Z(G). 由 此 可 得 
tp = (P nr = (c1)? = (a*: ph ph = gps 

TEÉ»yLn-üp,Hn-p. 

因为 c(G) = 2, M c^" = [ab^] 2 1. BETIE n >r. 因为 w(G) —3, Mr 2 1. 
不 妨 设 G = (a,b,c | aP™ —1,0" = 1, [a,b] = c, P” = ai bi? je,a] = [c,b] = 1), H 
om Sn 27 =] i. 

E c" = 1, 则 我 们 得 到 群 (A1). BP z 1. 分 三 种 情形 讨论 . 

情形 1 a =1. 

在 这 种 情形 下 ， 


G = (a,b,c | a?” = 1,0" = 1, [a,b] = c, c" = V [e a] = [c,b] = 1). 


因为 cP” #1, W j z 0(mod p). 于 是 存在 r 使 得 2j = 1(mod p). Hl a BR ar, c & 
换 cz 可 得 


G = (a,b,c | a?" = 1,0" = 1, [a, b] = c, c" = b", [c, a] = [c,b] = 1). 
因为 bi» Z1, 4E t6 n. X P =", K o(c) = ptt. 另 一 方面 ， 
P = [a,b] = [a, c? ] — 1. 
Mt>n—t+r, Bl t2 (Rn 十 7)/2. AW c" = [a,b] 1, S n2 n-t+r, Bl tz r. 
由 此 可 得 n >r. WERNA 


mzn»rzl, n»tz2(n-4r)/2. 


我 们 得 到 群 (A2). 
情形 2 wr =l. 
在 这 种 情形 下 ， 


G = (a,b,c | a?” —1,0? = 1, [a,b] = c, c" = a^, [c, a] = [c, 6] = 1). 
因为 (i, p) = 1, 存在 x 使 得 i = 1(mod p). Fl b FR b, c 替换 cz 可 得 
G = (a,b,c | a?” = 1,0 = 1, [a,b] = e, c" =a?’ , [c a] = [cb] = 1). 


d m=n, 用 a 替换 bl, b BR a, 这 归结 到 情形 1. 设 m > n. AW a” £1, 
故 s<m. X c =a”, B ole) = prt. 另 一 方面 ， 


c = [aP b] = [c , 5| = 1. 
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于 是 s>m—st+r. 也 即 5 2 (m r)/2. AW c" = [a] 21, n2 m— sr. 
由 此 可 得 n> r. 现在 有 


m»n»rzl, m>s2(m+r)/2, n2m-«r-—s. 


得 到 群 (A3). 
情形 3 a" A1 Ho” #1. 
在 这 种 情形 下 ， 


G = (a,b,c | a?” =1,0"" = 1, [a,b] = c, c? = aP bP“ [c, a] = [c, b] = 1). 


此 时 存在 zx WU y 使 得 zi = l(mod p) E yj = 1(mod p). 用 a 替换 av, b FH b,c 
替换 czy 可 得 


G = (a,b,c | a?” — 1,0" = 1, [a,b] = c, c" =a” b? ,[c, a] = [e, b] = 1). 
AA a? Z1, 故 s< m. X.» Z 1, S t & n. 另 一 方面 ， 
P = [aP b) = [Po b] = 1. 
故 p* > o(c). 由 此 可 得 G 是 p* 交换 的 . 同 理 可 得 , pt > o(c), 从 而 G 是 p 交换 的 . 
因为 c?" = [a,b?"]=1, 故 pr" > o(c). 
车 s<t, 用 a BR P a 可 得 
G=(a,b,c|ar™ =1 = 1, [a,b] = c, c" = a’, [c, a] = (c, b] = 1). 
这 归结 为 情形 2. 
KHs>t. Hn-t>m—-—s, Hb BM a 可 得 
G = (a,b,c | a?" =15 = 1, [a,b] = c, c = b, [c,a] = [c, b] = 1). 
这 归结 为 情形 1. TW n-t«m-s. 因为 co =at An-t<m-s, W 
o(c) = ptr, X. p! 2o(c), Mt>m—st+r. ANs>thn>t, ikp2o()H 


p" zole). Rt>m—s+rhm>s,Mt>r. AAs>ths—-t<m-—n, 故 
m > n. 现在 有 


m>n>r21, m>s>t>r, stn<m+t, m»i2m-—sc-cr. 


得 到 群 (A4). 
我 们 可 证 : |G| = p™*+". 设 G 是 群 (A4), H = (b,c) < G. 则 


H = Con 26 Cpm-s+r. 
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令 o(g): h — h, K'PheH,geG. W 
o(a) € Aut(H), | o?" (a) = o(c? b”). 
明显 地 , az = "bP e H. 因为 
a" gH, (Pb) =e" y, 


i G Æ HRC, 的 扩张 .于 是 |G) =p". 类 似 地 , 定理 中 其 他 群 的 阶 也 为 
y 

现在 以 群 (A4) 为 例证 明定 理 中 的 群 满足 假设 条 件 . 因为 G = (a,b) E G 不 循 
环 , 故 d(G) = 2. 明显 地 , c(G) = 2. 因为 c(G) < p, 由 定理 1.11.4(1) TJA, G IE 
则 . 令 d = car "b-" ". 由 命题 1.1.9 和 命题 1.1.10 可 得 , old) = p. 不 难 证 明 ， 
(a,b,d) 是 G 的 一 组 唯一 性 基 . 由 [77] 中 的 定理 4.51 可 知 , G 的 型 是 (m,n,7). 于 
是 w(G) = 3. 由 定理 7.2.1 可 知 , G 非 亚 循环 . 故 G 满足 所 有 假设 条 件 . 

最 后 证 明定 理 中 的 群 互 不 同 构 , 注意 到 , 对 于 群 (A1)—(A4), (m,n,7) 是 不 变 
量 且 定理 中 的 群 有 如 表 13.1 所 示 的 信息 . 对 于 群 (A4), G 是 pt 交换 的 . 由 [89] 中 
AOI, 引 理 10.5 TAN, O,(G) & Cos x Cy. W t BEDRE. 由 这 些 事实 可 得 


定理 结论 . 口 
表 13.1 
G (A1) (A2) (A3) (A4) 
iG" p" priw-t prtm-a gro 
G/G' Cpm X Cpr Cpm x Cpt Cys X Con Cpns-t x Cpt 


下 面 我 们 分 类 内 Po-p 群 . 由 定理 13.3.11 可 知 , G3 & C, 或 C2. 下 面 总 假设 
p» 3. 分 这 两 种 大 的 情况 讨论 . 
13.4.1 Gs2C, 的 情形 


车 G 是 亚 循环 的 , 通过 检验 定理 6.1.3 即 得 如 下 定理 . 

定理 13.4.3 KRG 是 奇数 阶 亚 循环 pÆ. N G 是 内 Pop 群 当 且 仅 当 G 与 
下 列 群 同 构 : 

(a, b | an’ La p cat [a,b] = a?" ), 

At r stu 是 非 负 整数 满足 7 之 1,u 志 7 hst+u=r41. 参数 7,s,t 入 的 不 同 
值 给 出 不 同 构 的 群 . 

定理 13.4.4 KG 是 非 亚 循环 p E. 若 G = O,, I) G 是 内 Prp 群 当 且 仅 
当 G 同 构 于 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 
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(A)m2nz2r2zl. 

(AT) la b,e,m| a?” — 1,59" =1, [a,b] — e, € — 1, [ea] = ; [e, 5] — 1); 

(A2) (a,b,e,z | a?” = 1,0" =1, [a,b] = c, c" — 1, [c, a] = 1, [0] = 3), m» m; 

(A3) (a,b, c,z | a?” — 1,0" = 1, [a,b] — c, c" =z, [e,a] = z, [e, 6] = 1, n» r; 

(A4) (a,b,c,2 | a" = 1," = 1,[a,b] = ec” = mica] = 1, [o0] = zx), 
mco nod 

(A5) (a,b,c,z | a?” = 1,0? 
uj=1RA,m>n; 

(A6) (a,b, c, x | a?” = 1,0?" = x, [a,b] = c," = 1, [c, a] = 1, [c, b] = x), m 

(AT) (a,6,c,2 | a^ = 1,0" = zq, [a,b] = cicz = m,[c,a] = 2™,|[c,b] 
lsu Sp- mnr 

(A8) (a,b,c, £ | aP™ = 1,b°" = a, [a,b] = c,c" = z,[ca] = 1,[c,b] = x), 
mc nlt 

(A9) (a,b, c, z | a?” = z, b?" = 1, [a;b] = c, c" = 1, [c a] =m, [c, b] = 1); 

(A10) (a,b,c,2 | a?” = z,b^ = 1,[a,b] = ec = 1, [ea] = 1, [e b] = z), 
v =1 RA; 

(A11) (a,b,c,z | a?” = z, b" = 1, [a,b] = œ = z, [ea] = 2, [c,b]=1),n>7; 

(A12) (a,b,c, | a?” = a,b?" = 1, [a,b] = e, c" = z, [c,a] = 1, [c, b] = z**),1 < 
vw Spln >r. 

(B)m2n»rzl,n»t2(n-r)/2. 

(B1) (a,b,c, z | a?" — 1,0?" = 1, [a,b] = c, c" = b?" [c, a] = z, [c, b] = 1); 

(B2) (a,5,c,z | a" = 1,0?" = 1,[a,b] = c, c? = b”, [c,a] = 1, (c, b] = 2); 

(B3) (a,b, c,z | a?” = 1,0" = 1,(a,b] = cc = bz, [ca] = x", [cb] = 1), 
1ISu&p-l; 

(B4) (a,b,c,z | a?” = 1,5" = 1, [a,b] = e, c = b?" y, fe, a] = 1, le, 5] = 2}; 


x, [a,b] = e,c" = 1,[e;a] = 2”, [G8] 1), 


Il 
ll 


V 


n; 
1); 


ll 


(B5) (a,b,c,a | a?" = 1,0" = x, [a,b] = cc?” = b, je,a] = z",[c,b] = 1), 
l<u<p-l,t>(n+r)/2; 
(B6) (a,b,c,z | a?” = 1,0? = a, [a,b] = ec = W',[c,a] = 1,[c,b] = 2), 


t > (n + r)/2; 

(B7) (a,b,c,2 | a?” = 1,0” = z, [a,b] = ce = b?" [c, a] == yeb] = i) 
l<u<p-1,m=n,t>(n+r)/2; 

(B8) (a,b,c,x | a?” = a,b?" = 1, [a, b] = e, c^" = b”, [c,a] =, fe, b. — 3 

(B9) (a,b,c,z | a?” = wb" = [a,b] - ec = b?" [c, a] = eb = 2%), 
v1 =1 RA; 
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(B10) (a,b,c,z | a?" = z,b" = x, [a,b] = c, = b”, [c,a] = x, [c,b] = 1), 
1 <u Sp—l1l,; m >n, t> (n +r)/2; 

(B11) (a,b,c,z | a?” = z,b?" = x, [a,b] = c,c?” = bP, [c,a] = 1, [c,b] = x”), 
1 <v S<p-1l, m >n, t> (n+r)/2. 

(C) m»n»r21,m»s2(m-r)/20on2Zmc«r- s. 

(C1) (abiem | a?” = 1,5?" = 1, [a,b] - c, c?" =a?" ,[c, a] = x, [eb] = 1); 
C2) (a,b, c, x | aP" — 1," —1, [a,b] = c, c" =a?" [c a] = 1, [c, b] = x); 
C3) (a,b,c, z | a?” = 1,0?" = 1, [a,b] = c, c?" = a? ,[c,a] = z, [c,b] = £), s < n; 
C4) (a,b, c, z|aP" — 1,0" = 1, [a,b] c, "^ — a? z, [c, a] = a, leb] = 1); 
C5) (a,b,¢,2 | a?" = 1,59" = 1, [a,b] = c, c" = a" g [ea] = 1, [e 9] = x"), 


l<vsp=—]; 


| 
Il 


( 
( 
( 
( 


(C6) (a bee | a" — 1,5" = 1,[a,b] = e,c" = am, [e a] = z, [c,d] = x"), 
1 和 = l sam 
(C7) (a,b,c,2 | a?” = 1,0 = z,[a,b] = cc = a”; [ca] = r, [eb] = 1), 


w=] XÑ A 

(C8) (a,b,c, £ i a?" = U^ = 2, [a,b] = 
O<ug<gp-—l1s< 

(C9) = eae = 1,0" =z, [a,b] = c, c" = a" z, [ea] = z [c, b] = 1), 
l<u<p-—l1,s>n; 

(C10) (a,b,c, x | a?” = 1,0? 
0<k <p—1,s>n; 

(C11) (a,b,c,2 | a?” = 2, b? 
s>(m+r)/2,n>m+r-—s; 

(C12) (a,b,c,z | a" = 2," =1,[a,b] = ec" = a ,lca = 1, [e;0] = x"), 
l<gv<p—-1,s>(m4+r)/2,n>m+r—-s; 

(C13) (a,b,c,z | a?” = z, b" = 1,[a,b] = o = a", [e a] = z, [e b] = x"), 
1&v&€p-1,s»(m-cr)/22)n»m-r-—s,s«n. 


a?" , [c, aj = 2, [eb] = 2), 


| 
^ 
ES 

Il 


n 


=a, 6] = c, cP = a?' z^: , c, a] = 1, [eb] = 2}, 


n 


= 1, [a,b] = c,c" = a*',[c, a] = z,[c, t] = 1), 


(D)m>n>rzl,m>s>t>r,s+n<m+tn>tzm-s+r. 

(D1) (a,b,c, x | a?" — 1,0?" = 1, [a,b] = c, c" = a? b [c, a] = z, [c, b] = 1); 

(D2) (a,b,c, £ | a?” = 1, bP" = 1, [a,b] = c, c" = aP” b?' . [c, a] =, e, b] xy; 

(D3) (a,b,c,z | a?" = 1,09" = 1, [a,b] = c, c" = a? bP x, [c, a] = x", [c, b] = 1), 
IS&u&£p-l 

(D4) (a,b,c,z | a?" = 1,0?" = 1, [a,b] = c, c" = a? x, fea] = 1, [e b] = 2%}, 
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(D5) (a, b,c, x | a?” =1,b = 2, [a,b] = c, P = a? pP. [c a] = x", [e, b] = 1), 
l<gu<p-l; 
( 


(D7) (a,b,c, | a?" = x, b" = 1, [a,b] = c, c" = aP b, [c,a] = z”, [c, 6] = 1), 
1&uszp-li»m-sdm" 

(D8) (a,b, cz | a” = 2,0?" = 1, [a;b] = e, c" = a?" bp [c, a] = [e b] = 2}, 
lgvep-1,t>m—s+r: 

在 定理 的 陈述 中 , 入 是 一 个 国定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ， 且 在 每 个 群 中 ，z2 = 
[x,a] = [r, b] = 1 被 省 略 . 定理 中 所 有 的 群 均 为 阶 potete, 

证 明 ”因为 G 非 亚 循环 , 由 定理 2.5.3 可 得 , G/9(G")Gs 非 亚 循环 . 因而 G/Gs 
非 亚 循环 . + G = G/Gs. AA p> 3, 由 定理 13.3.11(1) 可 知 , d(G) = 2 A c(G) = 2. 
W G 同 构 于 定理 13.4.2 中 的 群 之 一 . 由 定理 13.3.4 TA c(G) = 3， 由 此 可 得 
Gs < Z(G). TÆ G Æ G 被 Gs 的 中 心 扩张 . 下 面 分 情况 讨论 . 

S G3 = (x). 为 方便 , 在 下 列 陈述 中 , 入 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 , BE 
群 的 定义 关系 中 , zz = [r,a] = [a,b] = 1 MEA US. 

情形 (A) G/Gs 同 构 于 定理 13.4.2 中 的 群 (A1). 

 G/G3 = (a,b,ē | a” =1 = 1, [a,b] =42" = 1, [za] = [zb] = 1), 其 中 
m>n>r>1. 则 可 设 

G = (a,b,c,z|aP" = gt, b" = a), [a,b] = cxf, = a, |e, a] = x", [e b] = x"), 
其 中 
i,jkl,uvetiez|0cixcp-1) 
用 c 替换 crt 可 得 

G = (a,b,c, x | aP™ =xi,b = a), [a,b] = c, c" = x, [c, a] = x", fe, | = 2”). 
下 面 分 五 种 子 情况 讨论 . 

(1) a?” =1,b"=1 有 er =1. 

此 时 , G = (a,b,c,zx|ar™ = 1,07" — 1, [a,b] = c, c?" — 1, lea] = $^, [e; b] = x*). 
若 [cb] 2 1, 用 z 替换 ov 即 得 群 (A1). 

车 [eb] #1, 不 妨 设 

G = (a,b,c, | a?” — 1,0" = 1, [a,b] = c, ®” = 1, [c a] = x", [c, b] = a). 
H a 替换 ba 可 得 


G = (a,b,c, x | a?” = 1, b" = 1, [a,b] = c, œ” = T, [na] = 1, [c, b] = x). 
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车 m = n, 用 b 替换 a, a BR b,c SH}, z 替换 z-1 可 得 
G = (a,b,c, | a?” = 1,0?" — 1, lab] 5 e c^ = 1, [c, a] = 2, [c b] = 1). 


此 时 G 5 (A1) 同 构 . 车 m > n. 我 们 得 到 群 (A2). 

(2) a?” —1,»" =1 Ho" £1. 

不 妨 设 G = (a,b,c,2 | a?” = 1,0" = 1, [a,b] = cc" = z, [ca] = 2%, |e, 6] = 
z". AA 1=[a, bP") = c", n>. 

车 [c, b] — 1, 则 


G-(a,bc,r|a" —1,^ — 1, [a,b] = e, c" = 


明显 地 , c" Al. 于 是 存在 h 使 得 hu = 1(mod p). H a 替换 a^, c FR [a^, b], e FB 
换 z* 即 得 群 (A3). 
车 [c, 6] £1, W 


G = (a,b,c, £ | a?” = 1,b?" = 1, [a,b] = c,c"' = x, [c, a] = 2", [c,b] = x"). 
于 是 存在 h 使 得 vh = —u(mod p). 用 a FR bra 可 得 
G = (a,b,c, x | aP™ =1,b" = 1, Ja, b] = c, c" = q, [c, a] = 1, |c, b] = z”). 
则 存在 hy 使 得 vh; = 1(mod p). 再 用 b 替换 b, c 替换 [a,b], z FR zm 可 得 
G = (a,b,c, z | a?” = 1,0?" =1, [a,b] = c," = z, [c, a] = 1, [c, b] = 2). 
E m= n, H b EHÉ a, a FR b, c 替换 cl z FRc 可 得 
G = (a,b,c,z|a" =1,6?" =1, [a,b] = c, c?" = z, [c, a] = z, [c,b] = 1). 


此 时 G 与 群 (A3) 同 构 . Æ m >n. 我 们 得 到 群 (A4). 
(3) a?” =1, 0" 41 Hm>n. 
不 妨 设 


G = (a,b,c,z|a" =1,0?" = x, [a,b] = c, c" = x^, laal = a“; [ej b] = 2) 


(8-1) c =1. 
IER G = (a,b,c, x | a?" = 1, bP" = z, [a,b] = c," = Ligal = 260] =a"). 
# [eb] = 1, W 


G= (a,b,c, x | a?” = 1,6" = £, [a;b] = 6 = 1, [e, a] = x", [eb] = 1). 
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于 是 存在 h 使 得 h2w 三 1 或 入 $ u = hu. 用 a 替换 a", c 替换 [a^, b] 即 得 群 
(A5). 
车 [c b] £1, W 


G = (a,b,c, x | a?” — 1,5?" = x, [a,b] = c, c" = 1, [c, a] = z”, [c, b] = x"). 
于 是 存在 h 使 得 vh = —u(mod p). 用 a 替换 bra 即 得 
G= (a,b,c,x | a?" =1, bP" =a, [a, 6] = co P = 1.16, à] = he] = 2"). 


再 用 a BHR a”, c HR [a,b] 即 得 群 (A6). 

(3-2) c?" #1. 

JE, G = (abea |e" —1,9 = m jat] = ec — a5, [e a] = a”, [6,0] = 
x’). $ u = k?u H vi = kv. H a BR at, FH c BR (a^, 0] 即 得 


G= (a,b, c, x | a?” =1,0"" = x, [a,b] = e, c" = T ELT *, [eb] = 2). 


ALA cP” = [a,b?"] — 1, Wn» r. Æ [cb] = 1, 我 们 得 到 群 (A7). 
F [cb] #1, JU 


G = (a,b,c, = | a?” =1,0"" =z, la, b] = c, P =T, [5,8] =r [o, b] =a 
于 是 存在 h 使 得 vih = —ui(mod p). 用 a 替换 bra, 即 得 
G = (a,b,c, x | aP™ = 1,bP" = x, [a,b] = c,” = q, [c a] = 1, [e b] = 2”). 


又 存在 hy 使 得 wjhi = 1(mod p). 再 用 b 替换 5s, c 替换 [a,b], z 替换 vo 即 得 
群 (A8). 

(4) a?" 4 1. 

不 妨 设 

G =(a,b,c,2 | a?” = 了 加 = xi [a,b] = c, c" = x^, [e a] = 2%, [e b] = x"). 
因为 cP” = [a,0?"] = 1, SK p^ > exp(G'). 由 定理 1.1.10 DE G 是 p^ 交换 的 . > 
zi" = |e air" "b] Rd b RR a" "o 即 得 


G= (a,b,c, 1| aP” = ga =1, [a,b] = c,cP = arë, le a= z^ (60) = 2". 


(4-1) k= 0. 
此 时 , G = (a, byc, z | a?” =a, 0" = 1, [a,b] = e, c" = 1, [c a] = 2%, [e, b] = x"). 
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# [eb] =1, W 
G = (a,b,c, | aP” = x, b?" = 1, [a,b] =c” = 1, [ca] = x", [c,b] = 1). 


于 是 存在 h 使 得 uh = 1(mod p). 用 a 替换 a^, c BM [a,b], z BR v^ 即 得 群 
(A9). 
i [eb] £1, 则 


G= (a,b,c, x | a?” =g, b" =1, [a, b] = oP = i, fe, a] = 2", [6,0] = 2”). 
于 是 存在 h 使 得 hv = —u(mod p). 用 a 替换 b^a 即 得 
G = (a,b,c, x | aP” =a,” =1,[a,b] = c, c" = 1, [e a] = 1, [c, b] = x"). 


又 存在 h 使 得 三 2 2 1 MA. $ v — hw. H b BHO”, c BR a, 5] 即 得 群 
(A10). 

(4-2) k £0. 

此 时 , G = (a,b,c,z | a?" = gb" = 1,[a,b] = c" = zf, je,a] = xz", [eb] = 
a”). 因为 c" = [a,b] =1, Wn >r. 由 定理 1.110 易 得 G 是 p^ 交换 的 . TRE 
在 hh 使 得 hk = 1(mod p). & u; = hu H vi = h?v. Fl b EH b^, c 替换 Ja, 5^] 即 得 


G = (a,b,c,a| a?” = x, bP?" = 1, [a,b] =c,” = z,[c, a] = 2", [c, b] = x”). 
车 [c 0] = 1, W 
G= (a,b, c, x | a?” =g, b" = 1, [a,b] =c,c? = g, [c, a] = 2™, [c,b] = 1). 


于 是 存在 h 使 得 hu; = 1(mod p). 用 a 替换 a^, c FR [a,b], z FR z^ 即 得 群 
(A11). 
3 [eb] z 1, 则 


G = (a,b,c, x | a?” —z,W" = 1, [a,b] =,” = x, [c, a] = 2”, [c,b] = x”). 


于 是 存在 h 使 得 vih = —ui(mod p). FH a 替换 bha 即 得 群 (A12). 

(5) a?" 21,5" 41H m=n. 

此 时 , G = (a,b, c, z | a?” = at," = ri, [a,b] = c, c" = z! [c, a] = z",[e, b] = 
z"). Fd b EH a, a BH b, c BR c-1, z 替换 c, 这 归结 为 情形 (4). 

下 面 以 群 (A12) 为 例证 明定 理 中 的 群 具 有 阶 prn. Wh G RH (A12), 
H = (a,c) < G. WW] H & Ci x Op. & olg): h — h9, XF he H, ge G. W 
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c(b € Aut(H) Ho" (b 2c(1. 因为 Ww” eHHw' —1eH,k Gd Hà 
Cyn. 于 是 |G| = i 

对 于 G/Gs 的 其 余 情 形 ， 类 似 于 上 述 情形 的 论证 可 得 定理 中 的 其 他 群 ， 进 
一 步 可 证 定理 中 的 群 满 足 假设 的 条 件 且 两 两 互 不 同 构 . 欲 知 其 详 , 读者 可 参看 文 
献 [125]. 口 


13.4.2 Gs = C2 的 情形 


定理 13.4.5 dk G LAR p SE. X: G = C2, NG AN Prp 群 当 且 仅 当 G 
同 构 于 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(A) m2n2rzl. £ c" £1, Mn>r. 

(A1) (a,b,c,z, y | a" = 1,0?" = 1, [a,b] = c, c" = 1, [ca] = z, [c, b] = y); 

(A2) (a,b,c, 2, y | a" — 1,0" = 1, [a,b] = c, c" = y, [c a] = z, [c, b] = y); 

(A3) (a,b,c,z,y | a?” = 1,5" = 1,[a,b] = cc" = z, [ca] = 2, [cb] = y), 
Tw mn; 

(A4) (a,b, c, z, y | a" — 1,0?" = y, [a,b] = c, c" = 1, [e a] = z, [c, b] = y); 

(A5) (a,b,c, x,y | a" — 1,0?" = y, [a,b] = c, c?" = y, [c a] = z, [c, b] = y); 

(A6) (a,b,c,z,y | a?” = 1,b = y, [a,b] = ec" = x, [ea] = z, [c,d] 
mmn 

(A7) (a,b,c, zy | a?” = 1,0" = y, [a,b] = e," = ay™,[c,a] =a, [e b] = y), 
1 <k <p-1,m=n; 

(A8) (a,b,c, x,y | a?” = 1,b? 
j=1 & A; 

(A9) (a,b,c,2,y | a?” = 1,b°" = 23, [a,b] = c = z, [ca] = x, [cb] = y), 
l<js <p-1; 

(A10) (a,b,c, x,y | a?” = 1,0" = 233, [a,b] = c, c? = zy, [c a] = z, [c,b] = y), 
1<js <p-]; 

(A11) (a,b,¢,2,y | a?” = Wai 加 = 1, [a,b] = c = 1,[c,a] = z, [c,d] = y}, 
i3 =1 RA, m >n; 

(A12) (a,b,c, x,y | a?” = y's, bP” 
ig =1 à, m>n; 

(A13) (a,b,c, x,y | a?” = y," = 1, [a,b] = cœ" = 2,[c,a] = x, [eb] = y), 
733 =1 Š À m >n 

(A14) (a,b,c,m,y | a” =wb = lahm c,2 = lcd = z, [e t] = y) 
mmn; 


y); 


273, [a,b] = CCP 一 h [c, a] = T, Ic, b] = y) 


ll 


1, [a, b] = e, oP =Y [c, a] = x, [c, b) = y) 
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(A15) (a,b,c,2,y | a?” = 2,b°" = 1,[a,b] = cc" = y,[c,a] = 2, [e *] = v) 
m>n; 

(A16) (a,b,c,2,y | a?” = a,b?” = 1, [a,b] = e, c" = ay", [c,a] = 2, [c, b] = y), 
O<ks <p—-l1l,m>n; 

(A17) (a,b,¢,2,y | a?” = 2,0" = y, [a,b] = e, = 1, [ca] = y"5, [e 5] = 2”), 
u3—1 Ñ à, v3 —1 RA m» m; 

(A18) (a,b, c, x,y | aP” = a,b?" = y, [a,b] = c, c" = z,[c, a] = y", [c, b] = 2”), 
1<v<p—-lug=1 RA, m>n; 

(A19) (a,b,c, x,y | a?” = a,b?" = y, [a,b] = c,c?” = y, [c, a] = y"*, [c b] = x”), 
l<ug<p—1,v3=1 RA m>n 

(A20) (a,b, c, z,y | a?” = z, b" = y, [a,b] = c, c" 
I&i cp-lm>n; 

(A21) (a,b,c,2,y | aP” = z, b" = y, [a,b] = ¢,c? = y, [ca] = 2, [c,b] = y”), 
1£&v4xp-—l,m»nmn; 

(A22) (a,b,c, x,y | a?” —z,b? = y, [a,b] = c, c" = zy", [c, a] = z, [c, b] = y"*), 
O<ks <p-ll<u<p-1,m>n; 

(A23) (a,b,c,z,y | a?” = z, 5 = y, [a,b] = cc" = y, [ca] = v, [cb] = y”) 
1<vu<p-1,m=n; 

(A24) (a,b,c,2,y | a?” = z, 5" = y, [a,b] = e, c" = y, [e a] = xy“, [e b] = y), 
l<uagp-1,m=n; 

(A25) (a,b,c, x,y | aP” = 2,0" = y, [a,b] = c, c" = y, [c, a] = y™, [c b] = x"5), 
l&u4€p-—l1l,v—1 RA, M=N; 

(A26) (a,b,c, zy | a?” = z, bP" = y, [a,b] = e, ce? = y, [c, a] = y™, [c, 6] = zy), 
1 < u4 <Sp-1, 1 Svs <p-1,m=n; 

(A27) labh emy | a” = mb" = yd = 00 -—1[ess] = m feb] = y) 
m n 

(A28) (a,b, c, x,y | a" = z,w" = y, [a,b] = c, c" = 1, [c a] = y^, [e t] = zy”), 
0< v3 &p—1/2,m-m; 

(A29) (a,b,c,z,y | a?” = 2,0?" = y,[a,b] = cc" = 1,[c, a] 
gy"), 0 < v3 xp—1/2,m-m; 


1, c, a] = i, |e, b] = y», 


u^. le, b] 


ll 
Il 


n 


(A30) (a,b,¢,2,y | a?” = wb = y,[a,b] = ec" = 1, [ea] = y^ ,[e b] = 
gy") m em 

(B) mèn>rè l1, n> tè (n+r)/2. 

(B1) (a,b, c, z, y | a?” = 1,09 = 1, [a,b] = c, P = b" [c, a] =m, le, ET 

(B2) (a,b, c, z, y | a?” = 1,0?" = 1, [a,b] = c, c?" = b? y, [c, a] = x, [c, b] = y}; 
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(B3) (a,b,c, x,y | a?” = 1,0?" = 1, [a,b] = c, c" = 加 zlcoal=z[cl= 
1<ki <p-1,; 

(B4) (a,b,c,2,y | a?” = 1,0 = y, [a,b] = oc" = bP’ [c, a] = ld] = y 
2t>n+r; 


| 
< 
M— 


(B5) (a,b, c, 2, y | a?" = 1, bP” =y, (a, b] = c, cP" = bP z^, [c, a] =, [c, b] = y) 
l<k <p—-1,2t>n+r; 
(B6) (a, b, C,T, Y | ap” = L8 = 22^ , [a,b] = S c? = bp . [c, a] = 2, [c, b] = y) 


Isis Ll Anth m Sm 

(B7) (a,b, c,2,y | a?” = 1,0?" = z^, [a,b] = c," = 'y,[c, a] = z, [cb] = y), 
l£&j£p—1l,2t0»m-cr,m?n 

(B8) (a,b,c,z,y | a?” = 1,b^" 
l1<ji Spl, m= n, 2t>n+r7; 

(B9) (a,b, c, x,y | a?” — 1,bP™ = xiy, [a,b] = c,” = b” ,[c, a] = 2, [c b] = y), 
1<j <p—-—1l,m=n, 2t>n+7; 

(B10) (a,b,c,x,y | a?” = 1,5?" = rò y!2, [a,b] = c, c" = b? y, |c,a] = z, [c, b] = 
y),1<f<p-1,0<jo<p—l, 2%>n+r,m=n; 

(B11) (a,6,c,2,y | a?” = y, bP" = 1, [a,b] = e, c^ = bP” [c, a] = [65] = 4), 
i3 = 1 或 入 

(B12) (a,b,c, x,y | a?" = yè, bP” = 1,[a,b] = c, c? = bz ^1, [ea] = x, [c b] = 
ylkht£p-l i3=1 Ñ A; 

(B13) (a,b, c, z,y | a?” = z, bP” = 1, [a,b] = c," = b, c, a] = 2, [c, b] = y); 

(B14) (a,b,c, z,y | a?” = x, b" = 1, [a,b] = c," = pp yka, [ca] = s[e, b] = y}, 
1 < ha p= 1 

(B15) (a,b,c,x,y | a?” = ys, b?" = y, [a,b] = ec = bw, [ca] = z, [e, b] = 
y,Ol&i€p-llki&p-lm»mnm20»n-c4rm 

(B16) (a,b,c, x,y | aP™ = ys, b?" = y, [a,b] = c, c" = b” , je,a] = z, [c 6] = y), 
1€ixp—1,m»n,20»m-r; 

(B17) (a,b, c, z,y | a?” = y's, b" = x, [a,b] = c, c" = b? [c a] = 2, [c, b] = y), 
m-—mn,2t»mn-r,i3—-l353A 

(B18) (a,b,c,z,y | a?” = y^^, b?" = xy, [a,b] = c, c?" = b, [ca] = x, [cb] = 
y} l<ig ge p—ll<ji<p—1,m=n, 2t >n+r; 

(B19) (a,b, c, z,y | a?” = ys, b?" = z^, [a,b] = c, c^" = ' [c a] = z, [c, 6] = y), 
l<j<p-—l,m>n, 2t>n+r, iz =1 Ñ à; 

(B20) (a,b,c, z,y | a?” = z," = z^y^ [a,b] = c, c" = b? [ca] = a, [e b] = 
y),0< fi <p—-11le jee p—-1,m>n, t>na+r; 


x, [a,b] = c, cP” = b?" [c, a] zx [c, b] = y) 
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(B21) (a,b, c, z,y | a?” = z, b?" = z^, [a,b] = c, c" = b? ,[c, a] = x, [e b] = y), 
l<jn<p-l1,m>n, 2t>n+r; 

(B22) (a,b,c,2,y | a?” = 2,0" = z^, [a,b] = c = bP’ yka, [c, a =z; [e b] = 
y),1<j1 <p—-—1,1<k4<p—1,m>n, 2t>n+r; 

(B23) (a,b,c,2,y | a?” = a's, bP” = y, [a,b] = c, c?" = b” [c,a] = x, [c b] = y), 
l<ig <p-—1l,m=n, 2t>n+7; 

(B24) (a,b, c, x,y | a?” = ay’, b?" = y, [a,b] = c, c? = bP’, [c,a] = x, [c,b] = y), 
1l<ig <p-1,m=n, 2t >n+r. 

(C)m>n>r2z1,m>s2>(m+r)/2,n>m4+r-—s. 

(C1) (a,b, c, z,y | a?” — 1,0" = 1, [a,b] =c,c?” =a’, |e, a] = 2, [e b] =y); 

(C2) (a,b,c,2,y | a?” = 1,0?" = 1, [a,b] = c, c" = a?’ y™, [c, a] = x, [c,b] = y), 
I <k2<p- l; 
(C3) (a,b,c, z,y | a?” = 1,0?" = 1, [a,b] = c,c?” = a'z, |c,a] = z, [c,b] = y), 
82; 

(C4) (a,b, c, z, y | a?” = 1,09" = 1, [a,b] = c, c" = a? xy, [c, a] = x, [c, b] = y), 
1 Skz <p, 8< n; 

(C5) (a,b, c, zy | a?” = 1,09" = y, [a,b] = c,c" = a?',[c,a] = z, [c,b] = y) 
8 Sft 

(C6) (a,b, c, z,y | a?” = 1,0" = y, [a,b] = c, c" = a? y", c, a] = x, [e] = y), 
1 < k2 Sp, s >n; 

(C7) (a,b, c, z,y | a?” = 1,0? = y, [a,b] = c,c?” = a? x**, [e a] = x, [c b] = y), 
l<k3 <p-l1; 

(C8) (a,b, c, z, y | a?” 
js =1 & A; 

(C9) (a,b, c, z, y | aP^ = 1, 09" = 23, [a,b] = c, c" = a?’ y*s, [c, a] = x, [c, b] = y), 
1 <k <p—1, js =1 & A; 

(C10) (a,b,c, x,y | a?” = 1,0?" = tty, [a,b] = c, c" =a?" , [c,a] = 2, [c, b] = y), 
LSJ Spl, SS; 

(C11) (a,b, c, z, y | aP™ = 1,0" = z?*y, [a,b] = c, cP” = a?' ys, [c,a] = x, [c, b] = 
y.l&js&p-Ll1&ks&p-l,s&m 

(C12) (a,b, c, zy | a?” = 1,57" = 24, [a,b] = c, c?" = a? q, [c, a] = z, le, | = y), 
lI$ja&p-ls»m 

(C13) (a,b,c, x,y | a?” — 1,0?" = xt, [a,b] = c, c" = a?’ xy", [c, a] = 2/68] = 


y$,1s8j4&p—ll&k€p—l 5s» 


1,b?" = 23, [a,b] = c,c"' = a*',[c, a] = z, [cb] = y), 


ll 
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(C14) (a,b,c, z,y | a?" = y, bP” = 1, [a,b] = cP = ap ,[c, a] = 2, [c,b] = y), 
Leir $p-ls»m-^r-esmn»m-cr-$5 | 

(C15) (a,b,c, z,y | a?” = y?,bP" = 23, [a,b] = c," = a”, [e, a] = z, [c,b] = y), 
li «p—l,s»m-cr—-s,n»m-cr-s,ja—-l3XX 

(C16) (a,b,c zy | a" = y'2, bP” = 1, [a,b] = c, c" = a? z, [c,a] = 2, [c6] = y), 
l€i,€Xp—1,5»m-cr—sn»m-cr—s; 

(C17) (a,b, c, z,y | a?” = y2, bP" = a), [a,b] = c, c?" = a" g fea] = z, [cb] = 
y), l<iggp-ll<jg<p-ln<s,s>mt+r—s,n>m+r-s; 

(C18) (a,b,c,2,y | a?” = 2,0?" = 1, {a, b] = c, cz = a?’ , {e, a] = Blob] = y) 
s>m+r—-—s,n>m+r—s; 

(C19) (a,b,c, x,y | a?” = xy, b?" = 1, [a,b] = e, c" = a”, [c,a] = 2, [e, b] = y), 
l<ig<gp-—l1l,s<n,s>m+r—-s,n>m+r-—s; 

(C20) (a,b, c, x,y | a?” = z, b" = 1, [a,b] = c, cP” 一 ap y", [c, a] = x, [c, b] = y), 
l&kXp—1,5s»m-cr—s,n»m-cr-—s; 

(C21) (a,b,c, z,y | a?” = zy’, bP” = 1,[a,b] = c, c" = a ys, [c, a] = z, (c, b] = 


yY), l<i2<p—-l,l<kg3<p—-l1,s<n,s>m+r—-s,n>m+r-—s; 

(C22) (a,b,c, x,y | a?” = zy, b?" = y^, [a,b] = c," = aP",[c,a] = z, [c,d] = 
y»0xizp-l,lja&p-l,n2s,s»m--cr—s,n»m-r-—s; 

(C23) (a,b, c, z,y | a?” = a,b?” = y^^, [a,b] = c, cP” = a? y», (c, a] = m, [c5] = 
y),0<k3<p-1l1l<js<p-l1,n<s,s>mt+r—s,n>m4+r-—s. 


(D)m>n>rzlm>s>t>rnstn<mt+tn>t>m—s+tr. 

(D1) (a,b,c, x,y | a?” = 1,07" — 1, [a,b] = c, c" = a? bP", [c, a] IAM ER 

(D2) (a,b,c,z,y | a” = 1,0" = 1, [a;b] = c, = a" b? y*2, [c, a] = 2, leb] = 
y»l&ktzp-l 

(D3) (a,b,c,z,y | a?” = 1,0 = 1, [a;b] = e, c" = aP bP’ z^, [e, a] = z,[c, b] = 
y,i&ksp-l 

(D4) (a,b,c,z,y | a" — 1,0" = y?, [a,b] = c, c^" = a?’ bp ,[c, a] = x, [c, b] = y), 

< ko <p-l; 

(D5) (a,b,c, £, y | a?” = 1,0?" = y^, [a,b] = c, c?" = a? b?'x™, (c, a] = 2, [c, b] = 
y»l&ji&pr-Llhtp-l 

(D6) (a,b,c, x,y | a?” = 1,0" = 27, [a,b] = c, c" = aP” b?" . c, a] = $e 5| = y), 
l<j<p-1; 

(D7) (a,b,c, x,y | a?” = 1,09" = 21, [a,b] = c, c = aP bP ys, [c a] = z, [c, 6] = 
y).l€&A&p-Lll&k &p-l 
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(D8) (a,b,c, x,y | aP” = ys, bP" — 1, [a, b] = c, P = a?" bP, [ea] =a, [c, b] = y), 
l<iggp—-—lt>m—s+r; 

(D9) (a,b,c, x,y | a?” = y? , t^" = 1, [a,b] = c, c? = a?" bP’ ghi, lea] 22, le, 0] 
y»l&isp-liskktsp-1l1,i5m-—s-cr 

(D10) (a,b,c,z,y | a?” = y'?, bP” = z^, [a,b] = c, c" = ap pP, [c, a] x, [c, b] = 
yh 1<ig <p—-11<j<p—-1,t>m—s-+r; 

(D11) (a,b, c,2,y | a?" = z^, b?" = 1, [a,b] = c, c" = a?’ b? [ca] = x, [c, b] = 
9 1. Sin SPH 1, > m— ery 

(D12) (a,b,c,z,y | a?” = z^," = 1, [a,b] = ec" = a? bP’y*, [ca] = 
z,b-y,l1&üszp-lilszxk £p—lt»m-scr; 

(D13) (a,b, c, z,y | a?” = 2%, bP” = y, [a,b] = c, c" = a? bp [c, a] = 2, [c, b] = 
yhl&iüsxp-ls&ja&p-l,t»m-scr. 

在 定理 的 陈述 中 , 入 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 , 且 在 每 个 群 中 , P — y = 
[x,a] = (x, b] = [y, a] = [y, b] = 1 RAB. AERE PEERS BE pn. 

证 明 ”因为 G3 = C2, 故 G 非 亚 循环 . 由 定理 2.5.3 可 得 , G/B(G')Gs IEW 
循环 . 因而 G/G3 非 亚 循环 . + G = G/G3. 因为 p > 3, 由 定理 13.3.11(1) JA, 
d(G) = 2 H c(G) = 2. 则 G 同 构 于 定理 13.4.2 中 的 群 之 一 . 由 定理 13.3.4 可 知 
c(G) = 3. 由 此 可 得 G3 < Z(G). TÆ G Æ G 8 G3 的 中 心 扩张 . 与 定理 13.44 讨 
论 的 方法 类 似 可 得 定理 中 的 群 . 证 明细 节 略 去 . 有 兴趣 的 读者 可 参看 文献 [126]. 口 
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AR p 群 研 究 领域 的 问题 浩如烟海 , 我 国学 者 从 不 同 角度 对 p 的 有 关 问 题 开 
展 了 研究 , 获得 了 丰富 的 结果 . 例如 , p MRAM. RU, 特征 标 的 核 , 正则 p 群 
WHER, p Kp BE, p 群 的 子 群 交 、 子 群 补 以 及 具有 特定 性 质 的 p 群 的 分 类 等 , 见 
文献 [2], [5], [6], [12], [18], [50], [80], [122], [128], [132], [133], [183], [185]—[187], [207], 
[208], [222], [226], [230], [233], [234], [239], [258], [264], [266], [267], [270], [271], [276], 
[283], [285]. 本 章 介绍 这 方面 的 某 些 结果 . 各 节 的 次 序 依照 论文 发 表 时 间 编 排 . 


14.1 AR p HN AY 


Mann 在 文献 151],[154] 中 深入 研究 了 有 限 p RRRA. 他 在 [151] 中 考察 
TER p 群 G 的 下 述 三 个 性 质 : 

P, : 对 任意 正 整数 n, 0,(G) = Vin} (G); 

Po : 对 任意 正 整数 n, Qn(G) = Qn} (G); 

Ps : 对 任意 正 整 数 n, |G : On(G)| = |S(G)|. 

他 规定 , 如 果 群 G 的 每 个 截断 ( 即 子 群 、 商 群 和 子 群 的 商 群 的 统称 ) 都 有 性 质 
P;(i = 1,2,3), RRM G 是 P; EE; 而 如 果 G 同时 是 P; Ef (i = 1,2,3), MEK G Æ P 
EE. 他 证 明了 , P, 群 是 P, RE, P, 群 是 P, 群 (从 而 , PBS PS 群 等 价 ). 反之 不 然 . 
我 们 知道 , 正则 p 群 必 是 P SECUTI, 反之 不 然 . 我 们 还 知道 , 24 n < p 时 , p^ 阶 群 是 
正则 群 , 而 对 每 个 素数 p, 都 存在 pH 阶 非 正则 群 . 

RARAS E [237] 中 引入 了 一 种 新 的 窘 结构 性 质 , 即 半 p 交换 性 . 

定义 14.1.1 #hA Rp SE G ZF p ZAA, d RIJEN a,b E€ G, aP = b 
的 充 要 条 件 是 (a-1b)? — 1. 

他 们 指出 , AR p SE G 是 正则 p Sf, 当 且 仅 当 G 的 每 个 截断 是 半 p 交换 的 . 
见 [237] 中 的 定理 1. 在 文献 [237] 的 基础 上 , ERIE [233] 引进 了 以 下 的 圭 
结构 性 质 . 

定义 14.1.2. HAR p EG X 4A p 交换 群 , 如 果 对 任意 的 a,beG, (a?) = (bP) 
的 充 要 条 件 是 存在 ij 使 得 (ab)? — 1, RP ij z 0(mod p). 

定义 14.1.3” 称 有 限 p 群 G p p FUR AA p 交换 性 , de HEX" a,b EG, 
AL b? — 1, A ((ab)P) = (aP). 
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定义 14.1.4 MUR TR p HG MH p BAA p 交换 性 , 如 果 对 任意 的 a,b € G, 
.H. b? — 1, 有 (ab)? =a?. 

他 在 文献 [233] 中 考察 了 这 三 种 “交换 性 ”与 性 质 P、 正 则 性 之 间 的 联系 , 给 
出 了 PP RAEN p 群 的 几 个 充 要 条 件 . 另外 , 他 还 在 文献 [234] 考察 了 pet? 阶 亚 
交换 的 非 正则 p RRRA, 给 出 了 它们 是 P; 群 的 充 要 条 件 . 作为 应 用 , 还 给 出 了 
包含 一 个 交换 的 极 大 子 群 的 p 阶 亚 交换 的 非 正 则 群 的 完全 分 类 . 本 节 介 绍 他 的 
工作 . 

由 正则 p 群 、P 的 性 质 以 及 上 述 定 义 , 可 得 如 下 蕴涵 关系 : 


p 交 换 性 = 正则 性 ”一 半 p 交 换 性 一 ”对 p 阶 元 有 交换 性 
| | 


性 质 忆 一 > 拟 p 交 换 性 一 > 对 p 阶 元 有 拟 w 交换 性 
l | 
性 质 P. 


进一步 , 由 例 14.1.9 并 根据 [237] 中 的 定理 1 知 , 对 p 阶 元 有 p 交换 性 确实 比 
Æ p 交换 性 弱 ; 根据 下 面 的 定理 14.1.6(3) 和 定理 14.1.7(3) 知 , 对 p 阶 元 有 拟 p X 
换 性 确实 比 对 p 阶 元 有 p 交换 性 弱 ; 由 下 面 的 命题 14.1.5 和 定理 14.1.6(2) 知 , 对 
p 阶 元 有 拟 p 交换 性 确实 比拟 p 交换 性 弱 ; 例 14.1.8 表明 , W p 交换 性 (从 而 对 p 
阶 元 有 拟 p 交换 性 ) 不 蕴涵 性 质 已 . 由 此 知 , 对 p 阶 元 有 拟 p 交换 性 确实 比 性 质 
Po $8, 而 拟 p 交换 性 确实 比 性 质 P 99; 由 下 面 的 定理 14.1.6(2) 和 [237] 中 的 定理 
1 知 , 拟 p 交换 性 确实 比 半 p 交换 性 弱 ; 定理 14.1.7 已 指出 , 半 p 交换 性 确实 比 正 
则 性 弱 . 最 后 , 由 下 面 的 定理 14.1.7(4) 知 , W p 交换 性 与 对 p 阶 元 有 p 交换 性 之 
[8], 没有 哪个 性 质 蕴 涵 另 一 个 性 质 . 

显然 , 上 述 四 个 定义 中 规定 的 “交换 性 ", 在 取 子 群 下 保持 . 但 是 , 它们 在 取 商 
群 下 不 一 定 保持 . 事实 上 , 对 半 p 交换 性 , [237] 已 指出 这 一 点 . HL p 交换 性 在 取 
商 群 下 保持 , 由 定理 14.1.6, 拟 p 交换 性 将 与 性 质 P 等 价 , 这 与 上 述 拟 p 交换 性 确 
实 比 性 质 P 弱 相 矛盾 . 同样 , 由 命题 14.1.5 知 , 对 p 阶 元 有 拟 p 交换 性 , 在 取 商 群 
下 不 一 定 保持 . 例 14.1.10 表明 , 对 p 阶 元 有 p 交换 性 , 在 取 商 群 下 不 一 定 保持 . 

首先 介绍 王 汝 椒 上 述 定义 的 三 种 “交换 性 ”与 性 质 P、 正则 性 之 间 的 联系 及 主 
要 结果 . 

命题 14.1.5 有 限 p 群 G X P, SESS BÁ4x G 的 每 个 截断 对 Dp 阶 元 有 拟 p 
交换 性 . 

证 明 ”由 [151] 中 的 推论 17 可 知 , 只 需 证 充分 性 ， 因 为 定理 的 条 件 是 子 商 
遗传 的 , 故 使 结论 不 真 的 最 小 阶 反 例 G 必 是 极 小 非 P, R h [51] 中 的 定理 6 
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Al, G = (a,b), a? = b? = 1 fH (ab)? z 1. 利用 G XI p 阶 元 有 拟 p 交换 性 得 
((ab)?) = (a?) — 1. 从 而 (ab)? = 1. F. 口 
定理 14.1.6 KRG 是 有 限 p 群 , 则 下 列 陈述 是 等 价 的 ， 

(1) G € P #; 

(2) G 的 每 个 截断 都 是 拟 了 交换 的 ; 

(3) G 的 每 个 截断 既 对 p 阶 元 有 拟 p 交换 性 又 有 唯一 性 基底 ; 

(4) G 是 P) 群 且 每 个 截断 有 唯一 性 基底 . 

证 明 ”由 [151] 中 的 命题 19 得 (1) = (2). 

(2) = (1). 与 命题 14.1.5 相同 , 设 G 是 适合 条 件 (2) 的 极 小 非 已 群 . 注意 拟 p 
交换 性 蕴涵 对 p 阶 元 有 拟 p 交换 性 .由 命题 14.1.5 知 , G 是 P 群 , 从 而 Q1(G) = 
QU (G). 又 根据 [151] 中 的 定理 9 知 , G = (a, b) 是 二 元 生成 的 且 U (G) 是 p ME. 
特别 地 , 由 G 为 P; 群 可 知 , Q1(G) = 9(G) MAL. FÆ a,b g (GE) = Nu) (G). 故 
aP bP 一 定 都 不 是 单位 元 . 又 据 ULG) = p 立 得 (a?) = (b^). 由 G 的 拟 p 交换 性 
知 , 存在 ij 使 得 (atb), 其 中 ij z 0(mod p). 这 表示 a/ € Q4(G) = 9(G). YE 
意 到 7 z 0(mod p) 就 有 G = (a,b) = (a,aibi) = (a). FE. 

HM p 交换 性 蕴涵 对 p 阶 元 有 拟 p 交换 性 以 及 [151] 中 的 定理 23 得 (1) = (3). 
由 命题 14.1.5 得 (3) > (4). 

(4) > (1)， 设 G 是 适合 条 件 (4) 的 极 小 非 P 群 , 据 [151] 中 的 定理 9 Al, 

= (a,b) 是 二 元 生成 的 , exp(G) = p?, H. Ui(G) 是 p 阶 群 . 特别 地 ,由 G 为 已 群 
得 Q1(G) = 9(G). 

设 {a1,a2,… ,ar} 是 G 的 一 组 唯一 性 基底 , a; 的 阶 为 ph WGA ui = 1 
或 2, i = 1,2,… ,7. AER p HE H = (b) x (b3) x- x (br), 其 中 o(b)) = p^, 
i 二 1,2,.… ,7. 考虑 从 G 到 A 的 映射 


f: alag -eap + bb e br. 


由 唯一 性 基底 的 定义 及 H 的 构造 可 知 , f 必 是 G 到 H ERS—— HRS. U (H) 的 元 
3UE br Tor? 好, CE G 中 的 原 像 为 al?a322 -ap?, HAF Ui(G). 于 是 


1 < |Oi(H)| < [U1 (G)| = p. 


也 就 有 |U1(H)| = 1 R p. 这 表明 或 者 

(i) 41 = ua = = pr = 1, 
或 者 

(ii) jp, 42，,… ,Lr 中 只 有 一 个 为 2 其 余 皆 为 1. 比如 , pj = 2. 

对 于 (i), G = Q1(G) 成 立 ， 这 与 A(G) = 9(G) FA. 对 于 (ii), |G] = 
pti, BE |G : 6(G)| =p? 知 , |®(G)| =p", BP |Q1(G)| = pc. 但 是, 注意 到 
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ay," 15-1, 05,0541," "Ur 都 是 p 阶 元 ， 则 集合 


MN pH BPN AMG att . eem S 
(at! - ajii 0; 8,14 am |0OsSznm €«5i21,2,-.,fr) 


的 不 同 元 素 共 计 p" 个 且 皆 属于 Q1(G), B |Q1(G)| 2 p^. FE. 口 

i£ 下 面 例 14.1.10 的 G RH, 每 个 截断 都 有 唯一 性 基 的 群 不 一 定 是 P E. 
该 例 还 表明 , 条 件 (4) 作为 P 群 的 充分 条 件 时 , G 是 P, 群 , 不 能 减弱 为 G 是 
P, #. 

定理 14.1.7. KRG LAR p 8E. 则 下 列 陈述 等 价 . 

(1) G 是 正则 p 群 ; 

(2) G X P FARA p BAA p 交换 性 ; 

(3) G 的 每 个 截断 既 对 p 阶 元 有 p 交换 性 又 有 唯一 性 基底 ; 

(4) G 的 每 个 截断 既 有 拟 p 交换 性 又 对 p MAA p 交换 性 ; 

(5) G 的 每 个 截断 是 半 p 交换 的 . 

证 明 ”由 正则 群 的 性 质 及 [151] 中 的 定理 23 可 知 , (1) > (2) > (3). 由 定理 
14.1.6 有 (2) e (4). 又 由 正则 群 的 性 质 以 及 半 p 交换 性 蕴涵 拟 p 交换 性 、 对 p 阶 
元 有 p 交换 性 , 有 (1) => (5) > (4). 只 要 再 证 (3) = (1) BIT. 

设 G 是 适合 条 件 (3) 的 极 小 非 正则 群 且 exp G = p*, 而 a 是 一 个 pe 阶 元 . 据 
[149] 中 的 定理 2 知 , expG’ = p A Wi(G) 是 pt 阶 循环 群 . 特别 地 , 25 e > 2 Hf, 
还 有 Q1(G) = Qny(G) E G/Q1(G) = Ui (G). 下 面 分 两 种 情况 证 明 G 是 p 交换 的 ， 
从 而 是 正则 p 群 . 矛盾 , 这 就 完成 了 证 明 . 

当 e > 2 时 , G/Q1(G) 也 是 p! 阶 循环 群 , 特别 地 , G/O1(G) = (aQ1(G)). 
Jt, G 的 任意 两 个 元 素 zx I y 可 分 别 表示 为 ais 和 alt, 其 中 s,t € Q1(G) = RuG), 
即 s? =? =1. FE, 利用 G 对 p 阶 元 有 交换 性 , 并 注意 exp(G') =p, 就 有 


(vy)? = (a's at) = (aa? [s, a]? = ((a'ad)?) = a^a? = (a*s) (at)? = ay, 


这 表明 G 是 p 交换 的 . 
4e<2W,#e=1, 显然 G Hp 交换 的 . 下 面 考 虑 e = 2. 用 与 定理 14.1.6 
的 相同 方法 和 记号 , 也 有 (i) 或 (ii) 成 立 . 设 


T= ee ean” 


是 G 的 任意 两 个 元 素 . 对 于 (i), 反复 利用 G 对 p 阶 元 有 p 交换 性 , 立 得 zz = 1. 故 
G WE p 交换 的 . 对 于 (ii), 与 e > 2 时 类 似 , 但 注意 唯 有 aj 为 p? 阶 元 , 我 们 也 有 


Mej Mj m Nj—1 Nj Ni+1 
(zy)? = (aj 105,1 8; "E A cep aga aa a a; 0511 eng)? 
= (rt, ,gr qmi, ign yp 
= (aj?aj 5 ap" « d) «8,71 8;") 


- 226 - 第 14 章 RAR p 群 的 其 他 结果 


= larta 0 5 «5*3 TAP ess uf cd 
= (ar? aa aE oap) (ap apiy ap agit sap) 
~~ = gy, 
其 中 c= [a]? agr ap» 253,27] € G', 这 表明 G 是 p 交换 的 口 


ik 例 14.1.9 表明 ， 条 件 (2) 作为 正则 p 群 的 充分 条 件 时 , G 是 P 群 不 能 减 
DA G Jé P, HE. 

最 后 , 我 们 给 出 上 面 提 到 的 几 个 例子 , 需要 用 到 换 位 子 的 如 下 公式 ， 

设 G 是 亚 交 换 p 群 , a,b,ce G,de G, W 


[a,b] = [b,a]*,  [ab,c| = [a, c][a, c, b][b, c], 


(14.1) 
[a, be] = [a, cla, b][a, b, c], [ad, b] = [a, b] d, b], [d^ !, a] = [d, a]! 
又 车 exp(G") = p, Jil 
p-1 
(ab)? = a” | | fia, (p — 1)b]b-?, (14.2) 
车 c(G) —p,1,02,':* , Ap € G, iiiz" itp 为 整数 ， 则 
[as až, zE ar] = [21,82,:-- ipl, (14.3) 
以 下 不 加 声明 时 , 同 余 式 皆 是 模 3 W. 
例 14.1.8 ik 


G = (a,b a? =P =e = [a 0) = ¢, [m e] m 0", [b,c = 1], fas, B] = ,a = 1); 
Gs = (m,y |2? — 3? = 2” = 1, lg] = 4, [8,2] = |y. 2] = 1). 
A&G =G x Go, H = (az, by). NG 是 拟 p 交换 的 , CAH FAP, 8E. 从 而 G 不 
是 P, 群 . 由 此 还 知 , G 对 p MAAM p 交换 性 , 但 不 是 已 RE. 

证 明 ”容易 验证 , Gi 是 35 阶 亚 交 换 群 , H exp(Gi) = 9, exp(G') = 3,c(Gi) = 
3,01(G1) = Z(G1), 它 的 元 素 均 可 表示 成 abi c^ 的 形状 , 其 中 i,j 模 9, k 模 3 唯一 
确定 ; Gs 是 39 阶 亚 交 换 群 , EL exp(G2) = 9,c(G2) = 2( 从 而 Ga 是 正则 的 ), 它 的 元 
素 均 可 表示 成 ziyiz* 的 形状 , 其 中 i, j,k 模 9 唯一 确定 . 

先 证 G FEW p 交换 的 . 设 

gu,hveG， 其 中 g=aibic, h=a"b"cd € Gi, u,v EG. 
用 公式 (14.1) 一 (14.3), 并 注意 c(G1) = 3, 就 有 


(9, ^, g] = [a, b, aj [a, b, b]" 7 (b, à, al") fb, a, b|^?* = le, ap let. a] = p3mij-ni*) 
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(9, h, h] = [a, b, ayn [a, b, bj pb, à, a]"*3 [b, a, pyr = [e, a [c *, a] — p3(m?j—mni) . 
于 是 , 用 (14.2), (14.3) 及 Ui(Gi) = Z(G) 得 


(g*h P)? E g9e 1-38 (9, h, g]* ^ [g, h, hj = 3h 38 (miii ja B+3(m2j—mni)ap? ， 


(14.4) 
同样 有 
(a btc)? = aspi testo — | pita in : (14.5) 
再 注意 G2 是 正则 的 , 则 (urut)? = 1 > u? = v99, 因此 
Pah”, (14.6) 
(gu) = ((hv)?) & (gu)? = (hv?! — | ji qi, (14.7) 
HP t £0; 
afpwy) -8B)3 = (g*^h-P) —1 (g^h-P)$ = (14.8) 
(gu) ty = | (uty? j 21 a uA, (14.9 
分 下 面 两 种 情况 讨论 . 
(i) mi 三 0. 不 妨 设 i=0, 这 时 由 (14.5) 有 
g = b%, (14.10) 
代入 (14.4), 并 注意 exp(G1) = 9, 得 
(Geh PE = h Pp Hm Be, (14.11) 


若 存在 a, 6,a8 z 0 使 得 ((gu)*(hv)-?)* = 1, 则 由 (14.8) 和 (14.10), 并 用 
y? = 1( 40H, 得 由 = DG+m )jap8. 与 (14.5) 比较 , BA m=0 H h3 = v. 
于 是 , 由 037 = b+m )jap — pib 48 n = jo. 注意 of £0. 也 就 有 j = nof. 
由 (8) 有 g3 = b3 = janap — 4308, 又 由 (14.9) 有 ude = vP, 注意 exp G2 = 9, 即 
u? = 998, 据 (14.6) 和 (14.7) 知 得 ((gu)3) = ((hv)3) WIL. 

RZ, 车 (gu) = ((hw)3), 由 (14.6) 和 (14.10) 得 h3t = b9(t z 0), 从 而 
B= 4; =0NAW=a1 MRa=1,6=t. Wop #0. HH (9) 得 
(g%h-38)3 = 1. XH (14.7) 得 u3 = v, BD u3e = 499. 据 (14.8) 和 (14.9) Ail, 
((gu)*(hv)-^)* = 工 成 立 . 34 j z 0 时 , 将 h3 = 09* 与 (14.5) 比较 , YA m S0 H 
h3 = p. 于 是 , 由 b = Dt f n = jt. 特别 地 , n 40. 这 时 取 o = j,8 — n. D 
aß #0, HE (14.11) 得 


(g*h-8)3 E i = p- 3n p37 =- i 
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又 由 (14.7) 得 u? = v3 从 而 u3e = vite = yti = on — 39. 据 (14.8) 和 (14.9) 
知 , ((gu)* (hv) ^)? = 1 XL. 

(ii) mi £0. 5j (i) 类 似 , 细节 略 . 

£x EPIS, G 是 拟 p 交换 的 . 下 面 证 H NE P 群 . 

id u =az,v = by, Jl] w = [u,v] = cz, [u, w] = 59, [v,w] = 1. 注意 G 是 亚 交 换 
HA c(G) = 3. 据 命题 1.1.9, 有 


$ t 


[u^ 0t] = I] I»; (2. 
i=1 j=l 
A, us, vt] 形 如 web. AN EE, H 的 元 素 均 可 表示 成 u^ v^ wd” 的 形 
JR, H m,n, k $ 9, LR 3 唯一 确定 . 
我 们 来 计算 Ogn3 UT). 为 方便 , id H 的 任意 元 素 为 un v7" wk d®, 其 中 m, n kl 
皆 为 非 负 整数 . 由 c(G3) = 2, 用 命题 1.1.9 和 命题 1.1.10, 有 


(zy "zr)3 = (x™y-") 353k 一 23m II | [iz " dy” ) y—3n 23k 
I+-j7<3 
= gg, y" Sy —3n, 3k _ TT Tlie. ju g 35 P 
i=l j=1 


= qm [z， yP 798 LR = gy Say 


(显然 , 对 m = 0 或 n= 0, 上 式 也 成 立 ), 再 利用 (14.5), 就 有 


(u™u™ wk 333 Be (a" b^" c n (z ^y^" kj3 一 = q3mp-3(n-em?n) 3m, -3n ,S(cemn) 


— yhy ny (emn) j-3m?n. (14.12) 


W m = 1,n = 8,k = 1,1 = 0, Bim uwwv5ecOn) X, v? e Ug (H). 
我 们 断定 ww3 . v? = u3v95? ¢ Og (H). AAR, 必 存 在 unv^whb?! e H 使 得 
(wy wk p37)3 = 439953. 由 (14.12) WA 


E? ETE 
ua 3n, u3(--mn) p 3m^n _ usv®b?. 


于 是 3m = 3(mod 9), —3n = 6(mod 9), —m?n = 1(mod 3), 这 就 引出 1 = —1(mod 3) 
的 矛盾 . 这 些 表明 , On (T) A OUT), Bl WA P, RE. 口 

例 14.1.9 a G= (a,b | a? = 1,95 = a^?, [a,b] = c, c? = 1, [a,c] = aè, [b,; c] = 
1). 44e, G 是 P, 群 且 为 极 小 非 P 3€ ([238] 中 的 定理 11 的 Ja). 不 难 验证 , G 的 
每 个 截断 对 p 阶 元 有 p 交换 性 . 
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例 14.1.10 3€ G = (a,b | a? ce = 1, [a,b] = elga] = a 3 [bc = 
1]. [02,6] = [b,a] = 1). 则 G 是 极 小 非 Pi 群 ( [238] 中 的 定理 10 的 15). 可 以 验证 ， 
G st p MAA p 交换 性 . 然而 G=G/(b*) 对 p MARA p 交换 性 . FEL, 


Geíb|s =0 =e =1, a,b] = gla =a", [b,c = 1). 


~ 


但 是 , 这 组 关系 定义 Hide 阶 极 小 非 Pa 2 ([238] 中 的 定理 11 的 J). 由 |G|= 
3^, 这 组 关系 即 为 G 关系 , MG 为 极 小 非 P, 群 . 据 [151] 中 的 定理 6, 存在 
ü,0 € G, 4& G — (WD "i pee —-4Q)-—1,4e (WAI. X, FOG 的 每 个 截断 都 有 
唯一 性 基底 , 由 [151] 中 的 定理 6 知 ,G XP, FE. 

下 面 介 绍 p 阶 亚 交 换 的 非 正则 p 群 的 寡 结 构 及 有 关 结 果 . 以 下 用 Pi 表示 
P; FER. 

命题 14.1.11 设 G X p^?! BH. NG 是 非 正则 群 当 且 仅 当 G 是 极 大 类 
p 5f. 

对 p > 3, 这 个 命题 是 [89] PAT, 定理 10.11 和 定理 14.21 的 直接 推论 . 对 
p = 2,3, 可 见 命题 14.1.12 和 命题 14.1.13. FÆ, 我 们 所 考察 的 问题 等 价 地 就 是 考 
Ex pe 阶 亚 交 换 的 极 大 类 p RNR. 

我 们 先 处 理 p = 2 和 3 的 情况 . 

命题 14.1.12 8 阶 非 正则 群 只 有 二 面体 群 Ds Fors THF Qs, 它们 都 是 亚 交 
换 的 极 大 类 2 群 , E. Ds € Pi\P2, Qs € Po\P3. 

命题 14.1.13 34 阶 非 正 则 群 都 是 亚 交 换 的 极 大 类 3 群 . 反之 亦 然 ; 它们 都 包 
含 交换 的 极 大 子 群 , 共有 四 种 类 型 ， 即 

Gj G — (8,5 |e =F — c^ — 1, [a, 5] — e, [a,c — 1, [bc] =a"); 
(2) G= (ub | a* =F =< = 1, |e, 9| =<, [ac] — a?, [b,c] 1; 
(3) G= (a,b | à? — 1,95 2 a ?, — 1, [a,b] =e, [a,c] — a?, [b,c] = 1); 

(4) G= (a,b | a — 1,89 — a9, e = 1, [a 9] = e, [ac] =a"; [bc] = 1), E (1), (2) 
型 群 属于 Pi\Po, (3) 型 群 属于 Po\Ps, (4) 型 群 属于 P3. 

命题 14.1.13 的 证 明 , 见 [238] 中 的 定理 11. 从 现在 起 , 无 特别 声明 , 总 设 素数 
p»3. 

由 [89] 中 的 IT, 定理 14.11 即 得 如 下 引 理 . 

引 理 14.1.14 p^! 阶 的 亚 交 换 的 极 大 类 p 群 是 非 例外 群 . 

引 理 14.1.15 KG X p^! 阶 的 亚 交 换 的 极 大 类 D 群 . 则 

(1) G' = €(G) 是 p?! 阶 初等 交换 群 ; 

(2) exp(G) = p?; 

(3) Gp = Z(G) = 01(G) = Up} (G) & p MÆ. 
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证 明 ”只 需 证 1(G) =U (G). 其 他 结论 都 是 [89] PRI, 引 理 10.11, 引 理 
14.2 和 引 理 14.14 的 直接 推论 . 既然 , exp(G) = p?, 就 可 取 到 G 的 p? 阶 元 素 a. 再 


注意 到 |51(G)| = p. WA Wi(G) = (a). 从 而 01(G) = Up} (G). 口 
定理 14.1.16 设 G 是 PP+l 阶 的 亚 交 换 的 非 正则 群 , 则 
(1) G eP; 


(2) G € PVP» 3 R4 3$ G = (G); 
(3) G € PAP, 35 B4 8 |G: Qa (G)| = p?; 
(4) G € P, 8 B4x 8 |G : Qı(G)| = p. 

XEBB G 的 每 个 真 截断 的 阶 < p^, 故 它 们 都 是 正则 群 ， 从 而 有 性 质 P = 
1,2,3). 因此 , 为 证 G 是 P; Sf, 只 要 证 G 本 身 有 性 质 P 又 注意 到 exp(G) =p’, 
P, 中 的 等 式 对 n = 2 恒 成 立 , 故 只 需 再 考虑 n = 1. 由 引 理 14.1.15(3), G € Pi 成 
立 . 由 |01(G)| = p, 结论 (4) 成 立 . 设 G € Po\Ps, M Q1(G) = Qu (G). 然而 ， 
exp(G) = p? H. exp(G") = p, MG’ < O(G) = Quy (G) € G. H G € Ps 及 前 
面 的 说 明知 , |G : QG) ¥ |01(G)| = p. TÆ, WA |G: (G) = p. 反之 , X 
IG : Q1(G)| = p*, BR, G P. X G' CQ0(G) € (G) E |G: G'| = p?, K 
Q1(G) = Nu} (G). 从 而 G € Po. 这 样 (3) 成 立 . 由 (1), (3) 和 (4) 知 , (2) R. O 

下 面 将 用 定义 关系 描述 pet? 阶 的 亚 交 换 的 非 正 则 群 的 寡 结 构 ， 

引 理 14.1.17 设 G 是 ppfl 阶 (p>3) 亚 交换 的 极 大 类 了 群 , 则 

(1) G = (x,y), [y, z] = u2, [ui z] = uii(à = 2,--- p — 1), [up £] = 1, [u, y] = 
ug up", [ui uj] = 10 #7), u$ — 1, 2? = up, yP — uz), Xv, B a, F O(mod p) 
m k>4, RA a, =- = ap =0(mod p), (w,z) = (0,0) RA (1,2), 2 为 任意 整数 ; 

(2) G 的 任意 元 素 都 可 表示 成 oy" Iu? 的 形式 , 其 中 m,n sili 22) 都 是 模 
p 唯一 确定 的 , 且 下 面 的 等 式 成 立 


p p 
(ew fie) — (z™y"”)P = ER (14.13) 
i—2 
证 明 (1) 由 引 理 14.1.14 At, G 是 非 例外 群 . 再 由 [89] PATI, 引 理 14.8 知 ， 
存在 G 的 生成 元 集合 {x,y} 使 得 Gi = (Go, y) B. 


[sz] 2 3 [uz] =) Gi-(Guaw)(i-2, -,p) 


于 是 由 Gpy1 = 1 得 Gi = (ur uy). 特别 地 , 对 i = 2, 注意 到 Go 是 p~ H 
的 初等 交换 群 ， 则 {uz ,up} 必 为 Go 的 一 组 基 . 对 i = p, 有 Gp = (uj). 用 
引 理 14.1.15(3) 得 [uy,z] = 1， 依 非 例外 群 的 定义 , [uzy] € (Go, G1] € Gs. BM 
juz, = ug^ upr, HÆ G1 为 非 交换 群 时 , a, 关 0(mod p), M k > 4. dE Gi 为 交 
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换 群 时 , a, 三 … = ap = 0(mod p). 引 理 14.1.15(3) 表明 z^, y? € Gp. M x? = ur, 
y = ui. 反之 , 利用 循环 扩张 的 理论 可 知 , 这 组 关系 定义 了 一 个 PH 阶 的 亚 交 
换 的 极 大 类 p 群 (UNE). 证 明了 (2) 之 后 , 我 们 再 讨论 (w, z). 
(2) 先 证 一 个 等 式 , 即 当 2< j & p— 1 时 , 有 
Uy; (p — 3)z] = 1. 
这 是 因为 G 是 非 例 外 群 , 故 [Gi y] < [Gi,Gi] < Gas. XW 7 作 归 纳 法 易 知 ， 当 
2 <j<p-1 时 , lup- (j - Dy] 2 1. 于 是 
Uv. (p — i)z] = (ly. z], (p — j — 1)z];  — 1)y] = [up-;1; G — 1)y] = 1. 
因 d(G/9(G)) = 2 而 8(G) = Go 为 初等 交换 群 , KG 的 元 素 都 可 以 表 成 
gyn Il ust 的 形式 , 其 中 m,n, si(i > 2) E p 唯一 确定 . W d = "2 则 由 亚 
i=2 i= 
交换 群 的 计算 公式 ( 即 徐 公式 ) 及 上 述 证 得 的 等 式 可 得 
(aga? = (ey) umen [T liz, jy] (7? 
ikj-p 


= gP y”? II [jy, is = gy" ly, (p — yep | 
itj=p 


2o,mu-4-n(z—1)4-m?7!n 
=Up : 


最 后 讨论 (w,z). TE w z 0(mod p) NH, $ z' = a" ^, y! = y, KB wtw = 1 (mod p). 
于 是 G= (z',y) H Gi (G5, y^). W 

Wal =a, [w,r]-€u @<i<p- L1). 
WW v, € Gp. 由 引 理 14.1.15(3) 就 有 [ul 2] = 1. 仍然 有 


[uo V] = up ub, [unuj]—1(6 73) uP =1, 


HË b, # 0(mod p), 则 还 有 12 4( 事 实 上 , l= k 是 群 G 的 不 变量 , TA [159]). X, 
用 w?-! = 1(mod p) 及 公式 


[a], DER ar] = [ai; eR pay] 


可 得 


(zy -rigeuaew, (Pay aut E 
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这 表明 , 此 时 总 可 归 为 (w,z) = (1,2), z 为 任意 . YE w =0 M z 4 0(mod p) Rf, > 
= (ty)? y =y, 类 似 地 ， 记 ul 同 前 述 . 对 a 作 归 纳 并 注意 到 (ui, y] € Gi+2, 易 
证 当 1<igp 一 1 时 , [y i(zy)]) = ui (mod Gi42). 注意 到 Gry = 1 就 有 


uy = [y’, (p — 1a’) = [y, (p — 1)(zy)] = 
然后 用 (2) 中 的 公式 就 有 


(z^ = (xy) = uy = uh, 


X (y)? = y? = už! = (u). 这 表明 , 第 二 种 情况 总 可 归 为 (uw, z) = (1,2). 综合 

起 来 , 我 们 总 可 设 (w, z) = (0,0) EX, (1,z), z 为 任意 整数 . o 
定理 14.1.18 ik G X pP! Bp (p 2 3) 的 亚 交 换 的 非 正 则 群 ， 则 G 如 引 

理 14.1.17(1) 所 设 , 并 且 

(1) 3$ (w,z) = (0,0) 或 (1,1) 时, 群 不 同 构 且 G € P1VP3; 

(2) 3$ (w,2) = (1,0) 时 , G € P2VPs; 

(3) 3$ (w,z) = (1,2) L z 0, 1(mod p) 时 , G € P3. 

证 明 ”对 于 p= 3, 在 命题 14.1.13 中 , 对 (1) 型 群 , > 


r=b, y=a, w=c, ugs-—a ", (w,z) — (0,0); 


对 (2) 一 (4) 型 群 , 令 


及 (w,z) 分 别 为 (1,1), (1,0) 与 (1,2). 则 易 知 结论 成 立 . 以 下 总 设 p> 3. 
由 命题 14.1.11 知 G 有 引 理 14.1.17(1) 的 定义 关系 . 与 定理 14. 1.16 的 证 明 相 
只 要 对 GABA = 1 验证 性 质 P; 中 的 等 式 即 可 . 记 d = IL uj. 已 证 总 有 
G € Pi 
(1) 设 (w,z) = (0,0)， 由 引 理 14.1.17(2), 24 m = O(mod p) 时 , (x"y^d)? = 
up” = 1 SARS n = 0(mod p); 4 m # 0(mod p) 时 ,注意 m~ = 1(mod p), W 
总 有 (z"y^d)-1. 于 是 


Qu}(G) = [Teen II uj | sin 为 任意 的 整数 ,m F 0(mod »| ; 
i=2 


{=2 
而 
Ruka =P + (p- pp = pp —p +1) > p. 
因此 , $1(G) = (65, (G)) = G # Ni} (G), M G € P1VP». 
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又 设 (w,z) = (1,1). 24 m & 0(mod p) 时 , 总 有 (a y"d)? = 1; 4 m x 0(mod p) 
时 , (z"y^d)? = um" — 1 4 B24 n = —m(mod p). Ei 


9Ony(G) = t "Tp Bay [pe Si, MEER m v 0(mod p). 


i—2 i=2 


而 
IG 3(G)] =p: p" + (p- Dp"! = 2p — 9 > p. 


同上 知 , Ge Pi VPs. 比较 | (G)] A, (w, 2) = (0,0) z (1,1) 时 ， REAPS. 

(2) 设 (w,z) = (1,0). 34 m = 0(mod p) 时 (w™y"d)P = u^ = 1 SAMS 
n = 0(mod p); 4 m z 0(mod p) 时 , 总 有 (2 y"d)? =u; #l. TR. Q(G) = G', 
也 就 有 Q1(G) = Qo)y(G) = GC’, RG e P2. X, IG: 21(G)| = p? z |Ui(@)|. 因此 
G € Po\P3. 

(3) 3€ (w,z) = (1,2) W z 4 0, 1(mod p). 4 m = 0(mod p) 时 , (x™y"d)? = 
up?) — 1 ?4 BÁX?A n =0(mod p); 4 m x 0(mod p) 时 , (x™y"d)? = uera = J 
当 且 仪 当 n= 一 mz-!. 于 是 


Nu} (G) = fije Ray Tle 5; 为 任意 的 整数 ,m F 0(mod n, 


i—2 
而 
I8: (G)] = »"7 + (p- DP = p. 


不 难 知 , Qa (G) 对 乘法 封闭 , 故 Q1(G) = Qay(G) BA p? Gr. 又 这 时 还 有 |G: 
Q1(G)| = p = |U1(G)|. 因此 , G € P3. g 

i£ —Miech 在 [159] 中 给 出 了 由 {ak ap; w, z} 判断 G 是 否 同 构 的 计算 方 
法 , 步骤 很 复杂 .定理 14.1.18 表明 , 对 于 pH 阶 的 亚 交 换 的 非 正则 群 , 它们 的 P 
性 质 与 参数 ak,… ,ay 无 关 , 只 与 (w, z) AX. 

作为 定理 14.1.18 的 一 个 应 用 , 我 们 有 如 下 推论 . 

推论 14.1.19 do X p^! Wr (p23) 的 亚 交 换 的 非 正则 群 G 包含 交换 的 极 大 
FR, 那么 , 这 样 的 群 共有 2 十 1 个 不 同 构 的 类 型 ,其 中 , 有 两 类 是 Pi AKA Po RE, 
一 类 是 Po 群 不 是 P3 群 ,D 一 2 类 是 Pa RE. 

证 明 ”由 命题 14.1.13 知 , 对 于 p = 3 结论 成 立 ， 以 下 设 p > 3. 设 G 包含 
交换 的 极 大 子 群 M. 注意 到 G 作为 极 大 类 p 群 必 是 非 例 外 群 , 依 [89] 中 的 II 定 
H 14.22(a), G 的 每 个 异 于 Gi 的 极 大 子 群 都 是 极 大 类 p 群 . 从 而 , 类 为 p 一 1. X, 
交换 群 的 类 为 1, MOD M = G1， 这 样 , 在 引 理 14.1.17(1) 所 给 的 定义 关系 中 ， 
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WA ay mm ap = 0(mod p). 由 定理 14.1.18, 只 要 再 证 , 当 (w,z) = (1,2) E 
z 0, 1(mod p) If, z JÆ G 的 不 变量 即 可 . 事实 上 , KN, Ge Ps H 


p-1 
M (G) = A(G) = {I 或 omy-m TI us| s; 为 任意 的 整数 ,m 关 0(mod »| 


1—2 
为 p? 阶 群 , 故 Qi(G) = (Go cy-* ), 今 假设 男 有 群 H = (a,b) 也 满足 定义 关系 
[b,a] = ve, pi 可 三 WwW 三 2 一 1 [vp a] =1, 

[9,9] —- 1, Wan =l EE W=1 P=, F =i. 
我 们 来 证 明 , ETEA G A H WERI o, 则 c = z(mod p). 首先 , 由 引 理 14.1.17 
和 定理 14.1.18 的 证 明 可 知 , 对 H 同样 有 Hi = (Ho,0), X4(H) = (Ho, ab), 这 
里 , H; = Ki(G)(i = 2,---,p +1) A HA PORT, 而 Hi = Cg(Ha/ Ha). 
显然 ， 

(zy) E (G = ni( 百 )， 加 eeGy= 
因为 Hz = (H) 及 H/O(H) 都 为 初等 交换 群 , 故 


1 


(zy-* )" &(ab-^ )" 2 a"b-"* '. y" = b*(mod $(H)), 


1 


其 中 , m,s z 0(mod p). FÆ, 27 = anb? -me "dy, ye = bsdz, 其 中 dy, dz € O(H). 
由 m 4 0, m?-! = 1(mod p), Hi, Hz 交换 及 命题 1.1.9 有 


1 


us — [y, p- Dar = lt, (p= 1)z*] = [b*da, (p — 1)(a™b -me dj] 
= [b*, (p — 1)(a^b** -me *)| = [b*, (p — 1)a"^] = fb, (p — 1)a]* = 


由 y? = uz-1, 有 (y^) = (ug), 也 就 有 (bd)? = (vi). FASE 14.1.17(2), 
有 (bed)? = bP = v; 7D, 于 是 s(z — 1) = s(c — 1)(mod p). H s £ 0(mod p) 得 
c = z(mod p). 口 


14.3 NC 和 群 与 拟 NC # 


众所周知 ，N/C 定理 在 有 限 群 的 研究 中 起 着 极其 重要 的 作用 .基于 此 观察 ， 
Deaconescu 等 在 文献 [56] 引进 一 个 新 的 概念 : KG 是 有 限 群 , H 是 G NTH. 
AutG(H) := Na(H)/Ca(H) 被 称 为 H 在 G 中 的 自 同 构 导 子 (automizer)， 了 明显 
地 , Inn(H) € Auta(H) < es ) TEX [56] 中 , 他 们 称 Aute (H) 是 小 的 , E 
Autg(H) = Inn(H); 称 Autg(H) 是 大 的 , Zi Auta(H) = Aut(H). 


14.2 NC #45 NC # . 235- 


Zassenhaus 292) 的 一 个 经 典 结果 是 : 有 限 群 G 是 交换 的 当 且 仅 当 对 G 的 所 有 
交换 子 群 4 BA Ne(4) = Ce(4), 以 自 同 构 导 子 的 术语 , Bl G 的 所 有 交换 子 群 的 
自 同 构 导 子 是 小 的 . 近年 来 , 对 自 同 构 导 子 的 研究 比较 活跃 . 例如 , Miyamoto 在 文 
献 [162] 证 明 : FARE G 的 所 有 交换 子 群 的 自 同 构 导 子 是 大 的 , 则 G 是 可 解 的 . 
Burnside 的 一 个 经 典 结果 断言 若 有 限 群 G 的 一 个 交换 Sylow 子 群 的 自 同 构 导 子 
是 小 的 , 则 G 是 p RER. Lennox 和 Wiegold 在 文献 [119] 研究 了 所 有 子 群 的 自 
同 构 导 子 是 大 的 群 . Bechtell 等 在 文献 [21] 分 类 了 所 有 交换 子 群 的 自 同 构 导 子 是 大 
KWARE. Deaconescu 等 在 文献 [56] 分 类 了 所 有 非 交 换 子 群 的 自 同 构 导 子 是 大 的 
有 限 群 . Brandl 和 Deaconescu 在 文献 [41] 分 类 了 所 有 非 交 换 子 群 的 自 同 构 导 子 是 
小 的 震 零 群 和 非 可 解 群 . 李 世 荣 在 文献 [128] 确定 了 所 有 非 极 大 交换 子 群 的 自 同 构 
导 子 是 小 的 有 限 群 , 他 称 这 样 的 群 为 NC E. 安立 坚 等 在 文献 [2] 确定 了 所 有 非 正 
规 交 换 子 群 的 自 同 构 导 子 是 小 的 有 限 群 , 他 们 称 这 样 的 群 为 拟 NC 群 . 本 节 主 要 介 
ZH NC p 群 和 拟 NC p 群 的 某 些 结果 . 

定理 14.2.1 ik G RAR p 3E. 则 G 是 NC 群 当 且 仅 当 G 是 交换 的 或 p3 
阶 的 非 交 换 p E. 

证 明 ”明显 地 , 交换 群 和 p? 阶 的 非 交换 p 群 是 NC 群 . 反之 , 若 结论 不 成 立 ， 
BG 是 极 小 阶 反 例 . 设 G 的 所 有 极 大 子 群 是 交换 的 . 则 G 可 由 两 个 元 素 z,y ^E 
成 . Wk |G/®(G)| = p^, 8(G) = Z(G) E |([z,y))| =p. 因为 G 的 指数 为 p 的 包 
E (ry) 的 子 群 不 是 极 大 交换 子 群 , 故 所 有 这 样 的 子 群 含 在 Z(G) "P. 这 就 迫使 
IG : ([v,y])| = p. 从 而 |G| = p3. FE. 故 G 有 一 个 极 大 子 群 H 是 非 交 换 的 . 从 而 
H| = p, HA G 的 选择 可 得 |G| = p^. 明显 地 , H 含有 一 个 极 大 正规 子 群 K 使 得 
K 是 G 的 正规 子 群 . TEK 是 p? 阶 的 极 大 交换 子 群 . 由 此 可 得 |Aut(K),| = p. 
这 又 得 |G| < p?. 再 一 次 推出 矛盾 . 口 

定理 14.2.2 HG LAR pH. RJ G 是 拟 NC 群 当 且 仅 当 |G <p. 

证 明 =: 者 否 , 则 存在 非 正 规 交 换 子 群 4 满足 Ne(4) > Co(A). Mae A, 
b € Ne(A) \Ce(A). W 12 [a,b]. AW |G| = p, 故 G' = ([a,6]). 注意 到 [a,b] € A. 
这 推出 AG. 矛盾 . 

=: 着 结 论 不 成 立 , KG 是 极 小 阶 反例 . 则 |G'| > p 且 有 以 下 结论 . 

(1) Æ z,y € G WH (e,y) <GH [zy =c #1, MWe =1 bee ZG). 进 一 
步 地 , > A — (ca). 则 4 是 G 的 交换 正规 子 群 . 

事实 上 , 注意 到 G 的 子 群 也 是 拟 NC 群 . 由 G 的 极 小 性 可 得 |(z,y)| < p. 从 
而 =1. 取 MZ(z,y) 且 M<G. 则 M'= (c). AA MAG, KR M' 3G. 从 而 
ce Z(G). 由 此 可 得 A = (ez) 交换 . 因为 y 正规 化 但 不 中 心 化 A, 由 拟 NC 群 的 
eA AG. 

(2) 车 存在 z cG 满足 (x,z) <G E [e,z] =dF1, W (d) = (c). 
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因为 ze4aG, 故 dg=[zze4. 不 妨 设 d= cx. 由 (1) 可 得 d e Z(G). 
因而 zi € Z(G). # zi = 1, 则 结论 得 证 .不 妨 设 Zi PEAK k 和 i 使 得 
u = y*z #1 E [zu] = x. Alm ue Nao((z)) NCa((z)). 由 此 可 得 (x) IG. 于 是 
c= [x,y] € (x) E d = [z, z] € (x). 从 而 (d) = (c). 

(3) d(G) — 2. 

设 d-d(G)»2. $ G = (91, 92,::: , ga). 我 们 断言 : 存在 G 的 一 个 生成 元 集 
(91,95, ,94} 使 得 [gl g1,.] Al. 事实 上 , AW G 非 交 换 , 取 两 个 生成 元 不 交换 ， 
不 妨 设 为 g 和 g Hd = 3, 那么 第 三 个 生成 元 , 比如 说 是 gs, CS % 交换 . > 
93 = 9391. 则 结论 成 立 . 对 d 作 归 纳 . 不 妨 设 G 有 生成 元 {919 ,94} 使 得 对 于 
1<i<d-2 34 [gng] * 1. Æ [g4,94_1] 关 1, 则 结论 得 证 . 车 [9594 1] = 1, 
用 gigio 替换 g^, 则 结论 也 得 证 . + M = (gi,gy,… ,94_1). 因为 M < G, 故 
IM'| = p. 不 妨 设 M' = (c). HA G = (M',[gh,g1] |] i «i d— 1), 由 (2) 可 得 
[94.9] € (c). 于 是 就 有 C = (c). FA. 

(4) & G= (a,b). WW c(G) =2 E |G"| =p’. 

4 [ab =c E [a] = d. & d Z 1. AA (a,c) < G, ti (1) 可 得 dr — 1 
HdeZ(G). 4 A= (ad. 因为 ce Ne(4) \ Coe(4), RAG. 由 此 可 得 
c = [a,b] e A. 从 而 [cal = 1, AUB. 于 是 [ca] = 1. 对 称 地 , [c,b] = 1. 因而 
c(G) = 2 H. G' = ((a,b]). 考虑 (a?,b) < G. 同样 的 论证 给 出 ar, b = 1， 从 而 
[ob = 1. 这 给 出 |G"| = p’. 

(5) 最 后 的 矛盾 . 

4 H = (c?,b). E a? € NG(H)NVCG(H), W HAG. X. c — (b-3)*b, Mee H. 
4 c biciP, 则 cl-IP = bt. 这 推出 (c) < (b). 因而 (b) 3 G. 28408, (a) a G. 因为 
G 亚 循环 以 及 a 和 ,的 任意 性 , 有 G 的 所 有 子 群 均 正 规 . 因而 G 交换 或 是 8 阶 的 
四 元 数 群 . 这 与 |G'| = p? FA. 口 


14.3 有 限 p 群 的 余 次 数 


Sanders 和 Wilde 在 文献 [195] 引进 了 有 限 p 群 的 余 次 数 (coexponent) 的 概 
D: WG Æp HER. A expla) = p*, WR n — e A G 的 余 次 数 , 记 为 f(G). 对 
T A p Sf, Sanders 和 Wilaell99] 证 明了 , c(G) < 2f(G), HAF p z 3, 则 c(G) < 
2f(G) — 1. Sanders 在 文献 [197] 进一步 证 明 : 3x G 是 有 限 p HA p> f(G) 4 1, 则 
c(G) < f(G) +1. 和 白 华 等 在 文献 [18] 改进 了 这 个 结果 并 对 任意 素数 p, 用 余 次 数 给 
USE p BEARS BEE LIE. 本 节 介 绍 文献 [18] 的 工作 . 

引 理 14.3.1 # G 为 正则 了 群 , c(G) = f(G) - 1. Al G/U,(G) 是 极 大 类 的 . 
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证 明 Ok G = G/U.,(G). HB [197] 中 的 命题 1 的 证 明 可 得 , e(G/Oi( 
wi(G) —1. 因而 G/O1(G) 为 极 大 类 群 . 由 于 Uea (G) < 01(G), 故 O1(@) = UG 
于 是 G/U (G) & G/U1(G) = G/U: (G) 是 极 大 类 的 . 

引 理 14.3.2 若 G ZAIR p f, f(G) < 2p — 4, M c(G) < f(G) +1 

WEBB 车 f(G)+1 < yp, 则 |G/51(G)| < p?/pO-! = pfO < p. At 
w(G) < p —1, 由 [89] PANIIT, 定理 10.13 可 知 , G 正则 . 下 面 假设 G 非 正则 且 
p-1<f(G) <2p-4. 

FH [89] FAINI, 定理 10.14 可 知 , 存在 N a G fS |N] =p?! He(N)=1. H 
F e(G/N) > e(G) — 1, 故 


f(G/N) &n—(p-1) - (e(G) - 1) = f(G) -p * 2€ p - 2 


因此 G/N EWE c(G/N) < f(G/N) --1« p— 1. FÆ G,(G) < 

由 [89] PRI, 习题 27, G = G/N x re ) 正则 . H = N(]*1(G 
W G/H € G, 进而 G/H 正则 . 于 是 c(G/H) Du +1. 设 |H| =p", 
f(G/H) < f(G) ^ r +1. 4$ c(G/H) < f(G/H), " 


e(G) < (G/H) +r < (f(G) ^ r - 1) r = f(G) +1. 
引 理 成 立 . Xi c(G/H) = f(G/H) +1, 则 由 引 理 14.3.1 可 知 , (G/ H)/(U3(G/ H)) A 


极 大 类 p 群 . 由 于 
01(G/H) SO(G)H/H = U1(G)/H, 


故 G/U1(G) 为 极 大 类 的 正则 p 群 . 由 [89] 中 的 全, 定理 14.21 可 得 , |G/51(G)| < p’, 
Fe Gp < U1 (G). 
由 于 [01(0:(G))| > |W2(G)| > p92, 故 
w(U1(G)) < (n — p) - (e(G) - 2) = f(G) -(p-2) < p - 2. 
FÆ Ui(G) 正则 且 log, |Q (01(G))] = w(01(G)) < f(G) — (p — 2). 
HT Gp < UG) NN < Q1(01(G)), 故 
c(G) +1- p < log, |G5| < f(G) — (p — 2). 
因此 c(G) < f(G) +1 o 
定理 14.3.3 i G LAIR p E, p > 2, M) c(G) < f(G)+max fi n a | } 
WEBB 对 f(G) HHA. 
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E | H < 1, Bl f(G) < 2p — 4, 由 引 理 14.3.2 可 知 , 结论 成 立 . PRG 
非 正则 且 [AC] > > 由 [89] ufi, 定理 10.14 可 知 , 存在 G 的 正规 子 群 N 


2 
使 得 IN| =p?) E e(N) = 1. 由 归纳 假设 可 知 ， 
(G/N) < G/N) +max f1, [EOE], 县 pti) < re) - 0-2. 
因此 


«G) < «G/N) + (p- 1) < f(G) - (p — 2) max {1, [EO], + n) 


< fie) + max [2 | j = f(G) + max E [ER } . 


L] 


5|38 14.3.4 ((60] 或 (247) HG X p 8E, M,N 4G, RJ T P] ek X, a. 

(1) # N RFRAF G, 则 对 任意 ZE G, (N x) 4 HEAT G; 

(2) & M 入 FRAT G, N) O1CN), [M,N], MN, MN AR RAT 
G; 

(3) & G RHF p 3f, G = (a1, a2,::: ,ad), d=d(G) 是 G 的 最 小 生成 元 个 数 ， 
则 Ui(G) ={z | x € G} = (af (ak a), 0 < i < e(G); 

(4) N SHE GAA SCG 4&4$ N = (SOC), B] N = (S); 

(5) # G ARS p H, e= e(G), MH £:G  G, f(z) 2a?" ^ AMADA. 
进一步 ,对 1<i<e, 有 (zy)? = a? yp (mod Uj41(G)). 

ENX 14.3.5 RG ARE pH, d=dG) 是 G 的 最 小 生成 数 x G = 
(a1, ap, EE NO HG- (a1) (a2) A (aq), 则 称 集合 (a1, a2;- A , Qd) 为 G 的 一 组 基 . 

命题 14.3.6 £G LRH p 群 , 则 G 存在 一 组 基 . 

证 明 对 e=e(G) 作 归 纳 . Æ e = 1, 由 引 理 14.3.4(3) TA, 结论 成 立 . PR 
e > 1. BN =0.-1(G). 由 归纳 假设 , G/N 存在 一 组 基 (ziN,zazN,.… ,zaN). 再 
设 N= (a)... (go). 车 s < d 对 任意 满足 s <k <d H k, 设 o(zkN) = p, 
即 存在 y = yp € (z1.… m.) 使 得 z? = yr. 由 引 理 14.3.4(5) 可 得 


e= 1 c= C= 
(oy P= =1 H orn? )&p. 
E o(zxyy-" ) < pl, W 


uc ds ies i-1 


1= (sy y za? y" (mod Uy ( (xg) Ve-1-1(G))). 
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由 于 Ui((we)We-1-1(G)) = (22 We-1(G) = Ue-1(G), &k 
(zy N)P € (aN, 2N, m N). 


这 与 (z1N,z2N,… £N) 为 G/N 的 一 组 基 矛 盾 , 因而 oley?) = p. 

Miss W acri MscicdhH,Wa-zy? 则 

(1) [G] = |(a1)]|(a2)] +++ |(a2)]. 

(2) 对 任意 zi, 1&ix«d, 有 zi € (a1,25,^ ^: , aq). 

因此 G = (a1,a2,--- , aq), 进而 G = (a1) (a2) --- (aq). VK (a1,a2,--- ,a4) AG 
的 一 组 基 . 口 

引 理 14.3.7. ik G 是 二 元 生成 的 需 导 p 群 , 则 G 亚 循环 . 

证 明 — G = (a,b). Wl G = ([a,b]|C). 由 引 理 14.3.4(4) 及 G' RFRAF G 
可 得 , G' = ([a,b]). 由 于 [a,b] € U1(G) = {z? | x e G}, WEE z € G \ 01G) 使 得 


[a,b] € (x). 因此 z 为 G 的 生成 元 且 (z) aG. 于 是 G EHA. 口 
定理 iy ik G ARF p 8E, NS p>2 m, c(G) & f(G) -1, 8 p—2 时 ， 
fie 


c(G) € = +1. 

证 明 ”分 两 种 情形 证 明 . 

(1) p » 2. 

车 d(G) = 2, M G 亚 循环 , 因而 G 正则 . 于 是 e(G) < f(G) +1. # d(G) > 2, 
设 (a1,02,:-- ,a4) A G 的 一 组 基 且 ola) < o(az) < olaa). W o(a1) = el = e(G), 
o(aa) = ea H Ue, (G) = (a^) 为 G 的 循环 正规 子 群 . 因而 [G,G,0.,(G)] = 1. 由 
[203] 可 得 

[Uez (G); G, G] = We(G,G,G]) = [G, G, U.,(G)] = 1. 


由 于 Ge € 04(G), 所 以 Ge, 45s(G) = 1. FÆ c(G) € ez +2. 由 于 es <1, 故 
f(G) — ea o- ea +++: ea Z2 e 4 1. 


因此 c(G) < f(G) +1. 
(2) p= 2. 
车 d(G) > 3, 类 似 于 p > 2, d > 3 的 证 明 可 得 


[Ue (G), G, G] = Oe, ([G, G, G]) = IG, G, Ue, (G)] =]; 


此 时 Gi, ja < Ue, (G). 因此 e(G) < 1+ [e2/2] < 1+ [/(G)/2]. 
E d(G) = 2, 则 G 亚 循环 . 故 存在 a,b e G 使 得 


G= (a, b | a^ = 1,57" =a” aè = a*), 
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其 中 
k?^ 2 1 (mod p?) p'(k—1)z1 (mod p?). 


H t- (k- 1). JU G' = (fa, b]) = (att) = (a? ). HF ORS, 故 t+< 2. 由 于 
Gs = [G G] =--- = (0679) = (a^^), 
故 c(G) « s SHARH (a?) 21 4AM4 ts 2 o. HF |G| = p&^? H G RS, & 
e(G) = max{o(a), o(b)} = max{a,a + 8 —3). - 


因此 f(G) =n — e = min(8, y}. 

由 于 k?^ 2 1(mod p?), W t--8 >a. HF p (k—1) =1 (mod p?), Mt+y7 >a. 
不 论 哪 种 情形 , WA t+ f(G) 2 o. HF t2 2, Wta + [f(G)/2]) 2 t f(G) 2 a. 
由 上 面 内 容 可 知 , e(G) < 14 [f(G)/2). 定理 得 证 . 口 


14.4 ZEN p 群 的 分 类 及 应 用 


众所周知 , 正则 p 群 在 有 限 p 群 理论 中 占有 十 分 重要 的 地 位 . 这 是 因为 正则 p 
群 存在 唯一 性 基底 , 所 以 它们 的 分 类 问题 要 比 一 般 的 p 群 相 对 容易 . 文献 [236],[242] 
首次 利用 型 不 变量 对 某 些 正则 p 群 进行 了 分 类 . 之 后 , 费 有 虎 等 在 文献 [107] 中 分 
类 了 型 不 变量 为 (e,2,1) 的 p E. 然而 该 文献 的 结果 有 某 些 玻 漏 , 张 勤 海 等 在 文献 
[270] 中 继续 文献 [236],[242],[107] 的 工作 . 更 正 了 文献 [107] 的 结果 , 分 别 分 类 了 型 
不 变量 为 (e1,1,1,e2 2 (1,1,1,1,1) 的 正则 p Æ. 作为 这 个 分 类 的 推论 , 给 出 
了 Pp 阶 群 的 一 个 新 的 分 类 . 需要 说 明 的 是 , p^ 阶 群 已 被 许多 学 者 研究 并 分 类 , 例 
如 , 文献 [17],[22],[59],[04],[95],[201]. 本 节 主 要 介绍 文献 [270] 的 工作 . 


14.4.1 ”型 不 变量 为 (e,1,1,1) 的 正则 p 群 的 分 类 


本 节 我 们 将 要 给 出 型 不 变量 为 (e, 1,1,1), e > 2 的 正则 p Sf G 的 分 类 . 因为 
BY < p? 的 群 是 正则 的 , 所 以 为 了 确保 得 到 的 群 一 定 正则 , 我 们 假定 e+3 < p. A 
为 w(G) = 4, 所 以 d(G) = 2,3,4. 下 面 我 们 将 用 三 个 定理 来 考虑 这 三 种 情形 . 由 于 
WIENE, 下 面 只 对 d(G) = 2 的 情形 给 予 证 明 . 其 余 两 种 情形 仅 列 出 结果 , 证 明 过 
程 略 去 . 

定理 14.4.1. 设 d(G)=2. N G 是 亚 交 换 群 且 同 构 于 以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(I) (abed |a” = P ze =a = lbs = œ [ea] = 1,l,W= d, [d «| = 
[d, 5] = 1) (|G"| = p’, «(G) = 3); 

(T) fg, bue d | af = P = e = = 1 ba] = e [ea] = d, [eb] = 1, [d a] = 
[d, b] = 1) (IG"| = $^, «(G) = 3); 
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(IIL) (a,b,c,d | a^ =b = c? = d? = 1, [b,a] = c, [c,a] = d, [c,b] =a", [d,a] = 
[d,b] 2 1) GG =1 Av), 其 中 vv 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 , |G'| =p’, c(G) = 3; 

(IV) (a,b,c,d | a”? = bP = c? = dP =1,[b,a] = c, [c, a] =a” , [c, b] = d, [d, a] = 
[d, b] = 1) (|G"| =p’, e(G) = 3); 

(V) 5 p= 3(mod 4) Hf, labed | a = P = & = d? = 1, [b,a] = e, 
[c, a] = d, [c,b] = a?” [d,a] = a?" [d, b] = 1), i= 0,1 Rv, 其 中 是 一 个 固定 的 
模 的 平方 非 剩 余 ; 

(M) 4 p=1(mod 4) 时 , (a,b,c,d | a? = bP = c? = d? = 1, [b,a] = c, |c, a] = 
d, [c, b] = a?" [d,a] = a" ', d, b] = 1), i= 0,1,v, u S p, KP 1, v, u fe p AH 
Za 中 四 次 剩余 生成 的 子 群 F 的 陪 集 代表 (C| =p, e(G) = 4); 

(W) 当 p=2(mod 3) Rf, (a,b,c,d | a? = bP = c? = d? = 1, [b,a] = c, [c, a] = 
aF? Ic, b] = d, [d,a] = 1, [d, b] =a”) (k 20 A 1); 

(Wl) 3 p=1(mod 3) 时 , (a,b,c,d | a? = P = # = d = 1, b,a) = c [ea] = 

~ [e, b] = d, [d,a] = 1, [d, b] = a^ ) (k=0 A1, s=1,y Av) HHP 1, pw Fov 

AW Z 中 三 次 剩余 生成 的 子 群 卫 的 陪 集 代表 (G| = p, c(G) = 4). 
满足 条 件 的 互 不 同 构 的 群 共 有 6--ged(p— 1, 4)--2gcd(p—1,3) A, Pp ( 1)—(WI). 

WEB] ” 设 exp(G) = p°. 因为 d(G) = 2, 所 以 |G/9(G)| = p?. RG 的 任 一 
工 - 群 列 : 


Tnm 


e 
akp 


G= Lo(G) > L(G) > L2(G) > La(G) = L4(G) = Ui(G). 


AA wi =4,we=---=we = 1, X 


Wo(G) = L4(G) =01(G),  Wi(G) =- = We- (G) =11(G),  W.(G) =G. 


因为 L(G) Æ G 的 极 大 子 群 , 所 以 不 妨 设 L2(G) = 9(G). 
取 a € Lo(G)\Li(G), b € Li(G)\Lo(G) 且 为 最 小 阶 元 素 , W 


o(a) = p^, o(b)=p, G= (a,b). 


4 c= [ba], WeAl. 由 [247] 中 的 定理 5.4.17 及 [b,a] = 1 18 c? = [b, a]? = 1, BI 
o(c) =p. 由 此 可 得 exp(G’) = p. 显然 ce Lo(G) = O(G). 下 面 我 们 证 明 c ¢ L3(G). 
车 ce La(G), Wl] c? € L3(G), Vg € G. 从 而 可 得 G' < L(G), W (G) < L(G), F 
J&. 所 以 c € Lo(G)\L3(G). 

因为 exp(G’) = p, 所 以 由 [247] 中 的 命题 5.1.13 得 G 是 p 交换 的 . 进一步 有 
Ui(G) = (a?) < Z(G). 

因为 G 的 型 不 变量 为 (e,1,1,1), FLA |U1(G)| =p. 由 d(G) = 2 @ G/9(G) 
的 型 不 变量 为 (1,1). 由 [247] 中 的 引 理 5.2.18 £8, 8(G) 的 型 不 变量 为 (e — 1,1,1) 
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或 (e, 1). 车 后 者 成 立 , 由 exp(G’) = p 和 exp(Ui(G)) = p^! 得 
exp(®(G)) = exp(U1(G)G’) = p~. 


FE. 因此 e(G) 的 型 不 变量 为 (e—1,1,1). 从 而 |G'| < pP. 我 们 断言 |G) > p. 
车 否 , WG = (c) < Z(G). 从 而 vz e G 可 以 表 成 下 面 的 形式 : z = ach, 与 
w(G) =4 FE. 因此 3< c(G) <4 B. |G'| =p? RÈ |G"| = pê. 

情形 1 1G'| =p’. 

因为 9(G) 的 型 不 变量 为 (e — 1,1,1) E exp(G") = p, W |G'Q1(01(G))| = p. 
又 因为 |G'| = p?, 所 以 Q3(0:(G)) = (a? ^) € G'. Bi d(G) = 2 得 G'/Gs 为 循环 
群 . 因而 |Gs| = p. 不 妨 设 L3(G) = Ui(G)G3. 4 Gs = (d), 则 (a,b, c,d) 是 G 的 唯 
一 性 基底 且 G' = (e, d). 由 d e Z(G), 显然 可 得 


CES TE T ES 
进一步 , 我 们 来 考虑 [c,a] 和 [c, 0]. 

车 [c,b] z 1, Wie [eb] — d. > [gal = d. Æ p | i, WE AVH PHA (I). 
Spp 

ai—ab ^, c = [b,a], [c1,b] = d. 

W (e1,a1] — 1. 从 而 G 也 为 定理 中 的 群 ( 1). 

车 [cb] 2 1, W [c,a] 关 1. $ d= [c,al. WAR G 为 定理 中 的 群 (II). 

下 面 我 们 来 证 明 这 两 个 群 互 不 同 构 . 若 其 同 构 , 在 群 (1) 中 , 设 

a! = a*b'cd^ y — a "c"d^ 且 c — fo'a’), 


其 中 s,t,u,m,r,v,w,n 为 正 整 数 且 pts, pv. Ua’, b, c WER (11) 的 定义 关系 . 
特别 地 , [c^ 9] = 1. 通过 计算 得 
[c’, &/] = [P , a,b] = [a^ b"c" d^, abcd", ar bc" q^] = [c b] = as. 

因此 d ^* = 1. WW p|v E p|s, FA. 

情形 2 |G'| =p’. 

因为 e(G) 的 型 不 变量 为 (e — 1,1,1), 所 以 G = Q1(9(G)) > (aP). 我 们 断 
B (a «Gs. 车 否 , 则 

Ui(G)NG. = (PNG. 21, H¥e=c(G), 3<cK<4. 


由 于 Z(G) > Gela”), 因此 |Z(G)| 2 p°. 则 IG/Z(G)| & p? E (G) = 3. 又 因为 
G'/G4 循环 , 所 以 |G| = p? E G'/Gs = (c), HA c = [ba]. 由 az € GAGs 
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和 c e G'NGs 可 得 , 对 某 个 1 有 a" Gas = cGs. 则 crlat e€ G3 < Z(G). 由 
Ui(G) < Z(G) 得 , ce Z(G). 矛盾 . 从 而 (a?”') < Gs. 

因为 [Gas] = p?, 所 以 |Gs01(G)| = pe. 不 失 一 般 性 , 设 L3(G) = G301(G). > 
G3 = (aP™ d), 其 中 o(d) =p. 则 de Lsa(G)\Ls(G) B. (a,b,c,d) 是 G 的 唯一 性 基 
JE. 下 面 分 两 种 情况 考虑 : (a) c(G) = 3, (b) c(G) = 4. 

对 于 后 者 , 因为 4 € Z(G), 所 以 G4 = (0) 显然 因为 无 论 哪 种 情况 均 有 
c(G) « 4, 所 以 G' 是 交换 群 . 

(a) c(G) = 3. 

由 G3 < Z(G) @ [d,a] = [d, b] = 1. 因而 [coa, [cg 生成 Ga. 由 于 |Gs| = p?, 
因此 [c, a] 和 [c,b] Æ G3 = (a? d) PEX. 则 对 于 某 个 整数 t, 用 abt 替换 a A 
适当 变换 d 后 , 可 设 


[c, 5] = ai?" s. [o] d, BR [eg=d [c,a] = qi" ， 

其 中 pti, ptj. 因此 G 同 构 于 以 下 群 之 一 : 

(i) (a,b, c, d | aP? = P = c? = d? = 1, [b, a] = c, [c, a] = d, [c,b] = a?" , [d,a] = 
ld, b] = (d, c] = 1), HF pti; 

(ii) (a,b, c, d | a^ = b? = c? = d? = 1, [b,a] = c, [c,a] = a!" , [c,b] = d, [d, a] = 
d, b] = (d, c] = 1), SEF pti. 

类 似 于 情形 1, 可 以 证 明 对 于 任意 的 ij, 这 两 种 群 互 不 同 构 . 计算 细节 了 略 . 

下 面 确 定 群 (i) 和 (i 中 互 不 同 构 的 群 的 类 型 . 

对 于 群 (i), > bi = b^, WW 


[h.a]— e, [ena]-4di [eb] = a, 
其 中 c = cla" G), d, = d'. BE v Bop 平方 非 剩 余 , W G 同 构 于 以 下 群 之 一 : 

(ia) (a,b, c, d | a^ = b? = c? = d? = 1, [b,a] = c, [c, a] = d, [c, b] =a”, [d, a] = 
[d, b) = [d, e] = 1); 

(ib) (a,b, c, d | a^ = b? = c? = d? = 1, [b,a] = c, [c, a] = d, [c, b] = a" ,[d,a] = 
[d, b] = [d, c] = 1). 

类 似 于 情形 1 的 方法 可 证 , 群 (ia) 和 (ib) 互 不 同 构 . 详细 计算 略 . BAF (ia) 
和 (ib), 可 得 G ACH PHA (I). 

XF (ii), $ b — 0°, 则 


[bi a] = Ch; [e1, a] = a", [61,61] US di, 


其 中 jf = 1(mod p), el = ddl), di — d* . 则 G AF (IV). 
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综 上 可 知 , 在 (a) "P, G AFR (III), (IV) 之 一 且 其 互 不 同 构 . 

(b) c(G) = 4, Ga = (a*^ ^). 

4 G=G/G4. 由 [247] 中 的 引 理 5.2.18 得 , G 的 型 不 变量 为 (e -1,1,1,1) 或 
(e, 1, 1). 者 后 者 成 立 , 则 exp(G) = p*. 另 一 方面 , 由 于 G= (aâ, b,c, d), o(a) = p^ A 
其 余生 成 元 的 阶 < p, 因此 exp(G) = pt, FE. 从 而 G 的 型 不 变量 为 (e—1,1, 1,1). 
进一步 地 , c(G) = 3. 利用 (a) 的 结果 G 同 构 于 以 下 两 种 群 之 一 : 


ze! 


(ij) (a,b, e,d|a" = = @ = d = 1, b,a] = z [za] = d, [2,5] = 1, [d,a] = 
[d, b] = [d, €] = 1) 
(ii?) (a,b, c, d | a^ = P = c = d? = 1, [b,a] = e, [c,a] = 1, [66] = d, [d,a] = 


显然 车 e = 2, 则 上 面 两 种 群 同 构 于 定理 2.4.2 中 的 群 (15^). 故 e > 2. 因为 
G' 是 交换 群 , 所 以 (d, c] = 1. 进一步 , Æ [cal = d, [c, 6] = a", WI 
[d, b] = [c, a, b] = [c, b,a] = [a " ,a] = 1. 
类 似 地 , Æ [eb] = d, [c, a] = a^^ ' , MY 
(d, a] = [e b, a] = [e, a, 6] = [a^^ ,b| = L 
因此 , G 同 构 于 下 面 的 群 之 一 : 
(i) (a,b,c,d | a = P = c? = d? = 1, [b,a] = c, [c, a] = d, [c6] = af" , |d, a] = 
jp ,a 可 = [d,c] = 1), RH pty; 
(ii) (a,b, c,d | a" = b? = cP = d? = 1, [b,a] = c, [c,a] = a^", [c,b] = d, [d, a] = 
1, [d, b] = a^?" ^, [d,c] = 1), HP pte. 
下 面 确定 群 (i) 和 (i 中 互 不 同 构 的 群 的 类 型 . 


因为 c(G) = 4, 所 以 由 命题 1.1.7(3) 和 徐 公式 知 , 对 于 任意 的 21, zx2, zx3, za € G 
和 任意 整数 ni, n2, n3, n4, 有 


fo 20) :一 [1, 22, 23,74] ^" 2"974.— [wl eh? 3°] = [vi 72, ar) (mod G4). 
(14.14) 


EH G) 中 , > 
a! =a btd", b =a"? bcd", 
其 中 s,t,u,m,r,v,w,n 是 正 整数 且 pts, pv. W a, bt EMG. $ d= [b'a]. A 
为 G 是 亚 交 换 群 , 所 以 由 徐 公式 和 等 式 (14.14) 知 
c' = [aP bcd”, abcd") 
= [b, a]"*[b, a, a]" G) vs = cvs qv)" (mod Gu). 
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则 
[c, a’ = [cs qv (atus, a’ 


T qi? a» (jvs(3)+i(v (2)--ws) s-Hivst) ¢ Zid). 


因为 在 群 (ü) F, [e.a] € Z(G), 所 以 (i) 中 任意 群 与 (ii) 中 群 均 不 同 构 . + 
[c,a] = d'. 通过 计算 有 
[c’, 0] in (d, a] = Qmm 


因而 , 对 于 任意 的 j, s, 可 适当 选取 v 1E% jus? = 1(mod p), W [^a] =a”. 
更 有 , 对 于 任意 的 平方 剩余 (或 平方 非 剩余 ) 7, 25 s POR Zs 中 所 有 的 非 零 元 时 ,v 
BGB Z; 中 所 有 平方 剩余 (或 平方 非 剩余 ), 从 而 v? HOS Z; 四 次 剩余 (或 平方 非 剩 
余 的 平方 ). 

当 p= 3(mod 4) 时 , 因为 平方 剩余 组 成 的 集合 与 四 次 剩余 组 成 的 集合 相同 , 所 
以 可 以 适当 选择 v 使 得 [ct = a", p i = 0,1 或 vv 是 一 个 确定 的 平方 非 
剩余 . 从 而 得 到 三 种 互 不 同 构 的 群 : 

(a,b,c,d | a? = bP = c? = d? = 1, [ba] = c, [c, a] = d, [c,b] = a?" [d, a] = 
a", [d,b] = [d,c] = 1) (i = 0,1, Rv), HP p = 3(mod 4), v 是 一 个 确定 的 模 p 的 
平方 非 剩余 . EAR (V). 

当 p =1(mod 4), 由 非 零 四 次 剩余 组 成 的 集合 是 乘 群 Ze 的 指数 为 4 的 子 群 . 
4 1 v, m p 为 该 子 群 的 陪 集 代 表 且 v APSARA. 则 有 五 种 互 不 同 构 的 群 : 

(a,b,c,d | a^ = b? = c? = d? = 1,[b, a] = c, [c, a] = d, [c,b] = a'*^ ,ld,a] = 
a^, [d,b] = [d,c] = 1),i = 0,1, v, u E& p, KP p = 1(mod 4) H 1, v, p Mp AH 
Z; 中 非 零 四 次 剩余 组 成 的 子 群 F 的 陪 集 代表 . 我 们 得 到 群 (VI). 

WF (ii), $ a’ =a, 5 = b, ptij, B] (a',b', d = [b'a], d! = [c',b]) EG W 
另 一 组 唯一 性 基底 . 利用 由 命题 1.1.7(3) 和 徐 公 式 计 算得 


e—1 


[c’, a^] 7 [^ , a^, a"] = [7 , a‘, a*] = [[b, a] ? [b, a, a]/G) [b, a, bJ G), as] = |b a, a]? 


jkijpt^ | 
ager 


X T 2H Z 中 的 三 次 剩余 生成 的 子 群 . 则 当 p = 2(mod 3) 时 , T = Z7, 当 
p = 1(mod 3) 时 , |Z; : T| = 3. 对 于 后 者 , S Lu v 为 2 的 子 群 T 的 陪 集 代表 . 所 
以 对 于 群 (i) 有 下 面 两 种 情形 : (a) p = 2(mod 3), (b) p = 1(mod 3). 

情形 (a) 中 , 对 于 任意 的 £, 可 适当 选择 j 使 得 0j? = 1(mod p). W [db] = 
a?” . 对 于 任意 k, H pk, 也 可 适当 选择 i 使 得 kij = 1(mod p). 因此 得 到 下 面 
的 群 : 


- 246 - 第 14 ATAR p 群 的 其 他 结果 


(a! , V, c, d' | al?” =b? = cP = d? =, = c, [e a] = al?" [eb] = 
d', [d', a/] = 1, [d’,b'] =a’ , [d',c'] = 1) (k = 0,1) (两 种 群 ). 此 为 群 (VID. 

情形 (b) P, 对 于 任意 的 £, 可 适当 选择 j 使 得 Lj3 = s(mod p), 其 中 s =1, y 
Bk v. 因此 [d'b] = asz .同样 , 4 pt k 时 , 取 适 当 的 i 使 得 hij = 1(mod p). A 
而 有 下 面 的 群 : 

Clk, s) — (a^, e, d' | a o cP — d'? —1, [V a"| 2 c^, [c , a] = ak ^, (e^, v] = 
d [d,a] = 1, [dV] = a", [d',c’] = 1)(k = 0,1,8 = Lmv) (7 Hm. 此 为 群 
(Vill). 

接 下 来 证 明 不 同 的 参数 对 应 的 群 互 不 同 构 . 对 于 上 面 给 出 的 群 , Hk = 0, 则 
Ca((a’)) = (a/,c', d); € k — 1, I Ca((a)) = (a^, d). T k= 0 的 群 与 上 = 1 的 群 
互 不 同 构 . 下 面 假定 p= 1(mod 3). 将 证 明 s 取 不 同 值 时 , 得 到 的 群 互 不 同 构 . 不 
妨 设 G(k, s1) & G(k, sz), 其 中 s1, so € {1, mv}. FER G(k,s1) 中 , > 


dli as a/" pn ehiq Pj = ir bla’, 


其 中 m,n, u,v,7,w,2,y 取 适 当 的 整数 且 ptm, pt w 使 得 a” I b" 生成 G(k,s1)， 
并 且 
a p". c" = jb”, a^], d" = [c", b 


满足 群 G(k, sa) 的 定义 关系 . 特别 地 , [d”,5"] =a"? 通过 计算 得 
ia", b”| = [»" a", b. b”| - [pw qm. pu pan is [b’,a’, bf, bm 23 g/simutp* 


e—1i e—1 / e—i 
a”? - (a "yn eq)? —a mp 


故 [d"”,b"] = aiw 2 .由 上 可 得 , so = siw? (mod p), 即 s, = so. Oo 

定理 14.4.2 ik d(G) —3. WG 同 构 于 以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(IX) (a,b,6,d | a = P = # = æ = 1 b,a = ad, [ca] = [eb] = 1, [d,a] = 
(d, b] = [d,c] = 1) (IG'| = p, c(G) = 2); 

(X) (abcd | a? = = c = d = 1, ba] = [ca] = 1,[e, 5] = d, [da] = 
[d, b] = [d, c] = 1) (IG"| = p, c(G) = 2); 

(XI) (a,b, c, d | a = bP = c? = d? = 1, [ba] = a?" ',[c, a] = d,[c, 6] = 1, [d, a] = 
d, b] = (d, c] = 1) (IG"| = p°, e(G) = 2); 

(XI) (a,b, c, d | a" = bP 2c? = qe = 1, [ia] = 1, le; a] = a?" * ,[e, b] = d, [d;a] = 
[d, b] = [d, c] = 1) (|G"| = p°, c(G) = 2); 

(XIII) (a,b, c, d | a? = b? = c? = d? = 1, [b,a] = 1, [c, a] = d, [c, b] = ar , [d,a] = 
(d, b] = [d, c] = 1) (|G"| = p?, e(G) = 2); 
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(XIV) (a,b, c, d | a = b? = c? = d? = 1, [b,a] = 1, [c, a] = 1, [c, b] = d, [d, a] = 
1, [d, b] = 1, [d, c] = a" ) (G'| = p°, eG) = 3); 

(XV) (a,b,c,d | a? = P = c? = d? = 1,[b,a] = 1,[e,a] = a’, [c,d] = 
d, |d, a] = 1, [4,0] = a^^, [d, c] = 1) (|G"| = p°, c(G) = 3); 

(XD) (a,b,c,d | a” = bP = cP = d? = 1,[b,a] = d,[c,a] = [c0] = 1, [d,a] = 
1, [d,b] =a"? [d,c] =1)(i=1, v), RP v 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 (两 种 

群 ) (|G'| = p?,c(G) = 3); 

(XVI) (a,b,c,d | a" = P = cP = d? = 1, [ba] = d,[c,a] = a?” ,lc,d) = 
1, [d,a] = 1, [d, b] = a?" [d,c] = 1) (i2 1, v), RP v A-ABRHM p 的 平方 非 
剩余 (两 种 群 ) (|G'| = p^, c(G) = 3); 

(XM) {abcd | a = = c" = d? = 1,[ba] = d, [e,a] = 1, [cb] = 1,[d;a] = 
a? ,[d,5] = [d, c] = 1) (IG"] = p?, «(G) = 3); 

(XIX) (a,b, c, d | a — b? = c? = d? = 1, [b, a] = d, [c, a] = 1, [c, b] =ar ,[d, a] = 
az” ,lad= [dd=1) (IG1 = p°, «(G) = 3). 

满足 条 件 的 互 不 同 构 的 群 共有 11 个 , Bp (区 ) 一 (XIX). 

定理 14.4.3 设 d(G) — 4. NG 同 构 于 以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(XX) Cpe x Cp x Cp x Cp (G' = 1); 

(XXI) (a,b, c,d | a?” = b? = c? = d? = 1, [b,a] = [c, a] = [c, 6] = [d,a] = [d,e] = 
1, [d, b] = a?" ) (|G"| = p,e(G) = 2); 

(XXI) (a,b,c,d | a = P = cP = d? = 1, [b, a] = [c, a] = [c, 6] = [d, 6] = [d,c] = 
1, [d, a] = a?" ^) (|G"| = p, e(G) = 2); 

(XXII) (a,b,c,d | a" = P = P = d? = 1, [b, a] = [c,a] = 1, [d,a] = [e, 6] = 
oz ” [d, b] = (d, c] = 1)(|G"| =p, (G) = 2). 

满足 条 件 的 互 不 同 构 的 群 共 有 4 个 , Bp (XIX)—(XXIID. 

最 后 , 我 们 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 14.4.4 若 G 是 正则 p 群 ,p 25, 且 其 阶 为 pe+3, 型 不 变量 为 (e,1,1,1) 
(e22), 则 G 同 构 于 群 ( D)—(XXII) 之 一 且 互 不 同 构 . 

定理 14.4.1 一 定理 14.4.3 中 互 不 同 构 的 群 共有 


23 + gcd(p — 1,4) + 2gcd(p 一 1,3) 个 


14.4.2 ”型 不 变量 为 (1, 1, 1, 1,1) 的 正则 p 群 的 分 类 


本 节 我 们 给 出 型 不 变量 为 (1,1,1,1,1) 的 正则 p 群 (p > 5) 的 分 类 . 文献 [235] 
已 经 得 到 了 本 节 的 结果 . 这 里 我 们 用 本 书 的 方法 给 出 了 一 个 新 的 证 明 . 值得 注意 的 
是 , 这 里 G 的 任意 主 群 列 都 是 G 的 一 个 L-I. 我 们 首先 证 明 下 面 的 引 理 . 
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引 理 14.4.5 ik G 是 型 不 变量 为 (1,1,1,1,1) 的 非 交 换 的 正则 卫 群 . 若 Z(G)N 
G'486,M G=ZxH, &* 12Z«Z(G) E.H «G. 

证 明 ”因为 exp(G) = p, 所 以 G' = (G). 任 取 非 单位 元 z € Z(G)NG'. A 
为 z ¢ (G), 显然 可 取 {z,hi,--- ,hs} 为 G 的 一 个 极 小 生成 系 . > Z = (z) 和 
二 Wy fu) A G ZZ x H. o 

定理 14.4.6 ik G 是 型 不 变量 为 (1,1,1,1,1) HEM p 3E. RJ G 同 构 于 以 下 
互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) d(G)=5:G 是 ps 阶 初等 交换 群 . 

(I1) d(G) = 4. 

(1-1) G = (a,b,c,d, e) = (c, d) x (a,b), 其 中 ; (c,d) = C, x C, E (a,b, e| a? = 
bP = e? = 1, [b,a] =e) 是 方 次 数 为 p 的 p? 阶 非 交换 群 ; 

(1-2) G = (a,b, ¢,d,e | a? = bP = cP = dP = e? = 1, [ba] = [d,c] = e, [c, a] = 
[c, b] = [e, c] = [d,a] = [d,b] = [e, d] = [e, a] = [e,b] = 1) 是 超 特殊 p FF B.E A (a,b) 
5 (c,d) 的 中 心 积 , Bp (a, b) * (c, d). 

(IIl) d(G) = 3. 

(III-1) G = (a,b, c, d,e | a? = P = cP = d? = e" = 1, [b, a] =, [c.a] = e, [c, = 
(d, a] = [d, b] = [d,c] = [e, d] = le; a] = [e, b] = [e, c] = 1) (e(G) = 2); 

( 亚 -2) G = (a,b, c, d, e) = (c) x (a,b, d,e), HP (c) = Cp E (a,b,d,e) de T 
MHA: a? = bP = d? = e? = 1, [b,a] = d, [d,a] = e, [d, 6] = [e, a] = [e,b] = [e, d] = 1 
(c(G) = 3); 

(11-3) G = (a,b, c, d, e | a? = bP = c? = dP = e? = 1, [b, a] = d,[d,a] = led) = 
e, [d, b] = [c,a] = [d,c] = [ea] = fe, 5] = fe, c] = fe, d] = 1) (e(G) = 8). 

(IV) d(G) = 2. 

(IN-1) G = (a, b,¢,d,¢ | a? =P = P = d? = & = 1, [b,a] = c, [ea] = d, [c, b] = 
e, [d, a] = [d, b] = [d, c] = le, d] = [e, a] = [e, b] = [e, c] = 1) (c(G) = 3); 

(IV-2) G = (a,b, c, d,e | a? = b? = c? = d? = e? = 1, [b, a] = c, [c;a] = d, [d, a] = 
e, [c, b] = [d, b] = (d, c] = [e a] = le; b] = [e, c] = [e d] = 1) (c(G) = 4); 

(1-3) G = (a,b, ei d,e | a? — bP =e = dP = e? —1, [ba] — e [ea] = d, [e, 8] = 
[d, a] = e, [c, d] = [d, b] = [e, a] = [e, b] = [e.c] = [e d] = 1) (c(G) = 4). 

证 明 ”因为 |G| = p^, 所 以 |G'| < p? H (G) € 4. 根据 Burnside 的 结果 ( 见 
[89] FRM, 定理 7.8 b), G^ 是 交换 群 , BU G 是 亚 交换 群 ， 因 为 w(G) = 5, 所 以 
d(G) — 2,3,4,5. 

4 d(G) = 5, 则 G 是 初等 交换 p St, 从 而 G 为 定理 中 的 群 ( 工 ). 

车 d(G) = 4, W |G"| =p. 分 两 种 情况 考虑 : (D Z(G) > G', @ Z(G) =a’. 
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# Z(G) > G', 由 引 理 14.4.5 4 G= Z x H. HP |Z| =p, H ON pt 阶 非 交 换 
群 且 |H'| =p. 由 定理 2.4.2 可 知 , H 是 C, 与 方 次 数 为 p 的 p? 阶 非 交 换 群 的 直 积 . 
从 而 G 为 定理 中 的 群 ( 工 -1)， 

E Z(G) = G', 显然 G 是 超 特 殊 p 群 , 因此 G 是 两 个 方 次 数 为 pb 的 p? 阶 非 交 
换 群 的 中 心 积 . 则 G 为 定理 中 的 群 (I[-2). 

显然 群 (II-1) SH (11-2) BATA. 

3$ d(G) = 3, I |G'] = p?, c(G) = 2 3È 3. 

4 e(G) 2 2 时 , $ G = (a,b,c), WA G' = (fb, a], [c, a], [c, b]). RAK d = [b,a], 
e = [c, a] H d, e Æ G'. & [c,b] = d'e. 则 [cat ba] = 1. 分 别 用 ba, cat 替换 
b, c, 可 知 G 为 定理 中 的 群 (TI-1). 

当 c(G)=3 时 , 显然 |Gs| = p. 下 面 分 两 种 情况 考虑 : O Z(G) > Gs, @ Z(G) = 
G3. 

情形 1 Z(G) > Gs. 

因为 c(G) = 3, 所 以 Z(G) 4 G'. Mill Z(G)NG' 4 e. 由 引 理 14.4.5 知 
G=ZxH,E# |Z| 2 p, HW pt 阶 非 交 换 群 且 c(H) = 3, |H'| = p. 由 定理 2.42 
Al, H 是 pt 阶 群 的 列表 中 的 群 (15). 因此 G 为 定理 中 的 群 (IIL2). 

情形 2 Z(G) =Gs. 

4 G — G/Gs, WW c(G) = 2. 由 定理 2.4.2 知 G 是 C, 与 方 次 数 为 p 的 p? 阶 非 
XM H WAR. RAE RB. Wc(H)—3,H H 为 定理 2.42 中 pt 阶 群 
的 列表 中 的 群 (15). 设 


H —(a,b,d,e | a? =)? — d? = e? = 1, [b,a] — d, [d; a] =e, 
[d, b] = [e,a] = [e,b] = [e, = 1) H G= (OH. 


则 Gs = H; = (e). 再 设 [ca] = e H [c,d] = e. AD [c, ab] = et = [e, ba], 所 
以 [e,b7!a-!ba] = [c,d] = 1. 由 c ¢ Z(G) MM, i,j 中 至 少 有 一 个 不 被 p BR, 不 
Ju j. 用 e 的 适当 方 赛 替换 c WH [cb] = e. 4 a’ = ba, 则 (c, a] = 1, 
[b, a^] = [b,a] = d H [d, a] = [d,a] = e. 因此 G 为 定理 中 的 群 (IIL3). 

因为 车 G A (III-3), W Z(G) = Gs, 所 以 群 (II-2), (II-3) 互 不 同 构 . 

车 d(G) = 2, Bl] |G'| = 3. 车 c(G) = 2, W |G"| =p, FE. 因而 ce(G) = 3 或 4. 

34 e(G) = 3 时 , 显然 G 是 亚 交 换 群 , KG = (a,b) He = [b,a], WG = 
([b, a], [c, a], [c, 5]). ELA |G"| = p?, BUA [b,a], [c, a], [c, b] 无 关 . 因此 G AF (VI-1). 

4 c(G) —4 时 , BR G 是 极 大 类 p 群 .  G=G/Gy. WG 为 定理 2.42 中 
pi 阶 群 的 列表 中 的 群 (15). 设 
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则 (a,b, c, d, e) 是 G 的 唯一 性 基底 . 不 妨 设 
[a] - c,[ a] - d, [cb] - e, [d,a] =ef, [d b] =e*. 
因为 G 是 亚 交 换 群 , 所 以 
[d, b] = [c, a,b] = [c, 5, a] = [e*, a] = 1. 


由 此 可 得 pj. (FF p | j, W (d, a] = [d,b] = 1, 由 此 得 G4 = 1.) 因此 ,用 e 的 适当 方 
WER e 可 使 [d,a] =e H [cb] = e = et. 则 有 下 面 两 种 情形 : 

(Hel? 

(2) pti. 

车 情形 (1) 成 立 , 显然 G AF (IV-1). 

车 情形 (2) 成 立 , > b = bt, d = [V ,a], d = (c, a], 则 由 徐 公式 知 


bt] = a,b] = [le 82, 64] = [e^ i4] = ek, 
[d,a] = [bf a, a, a] = (d, a]* = et. 


l=!" B e' — e', W [c V] = e', RG AM (IV-3). 

下 证 群 (IV-2), (IV-3) 互 不 同 构 . 若 G 为 群 (IV-2), (b, e, d,e) 是 G 的 交换 的 极 
KTH. GE G 为 群 (IV-3), 可 证 G 没有 交换 的 极 大 子 群 . ( 若 否 , 设 互 是 G 的 交 
换 的 极 大 子 群 , 则 H 是 G 的 交换 的 极 大 子 群 , 即 H = (bod) 因为 H 只 可 能 为 
(b, c, d, e). 但 (b, c, d, e) 不 是 交换 群 , 矛盾 .) 口 


14.4.8 p> 阶 群 的 分 类 (p > 5) 


根据 Hall 给 出 的 正则 p 群 的 理论 , 易 知 p5(p > 3) 阶 群 一 定 是 正则 群 , HFE 
唯一 性 基底 和 型 不 变量 . 因此 可 以 根据 型 不 变量 分 类 p RF. 徐 明 曜 在 文献 [242] 中 
给 出 关于 P.Hall 基 定 理 的 一 个 构造 性 的 证 明和 寻找 唯一 性 基底 的 方法 . 运用 此 种 
方法 , 计算 将 被 简化 . James 在 文献 [95] 中 对 正则 的 情况 应 用 了 型 不 变量 的 方法 ， 
但 是 他 主要 运用 的 是 Hall 的 同 亲 族 思 想 . 

KG 是 EE, WW G 的 型 不 变量 可 能 为 : (i) (5), (3) (4,1), (iii) (3,2), (iv) 
(3,1,1), (v) (2,2,1), (vi) (2,1,1,1) 及 (vii) (1,1,1,1,1). 对 于 (i), BH G 是 循环 群 . 
由 Huppert 的 文献 [87] 知 , 对 于 (ii), (iii), G 是 亚 循 环 群 . 徐 明 曜 在 文献 [242] 中 解 
决 了 情形 (iv), 费 有 虎 等 在 文献 [107] 中 解决 了 情形 (v). (事实 上 , RHRBAMRAR 
等 分 别 分 类 了 型 不 变量 为 (e, 1,1), (e,2,1), e > 2 的 正则 p 群 .) 最 后 两 种 情况 已 在 
前 两 节 解 决 . 因此 : 

对 于 (i), 有 
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(1) G = (a | a” 21) & Cys. 
对 于 Gi) 和 (iii), 由 文献 [87] &W, G 亚 循环 且 由 定理 6.1.3 知 , G 同 构 于 以 下 群 
de 


(2) (2,0,0,1) = (a,b | a?" — 1,07 = a^, ab = att’); 

(3) (2,0, 1,0) = (a,b a? — 1,09 = 1,a? =a) Cy x Cpa; 
p p 

(4) (1,1,1,0) = (a, b | a?” 1, bP? 1. a? a Py 

(5) (1,1,0,1) = (a,b | a? = 1,09" = ar ,a = altp); 

(6) (1,0,2, 1) = (a,b | a^ — 1,0? = a?, a^ — al”); 

(7) 


aS oe 


1,0,3,0) = (a,b | a? =1,0"" = 1,a? = a) = Cp x Cg. 
对 于 (iv), 由 文献 [242] 40, G 同 构 于 以 下 群 之 一 . 
(8) (a,b, c | a" = b? = c? = 1, [b,a] = c, [c, a] = fe, b] = 1) (d(G) = 2); 
(9) (a,b, c | a = = c? = 1, [b,a] = c, [c, a] = a” , [c, b] = 1) (d(G) = 2); 
(10) (a,b, c | a? = b? = c? = 1, [b a] = c, [c, a] = 1, [c, b] = a”) (d(G) = 2); 

(11) (a,b, c | a = b? = c? = 1, [b,a] = c, [c, a] = 1, fc, b] =a”), 其 中 v 是 一 个 
固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 (d(G) = 2); 

(12) Cys x Cp x Cp (d(G) = 3); 

(13) (a,b,c | a?” = bP = c? =1, [b,a] = [c,a] = 1, [b,c] = a?) (d(G) = 3); 
(14) (a,b, c | a? = b? = c? = 1, [b,a] = 1, [c, a] = a?” , [b,c] = 1) (d(G) =3). 
( 
( 
( 


对 于 (v), 由 文献 [107] 可 知 , G 同 构 于 以 下 群 之 一 宇 . 
15) (a,b, c | a^ =b? = c? = 1, [b,a] = c, [c, a] = [c,b] = 1) (d(G) = 2 


一 一 


( 
16) (a,b,c | a^ = b? = c? = 1, [b,a] = c, [c, a] = 1, [c, b] = b) (d(G) = 2); 
17) (a,b, c | a^ =b? = c? = 1, [b,a] = c, [c, a] = 1, |e, b] =a?) (d(G) = 2); 
(18) (a,b, c | a^ = b? = c? = 1, [b,a] = c, [c, a] = 1, [c, b] = a”), 其 中 v 是 一 个 
固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 (d(G) = 2); 
(19) (a,b, c | a? =b? = c? = 1, [b, a] = c, [c, a] = a^, [c, b] = b) (d(G) = 2); 
(20) (a,b,c | az = bP = cP = 1, [b,a] = ¢,[c,a] = b-?, [c,b] = aPb*?), h = 
dens PF (ae =, ^ 种 群 ) 
(21) (a,b, c | a? = b? = c? = 1, [b,a] = c, [ea] = b-”, |e, b] = abr), Heh v 
是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 (d(G) = 2); 
(22) (a,b,c | a” — t^ = c? — 1, [b,a] = c, |c, a] = b7”, [c, b] = a"»b^r), 其 中 六 是 
一 个 固定 的 模 p FREMA, h 一 0,1,… P= (a@) = =2, 241 mE), 
(23) C,2 x Cra x Cp (d(G) = 3); 
(24) (a,b, c | a^ = bP? = c? = 1, [b,a] = [c,a] = 1, fb, c] = a^) (d(G) = 3); 
(XA [14] 中 遗漏 了 两 种 群 . 
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5) (a,b, c | a =F edes [c, a] = 1, [b, c] = bP) (d(G) = 3); 
(a,b,c | a? = bP” = cP = 1, [b, a] = 1, (c, a] = a? , [b,c] = b?) (d(G) = 3); 
(a,b,c | a = b? = c? = 1, [b,a] = a, [c, a] = [b,c] = 1) (d(G) = 3); 

(a,b,c | az = w^ = pis = l,[ba] = 1,[b,c] = at? [ea] = &), 其 中 
1e 7 (a (G) 3, *— P wg). 

(29) (a,b,c | a" =b” =P = ae = 1, [b, c] = a? b"”, [c,a] = bY”), HP h = 
0,1,… ETA, dh v EAN EOE PRIRA (d(G) = 3, 273 种 群 ) 
(30) (a,b, c | aP” = bP’ = c? = 1, [b,a] = b^, [b,c] = 1, [c, a] = a”) (d(G) =3); 

(31) (a,b, c | a” = bP? = c? = 1, [b,a] = a?, fb, c] = 1, [c, a] = bP) (d(G) = 3). 

(i) 一 (v) 中 互 不 同 构 的 群 共有 29 + 2p +. 

对 于 (vi), G 同 构 于 定理 14.4.1 一 定理 14.4.3 中 所 得 群 之 一 (这 里 e = 2). HAN 
同 构 的 群 共有 23+gcd(p 一 1,4) 二 2gcd(p 一 1,3) 个 

对 于 (vii), G 同 构 于 定理 14.4.6 中 所 得 群 之 一 . 互 不 同 构 的 群 共有 9 个 . 

由 此 得 到 本 节 的 基本 定理 . 

定理 14.4.7 KG X p'(p > 5) MH, MG 同 构 于 本 节 所 给 出 的 群 之 一 . 共 
A 61-- 2p + gcd(p — 1,4) + 2gcd(p — 1,3) 种 互 不 同 构 的 群 . 
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14.5 平衡 p HS n FH p SE 


14.5.1 ”二 元 生成 平衡 p 8f 


我 们 知道 , 对 有 限 群 G 的 任意 子 群 HK, # K < Noe(H) 或 H < No(K), 
则 HK = KH. 反之 则 不 成 立 . Blackburn, Deaconescu 和 Mann 在 文献 [33] PF 
始 研究 这 样 的 群 : HG 的 任意 子 群 HQK, 只 要 HK = KH WA K < No(H) 或 
H < Nao(K). 并 称 满 足 此 条 件 的 群 为 平衡 群 (equilibrated groups), 简称 E BE. 他 们 
完全 分 类 了 有 限 非 交换 单 E FE, 刻画 了 可 解 但 非 寡 零 的 有 限 E 群 , HEARRE 
E 群 的 研究 化 归 为 p 群 的 情况 . 对 于 奇 素数 p 他 们 证 明了 如 下 定理 . 

定理 14.5.1 设 G RE 8f, p 是 奇 素数 . E d(G) = 2, 则 下 列 之 一 成 立 : 

(i) G 是 类 2 亚 循环 群 ; 

(ii) |G| = p? 并 且 exp(G) = 

(iii) |G] = p*, c(G) 2 3 L Gi 不 是 初等 交换 的 ; 

(iv) G 是 极 大 类 3 群 , |G| 2 3* (n 2 5), 且 当 nn 为 奇数 时 G1 TK. 

在 (ui) 和 (iv) F, Gi 是 极 大 类 p SE G HEATH, 它 用 下 式 定 义 : G1/G4 = 
Ceycs(G2/G4)， 
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在 上 述 定理 中 , ()—(iv) 中 的 群 确 为 平衡 群 . 但 对 (i), 并 非 所 有 类 2 亚 循环 群 
都 是 平衡 群 . 另外 , 对 于 2 群 的 情形 , 在 文献 [33] 中 只 证 明了 每 个 极 大 类 2 群 是 平 
衡 群 , 没有 更 多 的 信息 . Silberberg 在 文献 [204] 中 分 类 了 有 限 二 元 生成 平衡 2 F. 
张 勤 海 等 在 文献 [271] 中 使 用 与 Silberberg 不 同 的 方法 给 出 了 有 限 二 元 生成 平衡 
p 群 的 完全 分 类 . 本 节 内 容 取 自 文献 [271]. 

首先 , 我 们 证 明 二 元 生成 平衡 2 群 必 亚 循环 , 于 是 无 论 对 p 是 奇 素数 或 p = 2, 
都 只 需 考 虑 亚 循环 的 情况 . 

引 理 14.5.2 ([204] 中 的 命题 3.1) 二 元 生成 E-2 群 G LEHR. 

证 明 — X G 非 亚 循环 . 则 由 定理 2.5.3 可 知 , G = G/9(G')Ga 非 亚 循环 . 因为 
[G'| = 2, G 是 内 交换 群 . 由 定理 1.7.10 可 得 , G e Mz(n,m,1), EP n 22, m > 1. 
因为 Ma(n, m, 1)/(a*,0?) = M2(2,1,1), 又 易 验 证 M2(2,1,1) = (ab)(a), H. (ab) 和 
(a) 均 非 正规 ,M2(2,1,1) 不 是 平衡 群 . 但 易 见 平衡 群 的 每 个 截断 ( 即 子 群 的 商 群 ) 
仍 平衡 , FE. 口 

由 引 理 14.5.2, 对 任意 素数 p, 我 们 只 需 决定 亚 循 环 的 E-p TE. 

我 们 先 来 决定 内 交换 的 亚 循环 E-p 群 . 首先 证 明 几 个 引 理 . 

引 理 14.5.3 设 G 是 内 交换 了 群 . 若 p 为 奇 素数 , 则 G Ap 交换 的 ; X p — 2, 
则 G 是 4 交换 的 . 

证 明 ”由 定理 1.7.7 PJA |G'| = p. 直接 验证 即 得 所 需 结果 . o 

引 理 14.5.4 jk G 是 亚 循 环 p 群 且 AX GSjE A OG) 的 子 群 . 则 下 
列 结论 等 价 : (1 G <A. (2) AAG. (3) A9(G^) AG. 

证 明 — (1) — (2) 和 (2) — (3) 是 显然 的 . 

(2) = (1): 因为 4 € 9(G), 存在 元 素 ac A, be G 使 得 G = (a,b). 因为 
AxG, & G/A= (b). 于 是 得 G' « A. 

(3) — (1): AA Ae(G") 3G, 由 (1) 5 (2) 的 等 价 性 得 G' < AB(G'). 于 是 
G' = G' f] A®(G’) = e(G')(G' 1 A) =C NA. 由 此 得 C « A. m 

2138 14.5.5 设 G 是 内 交换 的 亚 循环 pZ. 则 G 是 平衡 群 当 且 仅 当 G 同 构 
T Qs 或 M,(n, m). 对 于 后 者 , AA n>m, AH n=mM=p=2. 

证 明 C=: 容易 验证 Qs 是 平衡 群 . 于 是 可 设 G My(n,m), 其 中 n>m 或 
者 n =m = p = 2. 我 们 将 证 明 G 是 平衡 群 . 因 G 极 小 非 交 换 , 只 需 证 明 如 果 
G = AB, 则 A 或 B 是 正规 子 群 . 

Xin-2mc-p-2,llJj|G| 2 16 并 且 G 中 无 8 阶 元 . BE G= AB. WI ARI B 
都 是 4 阶 的 , 并 且 4 门 B = 1. 因为 e 不 是 G 中 任意 元 素 的 平方 , 每 个 4 阶 子 
群 或 包含 C = (a?), 或 包含 (02). 因此 4 和 B 中 必 有 一 个 包含 G', WEEG 中 
正规 . 
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现在 假定 n> m. XP n 2,0] m — 1. FE G Jé p? Wr, 显然 是 平衡 的 . 
车 n> 3, 令 G= AB. WE AI B 中 至 少 有 一 个 , 譬如 4 中 存在 元 素 Wai 使 
(i,p) 21. A |G'| =p En 2 3, 由 引 理 14.5.3 得 , (baie? = piv" "aim" ^ = gin 
这 推出 G' < (bat), 因此 A 在 G 中 正规 . 

=: 假定 G 不 同 构 于 Qs, 也 不 同 构 于 Mp(n,m), 其 中 n=m=p=2 或 
n>m. Jil] G & M,(n,m), EFP m >n HAM p=n=2 48 m> 2. 我们 将 找 出 两 
个 非 正 规 循环 子 群 (x) 和 (y) 使 得 G = (2) (y). 分 下 面 两 种 情形 . 

情形 1 myn 且 p 头 2, 或 者 m>n>3 且 p=2. 

4 zr -—b,y- ba. WUE (£) 和 (y) 都 不 在 G FER. HEH, (c) AG. 为 证 
(y) $ G, 由 引 理 14.5.3, 对 任意 正 整数 大 有 


y" = (ba)? =a", 其 中 p 关 2, 或 者 p=2 但 上 > 2. (14.15) 


Ey" e(a,Wk2menH y^ —1. 因此 (y) fa) = 1. 由 引 理 14.5.4, (y) 不 在 
G 中 正规 . 

现 证 (z)(y) = G， 由 (*) XX, 容易 看 出 (y) 门 (x) = (7). AK, |(y)(z)| = 
p"|(z)| = |G]. 这 推出 (z)(y) =G. 

情形 2 mn=2 且 p=2. 

令 z= b,y = ba. Fie (z) A (y) 都 不 在 G 中 正规 由 引 理 14.5.4 RG 
证 (z) 门 (a) = 1 并且 (y) 门 (a) = 1. 第 一 式 是 显然 的 . 为 证 第 二 式 , 首先 容易 验证 
V e Z(G). 而 对 任意 的 正 整 数 ,又 有 y” = (a)? = w^ a. WR y” e (a), W 
k2zm-122. 于 是 得 (y)(Y(a) = 1. 

现在 证 (z)(y) = G. 容易 看 出 (y) N(x) = y”) 于 是 |(y)(z)| = 22|(z)| = IGI. 
这 推出 (z)(y) =G. o 

我 们 通过 下 列 两 个 步骤 来 决定 亚 循环 E-p 8E: @ 决定 具有 下 面 的 性 质 P 的 亚 
循环 p 群 G; @ 证 明 在 步骤 四 中 得 到 的 群 G 是 平衡 群 . 

HEEP REG 表 成 子 群 A 和 B 的 乘积 , B G = AB, WAM B 中 至 少 有 
一 个 在 G 中 正规 . 

引 理 14.5.6 设 G 是 亚 循 环 p 群 . 则 GRAHA P SARS G/O(G") 也 具 
有 性 质 P. 

证 明 — =: X; G 不 具有 性 质 P, WHE G 的 两 个 非 正规 子 群 AM BW 
Æ G = AB， 由 引 理 14.5.4, T A > 8(G'), B > 9(G). 于 是 G/9(G") = 
A/9(G')- B/9(G"). 因为 4 和 B 在 G 中 不 正规 , 4/&(G') RI B/9(G") 在 G/9(G") 
中 不 正规 . 因此 G/B(G') 不 具有 性 质 P. 

=: 车 G/B(G') 不 具有 性 质 P, WEE G/B(G') 的 两 个 非 正规 子 群 A(G) 
和 Be(G") 满足 G/B(G') = A/O(G’) :B/G(G'). 因此 G = AB. 因为 A/B(G') 和 
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B/®(G’) Æ G/9(G") 中 不 正规 , 4 和 B 也 在 G 中 不 正规 . 于 是 G 不 具有 性 质 P. 口 

定理 14.5.7. 设 G 是 亚 循环 p 群 . 则 G 具有 性 质 了 当 且 仅 当 G 同 构 于 下 列 
群 之 一 . 
(1) 定理 6.1.3 中 参数 s — 0 的 群 和 定理 6.1.4 中 参数 s — 0 的 (1) 型 群 ; 

(2) 定理 6.1.4 PRT (I), (II) 型 群 之 外 的 群 ; 

(3) 定理 6.1.4 pRMr=2,t=s=0 的 (II) MH. 

证 明 (1) 对 于 定理 6.1.3 中 的 群 和 定理 6.1.4 PH (1) 型 群 , 若 scu = 0, 
WW G 交换 , 当然 具有 性 质 P. 下 面 假定 s+u z 0. 这 时 有 OG’) = (a). > 
xz = ae(G'), y = b8(G’). 则 


G/S(G^)— yl — F = my] = 2") 


由 引 理 14.5.6, G 具有 性 质 P 等 价 于 G/B(G') 具有 性 质 P. 于 是 只 需 证 G/B(G') R 
有 性 质 P 的 充 要 条 件 为 。= 0. 

<=: 由 引 理 14.5.3, G/8(G') J& p 交换 或 4 交换 的 . 假定 s — 0. 4 a! =y”, 
则 z” = y? gP" 二 1. 于 是 


t 


r _prt 
=1, [y, 2] =y B ji 


GPG) eq, | =1, a" 
由 引 理 14.5.5, G/6(G") 具有 性 质 P. 
=>: 假定 s 40. 则 


人 十 3 十 二 


G/9(G') = (z,y|a? ^ —1,9? — 1, [z, y] = £}. 


5s 关 0,7 十 s 十 t 之 + 十 1, 据 引 理 14.5.5, G/G(G") 不 具有 性 质 P. 

(2) 对 于 定理 6.1.4 中 的 除了 (1), (ID) 型 群 之 外 的 群 , 若 G 是 二 面体 群 、 半 二 
面体 群 或 广义 四 元 数 群 , 则 G/B(G') 是 8 阶 二 面体 群 或 四 元 数 群 ; 若 G 是 通常 亚 
循环 群 , JU G/B(G') = G. 在 任何 情况 下 , 由 引 理 14.5.5, G/0(G') 具有 性 质 P. 

(3) 对 于 定理 6.1.4 中 的 (11) 型 群 , 8(G') = (a). 令 z = d(C"), y = t9(G^). 
则 


grtstt 


G/®(G’) = (x,y |z* =1,y 


于 是 只 需 证 G/e(G^) 具有 性 质 P 的 充 要 条 件 为 + 十 s+ 二 t=2. 

<=: 车 7+ 十 s 十 t= 2, 则 由 引 理 14.5.5, G/B(G') 具有 性 质 P, 再 由 引 理 14.5.6, 
G 也 具有 性 质 P. 

=>: 假定 ++s+t > 2. 则 由 引 理 14.5.5, G/0(C’) 不 具有 性 质 P, 由 引 理 14.5.6, 
G 也 不 具有 性 质 P. 口 

定理 14.5.8 ”定理 14.5.7 中 给 出 的 群 都 是 平衡 群 . 


=1,2 =2 l5. 
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证 明 ”只 需 证 明定 理 14.5.7 中 给 出 的 群 的 每 个 极 大 子 群 也 具有 性 质 P. 并 可 
设 该 极 大 子 群 非 交换 . 

对 定理 14.5.7 中 的 (2) 型 群 , 它们 的 非 循 环 极 大 子 群 也 有 循环 极 大 子 群 , 因而 
也 是 (2) 型 群 , 故 具 有 性 质 P. 

对 于 (1) 型 群 , 即 具 有 下 述 定义 关系 的 群 : 


G= (a,b| a?” 21, P =a, a =a), 


JB r, t, u 是非 负 整数 , Er > 1 (MA p=2Wr>2),0<ucr. (u= 0 X 
应 于 交换 群 .) 由 计算 可 以 看 出 对 于 奇 素数 p, G 是 p" 交换 的 , MIF p= 2, G 是 
p^ 交换 的 . 又 , 容易 证 明 对 于 定理 6.1.3 中 的 群 和 定理 6.1.4 中 的 (IT) 型 群 , 参 
数 s = 0 等 价 于 它们 的 最 高 阶 循环 子 群 包含 导 群 。( 其 证 明 留 给 读者 作为 习题 .) 如 
R G 的 极 大 子 群 的 最 高 阶 元 素 也 是 G 的 最 高 阶 元 , 则 该 极 大 子 群 具 有 性 质 P. 
此 , 为 了 证 明 G 的 所 有 极 大 子 群 具 有 性 质 P, 我 们 只 需 考虑 下 列 两 种 情形 . 

情形 1 t=0 且 极 大 子 群 Mi = (aP, ba). 

这 时 Mi 的 最 高 阶 循环 子 群 是 (a?) 和 (bat tdr- 其 中 0 < i<p 一 2. 它们 的 
阶 是 prt". 由 计算 得 知 这 些 子 群 包含 Mi. 

情形 2 t>0 且 极 大 子 群 Ma = (a, bP). 

34 0 = 1 Bf, Mo 的 最 高 阶 循环 子 群 是 (a) 和 (bat), HH Oc i p—-2. 4 
t 2 2, M 的 最 高 阶 循环 子 群 是 (Pa), i 是 任意 的 非 负 整数 .由 计算 得 知 这 些 子 群 
包含 M}. 

对 于 (3) 型 群 , G = (a,b | gb = gb a2, 其 中 
vt u 是 非 负 整 数 , t < 2,w < 1, BE t 2 1, | u — 0. BR G 有 3 个 极 大 子 群 : 

Mi = (a?,b), Ma = (a,?), M3 = (a?,ba). 
X M, a? — au. M 
Qt ul 


2 +t! +1 _ u+2 
M; = (a?,b) = (a,b | a? =1,0? =a? ub =a"), 


E &(M1) = (aZ). € v t' cu — 0, 则 M 交换 . FERITE v+ tus. 
假定 v+t 21. & z —-aji9(MI), y = b9(MI). 则 


M,/®(M!) = (z,y | £” 21,9? =1, z,y] = 27), 
1 


CRATER P, 因此 Mi 也 具有 性 质 P. 
WR v+t =0,Wu=1. 我 们 有 


2 2 = 
My, = laib | a? = 1,67 =a? a$ = a1). 
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4 b; = ail. 计算 表明 
M; = (b; |? = 1,8 = 1, fb, by] = b”). 
由 引 理 14.5.5, Mi 具有 性 质 P. 
对 Mo, & b? — bi. W 
Mz = (a,b?) = (a,b; | a 
E (M2) = (a? ^). E t -u € 1, W MZ = (a? ^) =1, FR Ma 交换 , 结论 成 立 . 
因此 我 们 可 设 +u > 2 AA uci t «2, BS t 22 M1. 
di U—2,459 x =a(M3), y = b 6(M;). W 


v--t'--u42 vt +2 9-3 1 92v--4 
2 = 1,52 = a? at = a 2” +2 ), 


E 


guts 


Mp/®(M3) = (a,y |i? ^ =1,y? =1,[2,y] =2 


由 引 理 14.5.5, Mo/9(M2) 具有 性 质 P, 因此 M 也 具有 性 质 P. 
车 t=1 且 w=1, 有 


M» = (a,b; | a 
4 bo = bja? t, 计算 表明 
Ma = (a,b; | a? ^ — 1, (be)? = 1, [a,b] =a 


由 引 理 14.5.5, Mo 具有 性 质 P. 
最 后 , 对 于 Ma = (a?, ba), & a? = a1, ba = bi. 因为 « 2, t — 0,1 R2. 由 类 
似 的 但 更 复杂 的 计算 得 到 


gvtbuRl 22 gurl (g—gr ts 4920+) 2 2v+2 j 
(a1, bi | a? =]; bl eu, Jarila ^ }, fu, 


). 


v+4 v4-3 _Du 二 3 
SU mda" "a^?" 


, 


gvt3 


). 


B vt ul 2 -9497* 
M3= (ay, bi | a? =i, b? =I, lai, bı] =a; i y, Ped. 
Qut Bul 22 giF2(g v2 parts —2 27 十 2 
(ay, by | ai =1, bf =a; ) [a1, 3] 221 * » $23. 


4i v+t' +u — 0, RU Mg = (a) = 1, 因此 Ma 交换 , 结论 成 立 . 现在 假定 v+t+u > 1. 
有 (MI) = (a). & x =a, (M), y = * (M). W 


(x,y | 2? =1,y =1,[z,y)=22), #=1,2 或 t=0 且 v1, 
(x,y | a =1,y? =e xu za. Pee 


M3/®(M3) = | 


XF t =1,2, RÆ t = 048 v>1 的 情形 , 由 引 理 14.5.5, Ma/6(M3) 具有 性 
M P. 由 引 理 14.5.6 推出 Ma 具有 性 质 P. 
HF t =v=0 的 情形 , 令 y = yr, 计算 表明 
Ms/9(M3) = (y |y? = 1,9? = 1m y] = y”). 
由 引 理 14.5.5, 它 具 有 性 质 P. 因此 Ms 也 具有 性 质 P. 口 
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14.5.2 n 平衡 p 群 


设 G 是 群 . 称 G 为 模 群 , 如 果 G 的 子 群 格 是 模 格 . 容易 看 出 , 有 限 群 G 是 模 
平衡 群 当 且 仅 当 对 群 G 中 的 任意 子 群 H, K, A H <Ne(K) RK < No(H) 成 立 . 
王 娇 等 在 文献 [222] 希望 研究 这 样 的 有 限 p Æ G, 即 G 中 任意 非 循环 子 群 H, K 均 
^ K < Nc(H) RH < No(K). 为 此 , 他 们 引进 了 如 下 概念 . 

定义 14.5.9 HARE G An 平衡 群 , 若 对 G 中 任意 满足 d(H) 2n, d(K) > 
n F H, K Xp H « No(K) X, K < Na(H). 

显然 , 有 限 群 G 是 1 平衡 群 当 且 仅 当 G 是 模 平衡 群 . 而 对 于 任意 非 循 环 子 群 
H,K yf K < No(H) MH < No(K) 的 有 限 群 G 来 说 , G RÆ 2 平衡 群 . 文献 
[222] 完全 分 类 了 二 元 生成 2 平衡 p 群 , 对 于 生成 元 个 数 不 小 于 3 的 2 平衡 p RE G, 
也 得 到 若干 有 趣 的 结果 . 本 节 介 绍 他 们 的 工作 . 

1. d(G) =2 的 2 平衡 p 群 

引 理 14.5.10 ik G X2 + pH, H<G,ANAG. W| H fe G/N 也 是 2 
平衡 p FÉ. 

证 明 设 4 和 互 是 互 的 非 循环 子 群 . 因 G 是 2 平衡 p BR, C A € Ne(B) 
或 Bg Ne(4). ATI A< Ng(B) 或 Bg Ny(A). 于 是 五 是 2 平衡 p BE. 

WX G-G/N, E K = K/N Ñ L= L/N 是 G 的 非 循环 子 群 . 则 K 和 工 是 非 
循环 群 . TÆ K « Na(L) = Ng(L) R L < Na(K) = No(K). 因此 G/N 是 2 平衡 
p RE. 口 

引 理 14.5.11 ik G X p EF. X |G'| — p?, WG’ RR. 

证 明 由 G 是 p 群 ,Z(G') > 1. # |Z(G?)| = p, 则 根据 [26] 中 的 命题 1.13 可 
知 G' 循环 . E |Z(G')| > p, 则 显然 G' 交换 , 引 理 得 证 . 口 

检查 pt 阶 群 的 分 类 (定理 2.4.1 和 定理 2.4.2)、 亚 循环 p 群 的 分 类 (定理 6.1.4) 
以 及 内 交换 p 群 的 分 类 (定理 1.7.10), 可 得 下 列 三 个 引 理 的 结论 . 证 明细 节 略 去 . 

引 理 14.5.12 ik G 是 非 交换 2 +B p 群 , d(G) — 2 E. |G| < pt. 

Æ |G| = p?, M) G = Qs, M,(2, 1) & M,(1,1,1), HP p> 2. 

# |G| = p*, L G LRH, N) G = Qis, SDis, Mp(3,1) 或 Mp(2,2). 

# |G| = p*, L G 非 亚 循环 , 则 G 是 下 列 群 之 一 : 

(1) My(2, 1, 1); 

(2) (2,5,c| a9 =e — 1,a* =", la, 5] =, [eo] = 1, [c5] = 

(3) (a, b, c | a? =P =P = 1, [a, b] = c, [c, a] = a7, [c,b] 2 1), RP 52 5; 

(4) (a,b, c | a?” = b? = c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = 1, [c, b] = a”), RPS p 5 Rf, 
则 i=1 或 i 为 模 p 的 平方 非 剩 余 , 4 p=3 时 , Mi=1. 

反之 , 引 理 中 的 群 为 互 不 同 构 的 2 平衡 D 群 . 
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5|38 14.5.13 hh G 是 亚 循 环 2 +B p EE. |G| =p. RJ G 是 下 列 群 之 一 : 
(1) Qa; 

(2) Que; 

(3) Ma(n— 1,1), HP n 2 3; 

(4) Mo(2,n—2), HP n È 4; 

(5) ERREA (201,2) 的 交换 群 ; 

(6) (a,b | a$ = 1,a* = &?" ^, [a,b] = a2), RP n > 4; 

(7) RH 6.1.4 P s & 1 的 (1) 型 群 和 (1]) 型 群 . 

引 理 14.5.14. jk G 是 内 交换 非 亚 循环 2 平衡 p E, E |G| 2 p^. 则 Gc 
My(n—2,1,1), 24 p=2 Rf, M n 2 4. 

引 理 14.5.15 HG £2 #8 p 8E, |G| =p" E. d(G) — 2. # G LAH, WU 
IG"| <p’. 

证 明 ES, MI |G’ | >pPAn>es. &NE«G,IN|-pHN «3G. 由 
[26] 中 的 定理 36.1 RI [38 14.5.10 HJ AH, G/N 是 非 亚 循环 的 2 平衡 p 群 . 由 归纳 ， 
IG'/N| < p. Ami |G'| = p. RL<G, |L =p, HLIAG. ?G-G/L. BH 
[26] 中 的 定理 36.1 和 定理 1.7.7, G 是 内 交换 的 非 亚 循环 群 ， 又 由 引 理 14.5.14 得 
G € M,(n — 4,1,1), HPS p — 2, WI n 2 6. 不 妨 设 


G-(àbec|a" =? = æ = 1, [b,a] = e, [ca] = [e 0] = 1). 


由 引 理 14.5.11, G' = (c, L) 为 交换 群 . 下 面 分 两 种 情形 讨论 . 

情形 1 p»2. 

假设 工 = (z) 为 循环 群 . 车 olc) = p?, 则 由 [26] 中 的 定理 7.1 ^n, G EU. A 
A [P,a] = 1, H b,a” = 1. 3X5 o(c) = p 矛盾 . FE e € (a?) < ZG). 从 
而 [P,a] = [c?, b] = 1. 这 推出 [ca,[c € (2P). 进而 得 到 x ¢ G'. FA. WM L AE 
循环 . 于 是 存在 y,z € L 使 得 4 = (a,y) 与 B = (bz) IEI. X [A,B] S A H 
(A, B] € B, 这 与 引 理 条 件 矛 盾 . 

情形 2 p-2 

FEM g € L, V A= (a,g), B = (b,a?). HAM, A £ Na(B) H B € Na(A). 于 是 
A 循环 . 从 而 L< (a) 为 循环 群 . H&L = (x), WU] (a?^ ^) = (x). 4 e? € (a?) < Z(G), 
W [ca], [cb] € (z?), 得 到 x € G', FE. M (c) = (x). WX [ba] =a. AW 
Waj = cf[e,] = 1, HM [e,5] = e;?.. AAT. b) = (ba? |] = ct. AA, 
因为 [c?,a] = 1, 故 [ea] = 1 EX z?. 这 推出 [bat] = ct. BIETA n= 6. 设 
H = (ab,a4), K = (ba^). WW H Al K JEMA. (BÆ H 4 Ne(K) H. K € Na(H), 
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定理 14.5.16 iG X p H, |G| =p" B. d(G) 22. RJ G 是 2 平衡 p 群 当 且 
4G 是 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 : 
1) 引 理 14.5.13 中 的 群 ; 
) Mp(n 一 2,1,1), HP 4 p=2 时 , Mn>4; 
3) (a, be | a? =< = 1,6 = a+, fb, a] = e, [o a] = at; [c; b] = 1}; 
) 


1—3 


(a,b, c | a?” Tag ela"? b,a] = e,[c, a] = l,[e,b| = 2), 其 中 
5) (a,b,c | a?” = bP =P = 1, [b, a] = c, [c, a] = a?" [c,d] 三 1); 其 中 当 p 郑 5 
时 , Wn>4, $p=3 t}, N) n5, ¥p=2 Hh, N) n 6; 

(6) (a, bye |a? = ci — 1,2? = b fo, b| = e, [e a] = 1, [e, 5] =a); 

(T) (a,b,c | a" ^ = = c? = 1,[b,a] = c, [ea] = 1, [ob] = a^ ), 其 中 当 
prot, Nn>4,i=1 Ri Ap 平方 非 剩 余 , 4 p=3 时 , M n5 i=l. 

证 明 in <4, 由 引 理 14.5.12 知 定理 成 立 . 又 由 引 理 14.5.13, 不 妨 设 n>5 
AL G 非 亚 循环 . 车 |G| = p, 由 定理 1.7.7 和 引 理 14.5.14 可 得 G 同 构 于 (2) 型 群 . 
于 是 由 引 理 14.5.15 WR IG = p. W N «G'(1Z(G), 且 IN|=p. 令 G= G/N, 
N = (x). 由 [26] 中 的 定理 36.1 可 知 , G 非 亚 循 环 . 因此 G 2 M,(n —3,1,1). 不 妨 


再 设 4= (a,x), B= (ba? ^). 则 [4, B] € A B. [A,B] € B. 于 是 A 循环 . 不 妨 设 


Zi n =5, W at =v. BC = (abc), D= b,a. S ?—z, NCS D ARG 
环 . 易 知 [C, D] 4 C E. [C, D] € D, FE. Me? —1. A [b,a] = efc, b] 2 1 WE 
[cb] 1. X € G', s [ca] 2 c. 46 0? — z, WI G AMF (3) MR. HO? — 1, Bt] 
o(ba?) = 2. 3X H = (c, b), K = (ba?,c). JU p.a -a* £H Bat € K, FH. 

E n> 6 Bo =r, 4b —a" b W 5 —1 FETE =L 车 =1， 
由 [b?, a] = c?[e, b] = 1 可 得 [c,b] = 1. 从 而 [caol = x. 此 时 , G 同 构 于 (5) 型 群 . 若 
c? =a, M [cb] = c?. Æ [ca] — 1, WG AHF (4) 型 群 . E [ca] = e, WG 也 同 
HIF (4) 型 群 . 

情形 2 p>2. 

JP = rt, eb =a?" b 则 如 =1. Aw —1 HEA, [07,0] = 

Plo, b] T. AT c? = 1. # [ea] = a, [, b] 2 22. Epli plj, Wad G', FE. 

XP pti, p|j, > bi = bf, c; = c^, HP ik =1 (mod p). M G WWF (5) 型 群 . 车 
pli pti, b =b", c = [ba], KP ptr, W [cib] = at. FE G 同 构 于 
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(7) HE. A pti, pf j, & a = b'a, 其 中 sj = —i (mod p), W [c,a1] ^ 1. 4629 p | i 
的 情形 . 

容易 看 出 , 定理 中 的 群 互 不 同 构 . 由 引 理 14.5.13, 只 需 验 证 定理 中 的 (2) 一 (7) 
型 群 为 2 平衡 p 群 . 

E G 同 构 于 (2) 型 群 , 不 妨 设 


G = (a,b,c | a”? =P == 1, [a, b] = c, [c, a] = [c, b] = 1). 


设 A, B Æ G 的 非 循 环 子 群 . 若 ab € A, 则 |4| 2 p^. 从 而 AIG. BAK 
A, B € (a?,b,c). XI (az,bc) RM, 于 是 G 是 2 平衡 p 群 . AH, 25 G 同 构 于 定 
理 中 的 (3) 一 (7) WF, 则 G 也 是 2 平衡 p RE. 口 

推论 14.5.17 设 G 是 2 平衡 p 群 且 d(G) =2, 则 下 面 结论 成 立 . 

(1) 车 p>2, 则 |Q1(G)| <p’; 

(2) € G 非 亚 循环 , RJ [Q1(9(G))| = p^; 

(3) & Q1(G) = G, 则 |G] < pa 

(4) & (G) =G, AJ |G] € p*. 


2. d(G) 2 3 的 2 平衡 p 群 


引 理 14.5.18 设 G 是 2 平衡 p 群 . XE G 是 模 群 , 则 G' 循环 

WEBB # B(G') 关 1, 由 归纳 , 则 G' / (G^) 循环 . 从 而 G 循环 . 故 可 设 B(G') = 
1H|G'| > P. &N«G'(1Z(G) 且 |N| 2 p， 由 归纳 , G'/N 循环 . 从 而 æ = 
C, x Cp. 由 文献 [93] 可 设 G = L(x) B. L = (a) x (b) 的 型 不 变量 为 (p",p"), 其 中 
当 p=2 时 , n>3. FÆ [a,x] =a?" [bz] =v". H A= (a, £), B= (bz). 
为 G 是 2 平衡 FH, A LN (x) 41. ^B LAY (z) = (2?") BaP” =a". 

Hu<v,a,=ar-” . Wi L((a1) =1. 8 H = (a,b), K = (a,x). Wil 
[H, K] 4 H H [H, K] 4 K, FH. Musv. Hp>2Mus2,%a=a? a. 
Zp-2Hu-1l $ n= -iz. 容易 看 出 L 门 (x1) — 1. 矛盾 . m 

9|38 14.5.19 jk G 是 2 平衡 p 8E. 若 存 在 a,bEG 使 得 (a, b) EER, N 
Q1(G) = Qi((a, b)). 

证 明 — 3p, 则 存在 c € G \ (a,b) 使 得 o(c) = p. 设 H = (a,b,c), A = (a,b), 
B= (b,c). BA G Æ 2 SEM p RE, W A< H EX B « H. # d(H) = 2, 由 [247] 中 
的 习题 2.3.10 和 引 理 14.5.15 可 知 |A'| =p. 从 而 4 为 内 交换 的 非 亚 循环 群 . 进而 
r(A) = 3, [Q1 (A)| = p3. FÆ r(A) > 3, |Q1(H)| > pt. 由 定理 14.5.16 导出 矛盾 . 故 
d(H) = 3. 这 推出 H' < (A) EX H' < €(B). 下 面 分 两 种 情形 讨论 . 

情形 1 p>2. 

易 知 , A 同 构 于 定理 14.5.16 中 的 (2), (5), (6) 或 (7) WE. 
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Ti A 同 构 于 定理 14.5.16 中 的 (2), (5) 或 (7) 型 群 , 不 妨 设 
A= (a,b, | a" = =a? — 1 [ba] = [ma] =a", [5] =a?" ). 


由 推论 14.5.17 (3), |®(B)| < p. 从 而 H' < (A) = (a?, x). 易 知 存在 g € (b c)\O(H) 
使 得 [a, g] € (a). AER he (a,g) \ &(H) 使 得 [b, h] € (a). Y€ C = (a,g), D = (b, h). 
则 [a,b] € C B. [a,b] € D, 矛盾 . 

E A 同 构 于 定理 14.5.16 中 的 (6) 型 群 , 不 妨 设 


A= (a, b,m | a =z? = 1,0? = b? la, b] = ,[z, a] = 1, [2,6] =a). 


由 推论 14.5.17 (4), |&(B)| < 9. 从 而 H' = A’ = (a3,v). 易 知 存在 g € (b, c) V O(H) 
使 得 [a,g] € (a). Æ olg) = 9, 计算 可 得 (g3) = (a3)， 从 而 可 设 g = a3. 4 
cı =a7}g. 则 ol(c1) = 3. 不妨 设 [a,c] € (a). 任 取 he (a,c) \ (A) 使 得 [b, h] € (a). 
W C = (a,c), D = (bh). 则 D 关 Ne(C) E C € No(D), 矛盾. 

情形 2 p-2 

在 此 情形 下 , A 同 构 于 定理 14.5.16 中 的 (2) 一 (5) 型 群 之 一 . 车 4 同 构 于 定理 
14.5.16 中 的 (2) 型 群 , 则 设 


A-(a,bz|a" =b? = r? = 1, [5,8] — 2, [za] = [z,5] = 1), 


其 中 n > 2. 由 推论 14.5.17 (3), |©(B)| < 2. 从 而 H' < (A) = (a?, x). 进而 [a?, b], 
[a,c] € (a). WC = (a?,b), ae ,c). 则 [b,c] € (a). 易 知 存在 9 € (b,c) \ (H) 
使 得 [a,g] € (a). W E — (a,g ) ME  NG(B ) E B € Na(E), FE. 同 理 , 若 4 
同 构 于 定理 14.5.16 中 的 (3) 一 A ) 型 群 之 一 ， de 口 

推论 14.5.20 KRG X 2 rp EB. p 52. Æ d(G) =3, I |Q1(G)| =p? 

证 明 者 G 不 是 模 群 , 由 [247] 中 的 习题 2.3.10、 推 论 14.5.17 (1) 和 引 理 
14.5.19 可 知 |Q4(G)| < p?. 再 由 文献 [118] 得 到 |Q1(G)| = p. # G ARR, H [93] 
有 G'«U(G). 于 是 (G) = 51(G). 又 由 [26] 中 的 定理 7.1 和 引 理 14.5.18 得 G 
正则 . 于 是 |Qi(G)| = |G/01(G)| = |G/9(G)| = pa， 口 

由 [247] 中 的 推论 7.4.21, 文献 [118], 推论 14.5.17 (1) 和 引 理 14.5.19, 则 有 下 
面 结论 . 

定理 14.5.21 设 G 是 2 平衡 p 群 , E. p>2, 则 下 面 结 论 成 立 . 

(1) # |Q1(G)| > p*, M G 为 模 群 ; 

(2) 若 d(G) 2 4, N) G ARH. 

定理 14.5.22 设 G 是 2 平衡 p 群 且 d(G)=3. NG 中 存在 正规 的 亚 循 环 子 
Z N 使 得 G/N 循环 . 
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WEBB 设 G= (a,b,c), H = (a,b), K = (a,c). 因为 G 是 2 平衡 p SE, FR 
H GÈ K 9G. AHR AIG A 五 非 亚 循环 . 

车 Q0) > p, BER 14.5.17(2) 可 知 存在 g,h € H 使 得 olg) = p H 
H = (g,h). 设 A= (gh,c), B = (c,h). M g ¢ AH. gd B. 由 引 理 14.5.19 可 知 , A 
和 B 亚 循环 . 又 由 G 是 2 平衡 p 群 , 不 妨 设 AIG. 因此 G/A 循环 . 

车 [Q1 (万 )| < p?, 由 引 理 14.5.19 和 推论 14.5.20 可 得 p = 2. DM H 同 构 于 定 
理 14.5.16 中 的 (3) 型 群 . 不 妨 设 


H = (a,b,z | a® = 3? = 1,0? = a4, [b,a] = z, [z, a] = a*, [x,b] = 1). 


则 G < (H) = (a?,z). Æ [a,c] € (a), 则 [a,be] € (a). 不 妨 设 [a,c] € (a) B 
[b,c] € (a). 从 而 K = (a,c) 亚 循环 . S C = (b,c). WAR C 8G HC 同 构 于 定理 
14.5.16 中 的 (3) 型 群 . 进而 得 到 o([b,c]) = 2 A [b,c] =at. KH Jat, b] = [a*, c] =1 
可 得 0' < Z(C). 与 C 为 定理 14.5.16 中 的 (3) 型 群 矛 盾 . 口 

由 [27] 中 的 命题 73.9 易 得 下 列 的 结论 . 

引 理 14.5.23 设 G 是非 Dedekind # p #, |G'| 2 p E. d(G) >3. 若 G 是 2 平 
fir p 3f, RJ G S M, (n, m) x Cga XCpez XXCpet, HP tS 1,n > (m, 61,262, , et}, 
Eš p=2 H, n283. 

定理 14.5.24 ik G X 2 P% p 9f, d(G) 2 4 E. p » 2. Æ exp(G) = p", N 
对 于 G 的 任意 一 个 阶 为 p" 的 元 zi 均 有 G < (2). 

证 明 Æ |G'| = p, 由 定理 14.5.21 和 引 理 14.5.23 可 知 定理 成 立 . d m= 1, 
由 文献 [03] 和 定理 14.5.21 可 知 G 交换 . 由 引 理 14.5.18 M m > 2, G' = (y) 
E oly) > P. $ G = G/W”). WIG | = 车 存在 zeG 且 olz) = pm 使 得 
G' (1a) = 1, N o(z) = exp(G) = p^. 从 而 到 < (z), 进而 G' < (2), 矛盾 . 因此 
对 于 G 的 任意 一 个 阶 为 pm 的 元 r, WH G(x) Z1. RN<G HIN =p. RU 
exp(G/N) = o(zN) = p"—!. 由 归纳 可 得 , G'/N < (x)/N. 于 是 C < (2). o 


3. d(G) >4 的 2 平衡 2 XE 


引 理 14.5.25 设 G 是 2 平衡 2 群 ,d(G) 2 4, |[G'| 24, N < G'(CuZ(G) 且 
|N| =2. # G/N 是 非 Dedekind # 2 Æ, N) G' 循环 . 
证 明 设 G=G/N, N= (x). 由 引 理 14.5.23 Pi d(G) = 4, 


其 中 n > 3. 假设 G' 非 循环 , 则 ola) = 2”. 
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车 cx =d” =1, 则 |Q1(G)| > 8. ER y,z € G, 由 引 理 14.5.19 推出 (y,z) 为 
交换 群 或 为 内 交换 的 亚 循环 群 . 于 是 [a c] = [ad] = 1. 设 A = (bc, d), B = (a,c), 
C = (a,d). HA G 是 2 平衡 2 群 , 故 [b,c] = [b,d] = [c,d] = 1. 这 推出 |G'|=2. 与 
引 理 条 件 了 矛盾. 车 cU = b2”= 1 或 d? =P" =1, 同 理 可 得 矛盾 . 

E d = 1, M o” = =r 4 m> sN, a=b Hms 
s=m>2Rs=m=1, [b,c] = 1 if, > b = be? ". W e =1 MR” -1 F 
JB. MAR m= s= 1 H b,c] =z. X D = (d,a*b), E = (d,aà?c). H G 是 2 平 
衡 2 群 可 知 , 存在 g € (b,c) 使 得 [d,g] = zx， 从 而 存在 h € (b,c) 使 得 [d ah] = 1. 
H = (ah,d), K = (b,c). W [H, K] € H, B [H, K] 4 K, FH. 因此 d” #1. 
HER, b” 1, #1 于 是 ”= e = d2 =e. PHKt=am=s l, 
[b,c] = [b, d] = [c,d] = z. 再 令 bz = bed, W b3 = 1. 7FJ&. o 

513 14.5.26 j4 G XE Dedekind 2 #, d(G) 2 4 E |G'| 2 2. N G24 
衡 2 群 当 且 仅 当 G 为 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) Ma(n, m) x Caer X Coen X ^: x Coe, HYP t2 2, n > max{m, e1, €2,°-- , ex}, 
H.n2z3; 

(2) Ds * Qs; 

(3) Ma(2, 1, 1) * Qs. 

证 明 Æ G 为 模 群 , 则 由 引 理 14.5.23 可 知 G 为 (1) 型 群 . 设 G 不 是 模 群 ， 
由 [247] 中 的 推论 7.4.21 可 知 , 存在 a,b € G, 使 得 (a, 0) 不 是 通常 亚 循环 群 ， 又 
由 定理 14.5.16 可 知 , (a,b) & Qs 或 Ma(2,m) 或 Mo(m,1,1), 其 中 m > 2. FER 
z,y € G, A |G'| = 2, & [z,y?] = 1. 这 推出 8(G) < Z(G). Mil a ¢ 9(G), 
bé &(G). W d(G) — t-- 2. 则 存在 zx1,z2,… ,zi, 其 中 o(zi) = 2%, 1 <i < t, EA 

= (a,b, 21,22,::: , a). PIT ei > e2 2 > et, [r5 a] = [zib] = 1. 

若 (a,b) = Ma(m, 1,1), 其 中 m 2 2, 不 妨 设 


a" =b?=c?=1, [ab-oe [e,a] = [cb] =1. 


由 引 理 14.5.19 得 (G Uil b,c). FER 149 € G, WW (g)(Ya,b) 41. B 
(zi) a,b) = (22^), 其 中 lee E (wi) a,b) < (a), WW 22" = a. 当 
Aged npe i M o cur BE, Sat c aT" 则 (x "A Ye,0) =1 

(a1) (Ya, 6) = 1, 矛盾 . 故 (xi) Nla, b) £ (a). TEES “sao SicjK<t, 
reat # vi > 23 [ri 2j] = 1, 4 cj —ajpo 7. WU (a j (Ye b) < (a), 7F 
JB. TÉ x? = o?" c H [zi, 2] =. 这 推出 + 二 2. Puet W o(a —lba;) = 2. 矛盾 . 
Mu; > 2. 令 r= ra? Me? — c. 从 而 可 设 2? = 22 — c. neii (a*2x1,b), 
B = (a?2z2,b). AG 是 2 平衡 2 E, RM m = 2. 因此 G = M2(2, 1,1) * 
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AF (a,b) S Ma(2,n), 不 妨 设 at = b” = l,[a,b] = a2， 再 设 4 = (ab, zi), 
B= (bz), HH 1«i«t. JU1z (ws) a,b) £ (0). 于 是 可 设 (wi) Ma, b) = (52^), 
H r?” = ab". AWER vi = 1, [z,2;] 2 aà?, 其 中 zz ü 1« j « t. 进而 推出 
t=2. F#n=1,WG=Dg*Qs. n 22. Æ u = us = 1, Jl] (a, 22)? = abt. 不 
W u 1. 5 u > 1H, $ a = ab?" gil. 当 wi =0 NM, > a = ab? gil. 
则 (a1, b) S Ma(n, 1, 1). 于 是 G = M3(2,1, 1) * Qs. 

车 (a,b) = Qs, ER g € G \ (a,b, (G)), 则 (a,b) Nig) < (a°). Y o(g) = 2*. 
# (a,b) (Y(g) = (a), WW (ag?" *, bg?" ^) = Ma(2,1). HATH (a,b) (Ya) = 1. 于 是 
M1i<ig<t his, (zr) € Qs. 不妨 设 (zi,2z;) 为 通常 亚 循 环 群 ， 于 是 得 
到 (zi,z;) 交换 . 从 而 可 设 (zi) (xj) = 1, (a) Mai, z;) = 1. BE A = (215,22), 
B = (xa, £2). H G 是 2 平衡 2 群 得 olzi) = 2. M o(xi) = 2. 由 此 推出 G 是 
Dedekind 8f, 与 引 理 条 件 矛 盾 . 

容易 看 出 , 引 理 中 的 群 为 互 不 同 构 的 2 平衡 2 群 . 口 

引 理 14.5.27 ik G £2 AE 2E, N < G' 门 2(G) 且 |N|=2. 则 G 中 不 存 
在 商 群 G/N 使 得 G/N = M2(2,1,1)* Qs. 

WEAR, 则 设 

G=G/N=(4,6,¢,d| a4 = bt == 21,2 = b, d, a] = b, [e 6] =©, 

[a,b] = [a, c] = [b d] = [e d] = 1). 
EH [c?, b] = ct  o(c) = o(b) = 4. 从 而 (a, d) 为 内 交换 的 非 亚 循环 群 . 由 引 理 14.5.14 
和 引 理 14.5.19 可 知 (a, d) S Mo(n, 1,1), HA n > 2 H |Q1(G)| =8. & at — 1, I 
d? = 1, 推出 |Q3(G)| > 16, FE. Mat #1. 4p d? X 1, $ d — a?d. I d? — 1. ^h 
fW = 1, 2 =b. F [bc] = b, W (b, c) = Qa. RA= (b,c), B= (2, d). AW 
G Æ 2 FOR 2 E, dix [c,d] = [b,d] = 1. 8 H = (a?c, d), K = (a?b,d). WW [H, K] € H 
H [H, K] ¢ K, FH. 若 [b,c] = a4b?, 则 (bc, a2b) S Qs, 同 理 得 到 矛盾 . 口 

引 理 14.5.28 KG £2 $M 2 #, |G] =27 B. d(G) 2 4, A] |G'| <2. 

WEB] ”车 否 , 4 < |G'| «8. 由 引 理 14.5.11 得 G' 交换 . 

情形 1 1G'| = 4. 

设 N<GNMm2(G) 且 |N|=2. 令 G=G/N. 由 [26] 中 的 命题 1.23 AR G 3E 
Dedekind 群 . 于 是 G 同 构 于 引 理 14.5.26 中 的 (3) 型 群 或 26 阶 的 (1) 型 群 . E G 
同 构 于 (1) 型 群 , 则 G & Ma(3, 1) x Co x Co. 由 引 理 14.5.25 得 G' 循环 . 设 


M3(3,1) = (a, b. | a? = 5^ = 1, [a,b]  a*). 


则 G’ = (at), ola) = 16. 从 而 [D2,a] = a? Z 1, FE. 若 G 同 构 于 (3) 型 群 , 由 引 理 
14.5.27 同样 可 得 矛盾 . 
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情形 2 |1G'| = 8. 

在 这 种 情形 下 , G' = 0(G) H G' = Cs, Ca x Ca 或 Ca x C2 x Cs. 

zi G' = Cs, 则 存在 a,b € G 使 得 o([a,b]) = 8. 从 而 |(a,b)| = 2°. 于 是 (a,b) 
为 极 大 类 群 . 这 与 引 理 14.5.13 的 结论 矛盾 . 

车 G' = C4 x Co, 则 exp(G) < 8 HFE a,b € G 使 得 o([a,b]) = 4. AW 
|(a, b)| < 25, 由 定理 14.5.16 可 得 , (a,b) S Quo 或 同 构 于 引 理 14.5.13 中 的 (6) 型 群 . 
FER g € G \ (a,b), WH H = (a,b,g). Æ d(H) = 2, We [247] 中 的 习题 2.3.10 可 
知 |H' > 8. XH |H| < 2°, 可 得 H 为 极 大 类 群 ， 从 而 exp(H) = 16, FA. 于 是 
d(H) — 3. 

车 (a,b) S Qie, WH as = 1,0? = a, [a,b] = a-?. 易 知 存 在 c € GV (a,b) 使 得 
o(c) = 2. 设 

= (a,b,c), A= (ab,c), — (b,c). 

因为 d(L) —3, 得 到 L’ < P(A) RL’ « O(B). 又 由 推论 14.5.17 (4) 得 , |8(A)| < 4, 
|®(B)| « 4. 从 而 推出 L’ = (a?). 进而 A 或 B 同 构 于 引 理 14.5.13 中 的 (6) 型 群 . 
因此 只 需 考 虑 (a,b) 同 构 于 引 理 14.5.13 中 的 (6) 型 群 . 设 


a=1, P=, ea, 


其 中 i=1 或 2. HM d e G\(a,b), KK = (a,b, d). Hi — 2, MK’ < G' = O((a,b)). 
4 i =1, WW o(ba) = 2. HC = (a,b), D = (ba, d), W K’ < (C) È K’ < (D). A 
A Ox ((a,b)) 非 交 换 , 由 引 理 14.5.19 可 知 D 不 是 内 交换 的 非 亚 循环 群 . 验证 定理 
14.5.16 中 的 群 易 知 | (D)| < |6(C)| = 4. 从 而 K' = (a?). FÆ, 对 i= 1 BR 2, 都 可 
1 ig K' < (a?,b?). 由 : «n zd, iini (a, d], [b, d] € (b?). 从 而 [d?,b] = 1. 再 设 

= (b, d). W b € Ck(9(D))(] Ck(9(E)). AA G 是 2 平衡 2 群 , 推出 a? < (D) 
i € P(E). 又 由 [a? eal 7. 

di G' € C$ x Cz x Co, 则 exp(G) = 4. FER z,y € G, 由 推论 14.5.17 (4) 有 
|(x,y)| < 2*. 从 而 |(a,y)’| « 2. 于 是 G' = (G) < Z(G). Æ (x,y) 为 内 交换 的 非 亚 
循环 群 , 由 引 理 14.5.14 和 引 理 14.5.19 FJA, G' = Q1(G) = Q (lz, y)) € Z(G). F 
JA. 于 是 (z,y) 为 内 交换 的 亚 循环 群 或 交换 群 . We 


G —(a,b,c,d, A-(abc) B= (a,b,d). 


因为 G 是 2 平衡 2 85, 可 设 ASG, (a,b) SA. 从 而 G < 9(A). 进而 |A| = 25. 
于 是 |(a,b)| = 24, o(c) = 4 E. (a,b) (c) = 1. A [a,b] z 1, W (a,b) S Mo(2, 2). 
X [a,b] = a?, C = (ab), D = (b.c). WI (C, D] <C H [C, D] €& D. FH. à 
[a,b] = 1. 同 理 , 由 [a,c] = [b,c] = 1 得 A 交换 . BR H = (b,c, d), K = (a,c, d). W 
ARG HAG. 类 似 可 证 H 交换 . 这 推出 |G'| < 2. 矛盾 . 口 


14.6 AR p 群 的 特征 标的 核 . 267 . 


定理 14.5.29 设 G 是 2 平衡 2 3f, |G) 2 2^, d(G) 2 4 B. n 2 T, 8) G 循环 . 

证 明 din = 7, 由 引 理 14.5.28 可 知 定理 成 立 . Yn 2 8 H |G'| 2 4. d$ 
$(G) z 1, WR H < €(G)O()Z(G), R. |H| = 2. HATTE C/H 循环 , 从 而 G' 循 
环 . 车 (G) = 1, M G' 初等 交换 . 任 取 N < G'(1Z(G) B. |N| = 2. 归纳 可 得 G'/N 
循环 , 从 而 G' = Cs x Co. FA [26] 中 的 命题 1.23, 不 妨 设 G/N AAE Dedekind 2 ff. 
于 是 G/N 同 构 于 引 理 14.5.26 中 的 (1) 型 群 . 再 由 引 理 14.5.25 可 得 G' 循环 . 矛 
盾 . 口 

定理 14.5.30 设 G 是 非 Dedekind 2 平衡 2 群 , |G| = 2", d(G) 2 4, En 2 T. 
iE |G' 22", 则 G = (a,b, z1,22,:- Te | a?! =b = r?” = r? ela = 
1, [b,a] = a? ",[r a] = [b, z] = [zar] - 1, RP 1 & 53 <t,i4j,t>2,u>m, 
u—m2zive,e,-:,e), Hu—m 2 2. 

证 明 ”如 果 m = 1, 由 引 理 14.5.26, 定理 成 立 , 根据 引 理 14.5.28 和 定理 14.5.29 
WK m>2,n>8, E= lg). $ G-GJ/(g?" ), W [G| 2 27—. 由 [26] 中 的 命 
fl 1.23, G/ (g?) HAE Dedekind 8f. 从 而 G 为 非 Dedekind 8f. 由 归纳 假设 , G 为 定 
理 中 所 设 的 群 , 仅 参数 不 同 而 已 . 

因为 G' 循环 , 得 到 a?" = g?" .计算 可 知 [97 ,a] = a? "7, Rp 25k. 
Mii v > m > 2. # [b,a] =a "+", A by = bt, W [bia] = a. F 
是 可 设 [b,a] = a 7. AEE [a] — 1. 38 $7 =a", > ba = ba?" ". NU] 
bs —1. MORE b” = 1. 同 理 可 设 z2”= 1. 这 推出 |Q1(G)| > 16. 由 引 理 14.5.19 得 
[b z;]— 1. WH A= (zi), B= (b; x;). 由 于 G 是 2 平衡 2 群 , 则 [zi,zj] — 1. 由 此 
可 得 G 为 定理 中 的 群 . a 

由 定理 14.5.29 和 定理 14.5.30, 我 们 可 得 到 下 面 的 结论 . 

推论 14.5.31 AG 是 2 平衡 2 群 , [G| 227, d(G) 2 4, Bh n>7. I] G 是 模 
BAG’ < (x), HP x BG 中 满足 o(z) = exp(G) 的 任意 元 素 . 


14.6 ABR p 群 的 特征 标的 核 


KG 是 有 限 群 , G 的 所 有 非 线 性 不 可 约 特征 标的 核 组 成 的 集合 记 为 Kern(G). 
由 于 每 个 正规 子 群 总 是 G 的 一 些 不 可 约 特 征 标 的 核 的 交 , 因而 Kern(G) 对 G 的 结 
构 有 着 重要 的 影响 . 钱 国 华 等 在 文献 [183] 分 类 了 Kern(G) 在 包含 意义 下 恰 为 一 条 
链 的 有 限 p BE. 本 节 介绍 他 们 的 工作 . 

以 下 Frr(G) 表示 有 限 群 G 的 不 可 约 复 特征 标的 集合 且 cd(G) := {x(1) | x € 
Irr(G)}. 

引 理 14.6.1 设 G 是 有 限 p 群 且 c(G)=3. 若 G3=2Z(G) 门 Gz,|Gs|=p 且 
G2/G3 循环 , 则 G/G3 有 交换 极 大 子 群 . 进一步 , cd(G/G3) = {1, p}. 
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WEBB IM yi € Go\G3s 使 得 Ga = (y1)Gs 以 及 yo € G2z\Gs. 由 [90] 中 的 推论 
2.24 可 知 , |Ce/c,(veGs)| < Ca (v2). 因而 


p^ |G| = |Cc;a, (y2G3)| < lCc(y2)] < p 1G] 
B. 
Ce(y1) = Cc(G3) € Calya). 


故 对 任意 yo € G2\G3, 有 Co(y2) = Ca(Ga) HBA p|G|. W x € G\Ce(G2), W 
Ce(z) 门 Ga = Gs. 由 于 G2/Gs < Z(G/G3), WA 


Ce(z)Ga/Gs = Co(z)/Gs x G2/Gs. 
注意 到 
ICa(z)/Gs|=p *|Ca(z)| 2 »^'|G/Gs|, Cc(z)/Gs = Co(z)G2/G» < G/G» 交换 . 
因此 Ca(z)G2/Gs 交换 且 阶 至 少 为 
p'|G/Ga||G2/Gs| = p * |G/Gs|. 


由 于 |G/Gs| 非 交 换 , 故 |G/Gs : Cg(x)G2/G3| = p. 由 [90] 中 的 定理 12.11 可 得 ， 
cd(G/Gs) = (1, p}. - 

设 G 是 非 交换 p 群 , 易 见 c(G) < 1--log, |G'|. 由 引 理 14.6.1 可 得 下 面 的 结论 . 

推论 14.6.2 HG AAR p HA c(G) 23. NG 是 极 大 类 的 当 且 仅 当 
c(G) = 1 + log, |G'| 且 G/Gs 为 超 特殊 p 群 . 

引 理 14.6.3 KG 是 有 限 非 交换 群 , K 是 Kern(G) 中 所 有 子 群 的 交 , 则 K — 1. 

WEBB [90] 中 的 引 理 2.21, 推论 2.23 可 知 , KAG — 1. MRK » 1. WA 
为 K 的 不 可 约 的 非 主 特征 标 , x 为 AC 的 任意 一 个 不 可 约 成 分 , 则 Ker x  K. B] 
此 x 为 线性 的 且 x 为 A 的 一 个 扩张 . 取 非 线性 特征 标 wo € Irr(G/K), 由 [90] 中 的 
推论 6.17 可 知 , xwo € Irr(G) JERTEH. Ker (xvo) Z K, FJ. 

定义 14.6.4 K AAIR G 的 正规 子 群 . 若 对 G 的 任意 正规 子 群 全 总 有 
TZK 或 T<K, 则 称 K AG 的 重子 群 . 

定理 14.6.5 KG 是 有 限 非 交 换 p 群 , 则 下 列 陈 述 两 两 等 价 . 

(1) Kern(G) 在 包含 意义 下 是 一 条 链 . 

(2) G 的 所 有 包含 在 G' 中 的 正规 子 群 均 为 G HETH. 

(3) 若 NAG 的 真 包含 于 G' 的 正规 子 群 , 则 N € Kern(G). 

(4) G 是 下 列 群 之 一 : 

(4.1) G' 是 G 的 唯一 极 小 正规 子 群 ; 

(4.2) G 是 极 大 类 群 . 
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证 明 — (1) = (2): 假设 Kern(G) 在 包含 意义 下 是 一 条 链 . KRKIGHK <G’. 
任 取 G 的 正规 子 群 了 , SBR G/(T AK). S G/(T() K) RH, WV T 2 TV)K 2 
G'2 K. FR G/(T(YK) 非 交换 . VE xi,… ,xs 为 G AAW TANK < Ker xi 
的 非 线 性 不 可 约 特征 标 . 显然 , 这 些 x; EA G/(T C) K) 的 所 有 非 线 性 不 可 约 特征 
bs. 由 引 理 14.6.3 可 知 , TOK = Ker xi 门 … 门 Ker xs 由 题 设 条 件 可 设 Ker Xi < 
Ker x2 € :-: € Ker xs, 因此 G/(T ) K) 有 一 个 忠实 的 不 可 约 特征 标 xi. 由 [90] 中 
的 引 理 2.27 可 知 , G/(T () K) 的 中 心 循环 . 假设 T/(T() K) 与 K/O()K) BAA 
1. 由 于 G/(T |) K) X p 群 , 故 


Z(G/(TAK)NT/TAK) 与 2(G/(TNK))NK/(TNK) 


均 不 为 1， 进 而 Z(G/(T(|K)) 非 循 环 , FS. Al, YA T/(T()K) = 1 X 
K/(T()K) = 1, 进一步 ,了 7 < K R K « T. AH, C 的 每 个 包含 于 G' 的 正规 
FR K WA G 的 重子 群 . 

(2) > (4). 首先 证 明 : 车 N JG HN <C, W G/N 满足 假设 (2). 设 K/N 
5 T/N 为 G/N WERTH. K/N < (G/N) = G'/N. 则 K, TAG WERT 
群 且 K < G'. 由 于 K 是 G 的 重子 群 , 故 KK<T 或 K>7T. HMA K/N « T/N 
或 K/N 2 T/N. 因而 K/N 是 G/N WETH. 

设 |G'|=p, 由 于 G' 为 G 的 重子 群 , 则 G' A G 的 唯一 的 极 小 正规 子 群 , 此 时 
G 为 (4.1) 型 群 . 

FEIG'|2p. 下 证 G 是 极 大 类 p E. W c(G) =n. 

re (1): GiGia 循环 , 其 中 i = 2,… ,n. 

由 于 G/G 满足 题 设 条 件 , 由 归纳 假设 可 知 , 对 于 i=2,…,n 一 1, 有 Gi/Gi#1 
循环 . 由 于 Gn < Z(G), kG, 的 所 有 子 群 均 正规 , 因而 是 G HETH. 由 定义 可 
Al, Gn 的 所 有 子 群 在 包含 意义 下 构成 一 条 链 , 因而 G 循环 . 

断言 D: TAG 的 交换 正规 子 群 且 TG. 为 阶 至 少 为 p? 的 循环 群 , 则 
T 循环 . 

考虑 Q1(T) = (z ET| z? = 1). 由 于 Qi) 为 了 的 特征 子 群 , SX Q1(T) aG. 
E (T) 初等 交换 以 及 Go (1T 为 阶 至 少 为 p? 的 循环 群 可 知 , Q(T) < GANT. 
而 UT) A p 阶 循环 群 , B. T 循环 , 

We (IIL): |Gz/Gs| = p. 

假设 |Gz/Ga| > P. 由 归纳 法 , 我 们 可 设 Gs = 1. ABTA (1) 可 知 , Go 循环 . 
任 取 x € G\ Go, 由 于 G = G' < Z(G), X (x)Ga 为 G 的 交换 正规 子 群 由 断言 
(IL) 可 知 , (z)Gs 循环 . 因而 , Go 外 的 任 一 元 素 的 阶 至 少 为 5, 也 即 G 只 含 一 个 p 
阶 子 群 . 于 是 G 为 循环 群 或 为 广义 四 元 数 群 . 由 于 G 非 交 换 , 且 广义 四 元 数 群 至 
少 有 两 个 4 阶 循环 群 , 故 推出 矛盾 . 
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* (IV): 者 |G| = p, M G 是 极 大 类 的 . 

由 断言 (I) 可 知 , |G?/Gs| = |Gs| = p. 由 引 理 14.6.1 可 知 , cd(G/G3) = (1, p}. 
设 Z/G; = Z(G/G3), 由 于 G/G3 为 (4.1) 型 群 , 由 [90] 中 的 引 理 12.3 可 知 , |G: 
2Z|=p? E Z/G; 循环 . 

假设 Z > G: AZ 非 循 环 . 由 于 2 交换 , MAK Z = Ax G3, P AS Z/G. 
4 W-(g'|ge Z) WWAZ 的 特征 子 群 ,进而 W aG. BT 1«W « A, sk 
W ž G3 RW £ Gs. 这 与 G3 是 G 的 重子 群 矛 盾 . 

假设 Z > Go A Z 循环 . Ej Gs = Z(G,Z/Z(G) = Z(G/Z(G)). 由 [89] 中 
AOI, 定理 7.7 可 知 , p = 2 B. G 有 指数 为 2 的 循环 子 群 ， 因 而 [G/Go| = 4 或 
|Go| = 2( 见 [89] “FAY T, 定理 14.9), 矛盾 . 因此 , Z = Go, G 为 极 大 类 的 . 

Bre (V): G 为 极 大 类 的 . 

W E <G WE |G2/E|=p?. 由 于 G/B 满足 题 设 条 件 , 由 断言 (V) WTA, G/E 
是 极 大 类 的 . 特别 地 , G/G 为 p? 阶 初等 交换 p RE. A p —2, 由 [89] FAI, 定理 
11.9 可 知 , G 为 极 大 类 的 . Fix p > 2. 由 断言 (III) 和 断言 OV) 可 知 , G/G 为 极 
大 类 的 . 特别 地 , Mi — 2,.…. — 1, A |IGi/Gia| = p. APE: |G,| = p. 假设 
|Gn| > p. 由 于 G 循环 , 故 存在 满足 2 < s < n H Gs 循环 的 最 小 正 整数 s. 设 
T/G, 为 G 的 任 一 主因 子 . 

假设 存在 主因 子 T/G。 WAL T 非 交 换 . 则 T 非 交 换 且 T 有 一 个 指数 为 p 的 循 
HF G. 由 [89] 中 的 IIL 引 理 8.7 可 知 , T 有 唯一 的 非 循环 的 极 大 子 群 4. 因而 
4 为 了 的 特征 子 群 且 4 wa G. BPA, AZG. HAZ G,. 这 与 G。 为 G 的 重子 群 
矛盾 . 

设 对 任意 G 的 主因 子 T/G。 均 有 了 人 交换. 由 断言 (ID 可 知 了 交换. 假设 > 3. 
由 于 |Gs_1/Gs| = p, MAM T= Goi. 于 是 G1 循环 , 这 与 s 的 取 法 矛盾 . 因而 
G2 = Gs. IER e Go. 由 于 G/Gz 初等 交换 , 故 可 取 了 = (z)G2. AF T 循环 , 故 
cr 的 阶 至 少 是 p. 因而 G 有 唯一 的 p? 阶 子 群 , 这 与 [89] PAIL, 定理 3.8 矛盾 . Al 
而 |G.| = p, E G 为 极 大 类 的 . 

(4) > (1) E (4) > (3: X G 是 满足 (4.1) 或 (4.2) WAR p 群 , 则 对 任意 
p! = p,p! ,pt = |G'|, G' 有 唯一 的 p! Br G 的 正规 子 群 N. 于 是 , 1 = No < 
NV 

FER K € Kern(G), 选取 G 的 满足 G/E 非 交 换 且 E > K 的 极 大 正规 子 群 E. 
由 [90] 中 的 引 理 12.3 可 知 , G'E/E A p 阶 循环 群 , 因而 (C QE) =p. 于 是 
G' 门 B= Ni. 由 于 G/N A (4.1) 型 群 , G'/Ni_1 为 G/Ni_1 的 唯一 极 小 正规 
子 群 . 于 是 E/NSQ-A,E-NLGÍ-G'(QE,BK«Ec«-«G'. 因此, Kern(G) 是 集 
合 (N|0xixct-—1) 的 子 集 , H Kern(G) 在 包含 意义 下 是 一 条 链 , (1) 成 立 . 
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由 引 理 14.6.3 可 知 ， 
N; = {Ker x | x € Irr(G), Ni < Ker x, x(1) > 1). 


由 于 Kern(G) 在 包含 意义 下 是 一 条 链 , 故 存在 G 的 非 线性 不 可 约 特征 标 x, 使 得 
Ni = Kerx, (3) 成 立 . 

(3) > (2: & E,K 为 G WEMTRAE<G, WE<KMEN\K<EKX 
G'. 假设 ENK < E < G', M ENK € Kern(G). Bi [90] 中 的 引 理 2.27 可 知 ， 
Z(G/(E(|K)) 循环 . 类 似 于 (1) => (2) 的 证 明 , 我 们 可 得 K = ENK, Bl K « E. 
因此 G 的 包含 在 G' 中 的 正规 子 群 均 为 G 的 重子 群 , (2) R. Oo 

ik 14.6.6 假设 G 是 有 限 群 但 不 是 D 群 . 若 G 的 包含 在 G' 中 的 正规 子 群 均 
为 G 的 重子 群 , 则 Kern(G) 在 包含 意义 下 是 一 条 链 . 但 反 过 来 不 成 立 . 

证 明 设 1= N,N, ,Ns =C AG 的 包含 在 G' 中 的 所 有 正规 子 群 且 
WA G 的 重子 群 ， 由 重子 群 的 定义 可 设 1= No<Ni<.…<N。=G. 设 
K € Kern(G). 由 G' AG 的 重子 群 可 得 G' > KRG < K. 由 G/K 非 交换 得 
G! > K. 于 是 Kern(G) 为 集合 {Ni | 1 < i < s 一 1} 的 子 集 . 因而 Kern(G) 在 包含 
意义 下 是 一 条 链 . 

设 G= 五 xU, 其 中 五 为 8 阶 非 交 换 群 ,U 为 3 阶 循环 群 , 则 Kern(G) = (1,U). 
BETH'UHHZU,ikG = 万 不 是 G 的 重子 群 . 口 

注 14.6.7 ik G 是 有 限 群 但 不 是 p 群 . X Kern(G) 在 包含 意义 下 是 一 条 链 ， 
则 对 任意 的 真 包含 在 G' 中 的 G 的 正规 子 群 N AN € Kern(G). 但 反 过 来 不 成 立 . 

证 明 — Kern(G) 在 包含 意义 下 是 一 条 链 , N 3G 且 N < G'. 由 引 理 14.6.3 
可 知 ， 

N = (Ker x | x € Inr(G), N < Ker x, x(1) > 1}, 
因而 存在 非 线性 不 可 约 特征 标 x 使 得 N = Ker x. 

下 面 证 明 逆 命题 不 成 立 . 8 G =H xU, EP H Qi U = Cs, Jl] WH’ =G" 
E 1,2Z(H) Æ G 的 包含 在 G' 中 的 所 有 正规 子 群 . WE xoxo DAA HOY 2 RAM 4 
次 不 可 约 特征 标 , o AU 的 忠实 的 线性 特征 标 , 则 xi x o 和 x2 xo AG 的 非 线 
性 不 可 约 特征 标 , 且 它们 的 核 分 别 为 Z(H) 和 1. 但 U 是 不 可 约 特征 标 Xi x lr 的 
核 , 其 中 1v WU 的 主 特征 标 . 因此 Kern(G) 在 包含 意义 下 不 是 一 条 链 . 口 

推论 14.6.8 设 G 为 非 交换 需 零 群 , 若 Kern(G) 在 包含 意义 下 是 一 条 链 ， 则 
G 或 者 为 定理 14.6.5 中 所 述 的 群 ,或 者 G — PxU, 其 中 忆 为 定理 14.6.5 中 的 (4.1) 型 
HU 为 素数 血 阶 循环 p 群 . 

证 明 设 Pe Syl,(G) E P 非 交 换 . N G= P xU, Èt U XRRR p' RE. 
显然 , Kern(G/U) 在 包含 意义 下 是 一 条 链 ， 因 此 , P 是 定理 14.6.5(4) 中 所 述 的 群 
a, 
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假设 GP. 设 x 为 PP 的 非 线 性 不 可 约 特 征 标 , 入 AU 的 线性 特征 标 . 此 
时 vw := x x A € Irr(G) H Kernyy = Kerny x KernX， 由 于 集合 {Kern(w) | Ae 
Irr(U), \(1) = 1} 中 的 子 群 构成 一 条 链 , 因而 (Kern(A) | A € Irr(U), A(1) = 1) 在 包 
含意 义 下 也 是 一 条 链 . 于 是 UJ/U' BRAGA, 进而 U (JE SECOS TRAN 
群 . 下面 只 需 证 明 P 是 定理 14.6.5 中 的 (4.1) BH. AM, P 是 (4.2) 型 群 ， 此 时 
存在 P 的 非 线 性 不 可 约 特征 标 xi, xo 使 得 Kerny; = 1, P; := Kernx。 > 1. 因而 
P, = Kern(x2 x A), 其 中 A A U 的 忠实 的 线性 特征 标 , E U = Kern(Xi x ly). 于 
是 P, U 均 属 于 Kern(G), 进而 Kern(G) 在 包含 意义 下 不 是 一 条 链 , 矛盾 . 口 


14.7 上 自 同 构 群 相同 的 2 群 的 例子 


众所周知 , 两 个 不 同 的 群 可 能 有 相同 的 自 同 构 群 , 例如 , Aut(C3) 兰 Aut(C4) S 
Cy 和 Aut(C4 x Co) S Aut(Ds) S Da. HFC, AD, 分 别 表 示 n 阶 循环 群 和 nn 
阶 二 面体 群 . 但 是 对 一 个 给 定 的 素数 p, 还 不 知道 是 否 存 在 两 个 不 同 阶 的 非 平凡 p 
群 具有 相同 的 自 同 构 群 . 进一步 地 , Berkovich 提出 了 下 列 问题 : 是 否 存在 一 个 p # 
G 及 其 真子 群 H 使 得 Aut(G) S Aut(H)? 见 [26] 中 的 Problem 211. 该 问题 也 在 
Khukhro 和 Mazurov 的 书 [112] 中 作为 问题 15.27 提出 . 对 于 p = 2, 李 天 则 在 文献 
[132] 中 构造 了 一 个 简单 例子 对 这 个 问题 给 出 正面 的 回答 . 

用 C2 表示 2^ 阶 的 初等 交换 2 SE. S C = (1) = C4 H E = (22,14,25) = C3. 
E 的 生成 元 下 标 在 后 续 中 是 清楚 的 . 

G= ExC0 = C x 04, HEA CHEAR p 之 下 的 半 直 积 , 其 中 o 
C — Aut(E) 定义 为 


e(zi)(z2) = T2274, v(xi)(x4) = zazs, p(T1)(T5) = zs. 
x T3 = 至: 显然 ， 
[23 £2] = X5; [zx3, z4] = 1, [zx3, £5] zem. 


W H = (z2,23,24, 25). 显然 H = (25,23) x (x4) = Dg x (24). 

下 面 , 我 们 将 证 明 Aut(G) & Aut(H). Alt, 先 需要 G 和 H 的 特征 子 群 的 一 
些 信息 . 

引 理 14.7.1 构造 的 群 G 和 具有 下 列 的 性 质 ， 

(1) H' = (zs) E Z(H) = (za, 25); 

(2) Z(G) = (zs) 且 @ = (x4) x (25); 

(3) Q1(G) = H; 

(4) B(G) = (za) x (za) x (zs) E G/9(G) = (1) x (z2) = C2 x Ca. 
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证 明 G 的 任意 元 素 可 以 唯一 表示 为 sty 的 形式 , BP O<k <3 Hye E. 
计算 可 得 G\ A 中 的 元 素 都 为 4 阶 ， 因 此 (3) 成 立 ， 因 为 G 是 一 个 2 群 , 故 
B(G) = C'U: (G). 其 他 的 证 明 可 以 直接 得 到 . wa 

现在 我 们 证 明 如 下 定理 . 

定理 14.7.2 Aut(G) Aut(H). 

证 明 ”先决 定 Aut(H). 注意 到 万 的 任意 元 都 可 唯一 表示 为 05? (223) 212! 
的 形式 , 其 中 az, a3,a4,a5 € (0,1). $ e € Aut(H). 考虑 p(zi), i = 2,3,4,5. 由 引 
38 14.7.1(1) 可 知 


y(ts)=25, p(z4) = z418, (ra) = zo(zaza)'r$z2, (x2) = za(z273) 2121, 


其 中 ab c, d,e, f. g € (0,1). AW z223 的 阶 为 4, 故 有 be = 1. 另 一 方面 , 可 知 满足 
上 述 条 件 的 任意 一 组 a,b, c,d,e, f, g 决定 了 H 的 一 个 自 同 构 . 于 是 |Aut(H)| = 2°. 
如 下 定义 p1, G2, P3, P4, 95,96 € Aut(H): 


T2 — T2, T2 — T3, X2 — T274, 
Q1: T3 — T3, po: Z3 — Z5, 3: T3 — T3, 
T4 — Lars, T4 > T4, T4 — T4, 
T2 — T275, T2 — T2, T2 — T2, 
Ya: T3 — T3, 5: T3 一 X324, 6: X3 — 1325, 
T4 `> T4, T4 — La, T4 — T4. 
显然 上 述 自 同 构 都 是 2 阶 的 . 


注意 到 有 一 个 自然 同 态 Aut(H) 一 Aut(Z(H)) & GL(2,2). $ K 为 这 个 自然 
同 态 的 核 . 则 Aut(H) = K x (i). 直接 计算 可 得 v3, p4, ps: po 之 间 可 交换 . 此 外 


PS = 05, v$ —9s vi =Po, PE = pa 
因为 |K| = 25, 所 以 
K = (pa 4,95, 96) X (p2) = C3 x Co. 
并 且 , pl 如 下 作用 于 K: 
Ys = vsta, PE 一 95p6， 9 人 一 94 Q6 — 99 Vi = $2. 


现在 考虑 Aut(G). 注意 到 G MEMRAM RAN ch aba otic’ 的 形 
sh, 其 中 bj, bo, b3, ba, bs € (0,1). & 0 € Aut(G). 由 引 理 14.7.1 可 知 


(zs) — zs, (r4) = z4x8, (r3) = Lard, 
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O(x2) = Za2zdzSzt ， b(z1) = 212225257], 
其 中 a, b, C, d, €, Zi g, h,i,j € (0, 1}. 因为 
0(z;) —1, O(a)? =O(a3) E [0(21),0(z2)] = 0(z4), 


我 们 也 有 d=0,b=9,c=it+gh Ha=e+h(mod2). 另 一 方面 , 可 知 满足 上 
述 条 件 的 任意 一 组 a,b, c, d, e, fg, hij RET G 的 一 个 自 同 构 . 于 是 |Aut(G)| = 
|Aut(H)| = 2°. 

FERE 01, 02, 05,04, 05, 05,05 € Aut(H). 


Tj — T4122, T] — Tj,T315, TQ > 123, Tj > @1%4, 
T2 — I2, T2 — 1201425, T2 —> T2, T2 — T2, 
01 E 05 : 95 : 94 : 
T3 — T3T4, T3 — T3, T3 — T3, T3 — T3215, 
T4 — TA, T4 — La, T4 — T4T5, TA — T4, 
TQ — TI1T5, TQ `> Tj, Ti > T], 
T2 — T2, T2 — T275, / T2 — L224, 
Os : te : A, : 
T3 — T3; T3 一 T3, T3 一 T3, 
T4 — T4, T4 > T4, T4 一 T4T5. 


上 述 自 同 构 除了 0, 都 是 2 阶 的 . 05 的 阶 为 4 且 02 = 050305. 
类 似 地 , 有 一 个 自然 同 态 Aut(G) 一 Aut(G/9(G)) & GL(2,2). 令 工 为 这 个 自 
然 同 态 的 核 . 则 


Aut(G) = L x (01), L = (03,04,05,06) x (02) C4 x Cz, 


其 中 
0? = 0306, 097 = 040s, 09 — 605, 08? = 6, 


FFA 6 如 下 作用 于 L: 
0$? =0304, 0? =04, 08=0, 0p =0605, 0? = 02. 


XE X. Y : Aut(G) 一 Aut(H) 为 (0;) = pi, 其 中 1 < < 4, v(0s) = pays 且 
V(0s) = paps. 由 以 上 的 讨论 易 得 y 是 一 个 同 构 映 射 . 口 

注 14.7.3 ”在 计算 代数 系统 GAP [216] 中 的 小 群 库 中 , G = SmallGroup(32, 6), 
H = SmallGroup(16,11) H Aut(G) = Aut(H) € SmallGroup(64,138). 在 Hall- 
Senior # 4% [76 «p, H 为 16 阶 群 中 的 6 号 群 , G A 32 阶 群 中 的 46 号 群 且 Aut(G) = 
Aut(H) 为 64 阶 群 中 的 259 3E. 

RAKT IE GAP 的 有 关 知 识 , 可 参考 书 [248]. 


14.8” 极 大 交换 子 群 为 软 的 p E .275: 


14.8 极 大 交换 子 群 为 软 的 p E 


对 于 有 限 p 群 , Héthelyi 在 文献 [83] 引进 了 软 子 群 的 概念 : AR p RRT H 
称 为 软 的 (soft), 车 Co(H) = 互 且 |Aute( 瑟 )| = p. 该 文 建立 了 软 子 群 的 某 些 基本 
TERR. Héthelyi 在 文献 [84,[85] 中 继续 对 具有 一 个 软 子 群 的 有 限 p 群 进行 研究 , 得 
到 了 许多 有 趣 的 结果 . 特别 是 他 在 文献 [85] 证 明了 : 一 个 有 限 2 群 的 每 个 极 大 交换 
子 群 是 软 的 当 且 仅 当 G/2Z(G) 是 二 面体 群 . 作为 该 结果 的 推论 , 他 证 明了 : 若 G 是 
二 元 生成 的 具有 交换 极 大 子 群 的 有 限 2 群 , 则 G/Z(G) 是 二 面体 群 . 李 世 荣 在 文献 
[129] 从 极 大 类 p 群 的 观察 出 发 , 引进 了 广义 极 大 类 p 群 概念 : AR p 群 G 称 为 广 
义 极 大 类 的 , Æ c(G) = 1--log,(]G"]). 他 在 该 文中 证 明 并 推广 了 文献 [85] 的 工作 ， 
给 出 了 一 类 广义 极 大 类 p E. 曲 海 鹏 在 短文 [187] 进一步 推广 了 文献 [129] 的 结果 
到 有 限 p 群 . 下 面 的 内 容 取 自 [187]. 

引 理 14.8.1 ijt G 为 极 大 类 群 且 4 为 G 的 交换 极 大 子 群 . F#HAG HF 
RRARHSEZABREI|H|2p,N HEX. 

证 明 ”对 |G :五 | 进行 归纳 . 车 |G: Al — p, 则 由 文献 [89] 中 的 IT 定理 14.11, 
定理 14.22 可 得 结论 成 立 . 若 |G: 如 | > p, 则 取 子 群 K 满足 |K : HH| = 2 由 
IG:K|<|G:HI| 可 得 KK 是 极 大 类 群 . 因此 H 是 极 大 类 群 . Oo 

引 理 14.8.0 设 4 为 G 的 交换 极 大 子 群 且 d(G) =2. M G/Z(G) 是 极 大 
X 

证 明 CR bE G\ A Hac A\ OG). lll G= (a,b). W c(G) — c. 则 


Gi = ({a, (i — 1)5], Gi41), 其 中 25% 64 


首先 , 我 们 断言 IG. =p E |G| = pe}. 因为 Ge = (fa, (e—1)b]) < Z(G), $ 
la, (c — 1)b]]? = [a, (c = 2)5,0?] = 1. 因此 |G.| = p. 为 了 证 明 |G'| = pt, 我 们 对 
c(G) 进行 归纳 . 设 c > 2. 由 4 的 极 大 性 可 知 Ge < A. 因此 A/G. 为 G/G。 的 交换 
极 大 子 群 且 d(G/G。) = 2. 由 归纳 假设 可 知 


IG'/G4| =|(G/Ge)| = »*6/697* = yf? 


因此 IG'| = pe 
其 次 , 由 定理 1.7.6 可 知 |G| = piG’||Z(G)|. W |G/Z(G)| = pIG"| = p°. AA 
c(G/Z(G)) =c- 1, & G/Z(G) 是 极 大 类 和 群 . 口 


定理 14.8.3 AG Jj3E X d p FF. 则 下 列 陈述 是 等 价 的 : 
(1) # HAG 的 交换 子 群 , 则 |Na(H)/Ca(H)| <p; 
(2) G 的 极 大 交换 子 群 是 软 的 ; 
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(3) G 有 交换 极 大 子 群 , HG/Z(G) 是 极 大 类 群 . 
WERA (1) (2): 显然 成 立 . 
(2) => (3): $ A A G 的 极 大 交换 的 正规 子 群 . 众所周知 , A 也 为 G 的 极 大 交 
换 子 群 . 由 假设 可 知 [G/A] = |Ne(4)/Ce(4)| = p. 因此 A 为 G 的 交换 极 大 子 群 . 
令 G=A(z) E B=2(G)(z). 因为 


CalB) = Ce(z) NG = Ce(z)((Atz)) = (Ce(2)MA)(2) = 2(G)(z) = B, 


故 B 为 G 的 极 大 交换 子 群 . 由 假设 可 得 B 在 G 中 是 软 的 . 
S M-9(G)B. HA BCM AMSG, 由 文献 [83] 可 得 M 是 唯一 包含 B 
的 极 大 子 群 . Rye GAM, > K= (z,y). 则 


G = (M,y) = (B,y) = (Z(G), my) = Z(G)K. 


因此 G/Z(G) = K/K N Z(G) = K/Z(K). BE% d(K) 2-2 B. ANK A K 的 交换 极 
AF. 由 引 理 14.8.2 可 得 (3) 成 立 . 

(3) > (1): EF, 令 G 为 极 小 的 反例 且 A 为 G 的 满足 |Ne(4i)/Ce(4i)| 2 P? 
的 最 大 阶 交换 子 群 ， 取 Na(41) 的 极 大 交换 正规 子 群 B, 其 中 B > A. WAB 
为 G 的 极 大 交换 子 群 ， 因 为 Co(A) > B = Ce(B) H Na(41) € Na(B), 故 
INe(B)/Ce(B)| >p. HA, 的 极 大 性 可 得 B = Aj, 即 A 为 G 的 极 大 交换 子 群 . 
因此 Z(G) < Ay. 此 外 , N := No(A1) 非 交 换 . S AA G 的 交换 极 大 子 群 . 则 ANN 
A N 的 交换 极 大 子 群 . 因为 A1/2(G) £ A/Z(G), B|N/Z(G)| 2 »?| A1/Z(G)]| > p’. 
由 引 理 14.8.1 可 得 N/Z(G) 是 极 大 类 群 . 

令 N=(ANMN)(z). WG = Alz), 从 而 


Z(N) = Canw(®) < Cale) = Z(G). 
进而 Z(N) = Z(G). 因此 N/Z(N) 是 极 大 类 群 . 注意 到 
INN (A41)/A1| = |Nc(A1)/A1 > p’. 
由 G 的 极 小 性 可 得 G=N H A 3G. 因此 
A/Z(G) 3G/Z(G), |G/Z(G)/A1/Z(G)| = |G/Ai| > ING (41)/A1 > p’. 


因为 G/Z(G) 是 极 大 类 群 , K G/Z(G) 的 非 极 大 的 真正 规 子 群 包含 于 9(G/Z(G)). 
所 以 A1/2(G) < A/Z(G), 矛盾 . z 

WH 14.8.4 A G AH 14.8.33) P He. 设 c(G) = c. X p= 2, 则 
G/Z(G) = Ds 


14.9 有 限 p 群 的 子 群 交 Sr. 


证 明 令 G= (a,b, Z(G)) H H = (a,b). W H/Z(H) = H/H(|Z(G) = 
G/Z(G). 不 失 一 般 性 可 设 d(G) = 2. 则 有 如 下 事实 : Ht 为 整数 , 则 不 存在 元 了 € 
G/Z(G) 使 得 G/Z(G) = (2,9) B. 1 z' e (g). AA. H 15: z* 可 得 zt g Z(G). 但 
A5 [rz = 1= [zt,y], 矛盾. 4i p = 2, 则 极 大 类 2 群 只 有 二 面体 群 , 半 二 面体 
群 和 广义 四 元 数 群 . 以 文献 [89] PRII, 定理 11.9b 为 例 . $ t= 2. 则 由 上 面 的 事 
实 可 得 G/Z(G) 为 二 面体 群 . 口 

注 14.8.5 ”定理 14.8.3 和 命题 14.8.4 推广 了 文献 [129] 中 的 定理 3.1 的 主要 
结论 . 


14.9 AR p 群 的 子 群 交 


众所周知 ,Frattini 子 群 在 有 限 群 的 研究 中 起 着 极其 重要 的 作用 . 本 节 考 虑 有 
R p F G 的 三 类 子 群 的 交 对 G 的 结构 的 影响 . 一 个 是 G 的 所 有 p* 阶 子 群 的 交 , id 
为 LG). 另 一 个 是 G 的 所 有 A 子 群 的 交 , WA LA,(G). 再 一 个 是 G 的 所 有 非 内 
交换 的 极 大 子 群 的 交 , 记 为 ua (G). BR, 它们 都 是 G 的 特征 子 群 . Golovanov 
在 文献 [68] 分 类 了 (G) = 2 HAR 2 群 . 安立 坚 等 在 文献 [4] 分 类 了 I3(G) = 4 
WAR 2 群 . 对 于 2 < kk < n 一 1, 张 勤 海 等 在 文献 [276 分 类 了 (G) & Cp- 的 
AR p 群 . 张丽华 在 文献 [266],[267] 分 别 分 类 了 JIa (C) & p^ 的 p^ 阶 群 以 及 
®y4,m(G) > (G) WAR p TE. 本 节 介 绍 这 些 结果 . 


14.9.1 Ik(G) 守 Cn-1 的 p 群 


设 G 是 有 限 z 群 . 当 p>2 且 |G|= p? 时 , 易 证 : G 满足 L(G) & C, 4AM 
当 G 是 Cp x Cp, Mp(2,1) 和 Mp(1,1,1) 之 一 . 另外 ,车 k=n 或 k=1 或 G 循环 ， 
我 们 得 不 到 任何 有 用 的 信息 . 故 以 下 假设 所 讨论 的 群 G 满足 条 件 : 2 < k « n— 1, 
|G|  »",p»2,n24.H G 非 循 环 . HEIRE (G) = Cp 的 有 限 p 群 G. 

以 下 两 个 结果 是 简单 的 但 经 常 被 用 到 . 

3|38 14.9.1 设 |G|=p" 且 |I(G)|=p*-1. 则 

(1) G 的 秩 7(G) >1. 

(2)  H «G. # |H| 2 p^, A) Ii(G) < I,(H). 

(3) (G) < k1 (G); 特别 地 , I4 (G) < 9(G). 

5132 14.9.2 ik G A p" MEE. X exp(G) =p”, M L(G) = Cj, 其 中 
l<k<en-l. 

XH $ Cp- ®M <G,H<G Æ |H| = p*. W 


EMI. LEIA pha a 


HM| = > 
HNM = Tam ? e ow 
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A HOM 含有 M 的 唯一 的 p* 阶 子 群 . 因为 G 不 循环 , 由 [89] 中 的 了 I, 定理 8.3 
可 知 , [Ix(G)| z p*. 从 而 I (G) 兰 Cox-i， 口 

引 理 14.9.3 Æ L(G) & Cp, 则 r(G) = 2. 

证 明 ”因为 G 不 循环 , 故 r(G) > 1. 若 r(G) > 3, WFE H « G18 H S C3. 
于 是 L(G) < L(H) = (H) =1, FH. oO 

定理 14.9.4 3j G X) p^ 阶 交换 群 ,为 满足 2 < 上 <<n 一 2 的 任意 给 定 的 正 
整数 . 则 G 满足 性 质 |Ik(G)| =p*-! 当 且 仅 当 GS Cpr- x Op. 

证 明 <==: 由 引 理 14.9.2 即 得 . 

=>: 对 |G| 进行 归纳 . 5 n= 4 时 , 结论 成 立 . 

假设 n < m 时 , 结论 成 立 . 下 证 n= m 十 1 时 结论 成 立 . 

%4 n=m+1 Rf, 则 kg m=1. RG ES ptt 阶 非 循环 子 群 H. 由 引 理 14.9.1(2) 
AN: [I.(H)]| > |I. (G)| 三 天 X | 其 (再 )| = |9(H)| < p^. 8X |l. (H)| = p=. BH 
纳 假设 可 知 : H 8 Cpe x Cp. 因此 exp(G) > p*. 

Mrs d(G)-2. AA, WHE G 的 子 群 M = Cp x Cp x Cp, W |I. (G)| < 
II. (M)| < p*-?, AB. 再 证 G & Cp- x Cp. AA, 存在 G 的 子 群 N = Cp x Cy, 
TW |Tk(G)| < [I (N)| < p*?, FB. 口 

对 于 非 交 换 的 情况 , 分 大 = 2 Mk > 2 两 种 情况 讨论 . 

引 理 14.9.5 KG Rp" MERA. N L(G) S C EAX GS 
M,(n — 1,1). 

证 明 <==: 由 引 理 14.9.2 即 得 . 

=>: 首先 断言 |Q2(G)| « p. AA, 因为 G 亚 循环 且 p > 2, 由 [89] 中 的 
Satz III. 10.2 可 知 , G IEW. 又 由 [247] 中 的 引 理 5.1.6(3) 可 得 , exp(Q2(G)) <p”. Al 
为 (G) TA, 故 |Q2(G)| <p*. Æ |Q2(G)] — p*, 由 pt 阶 群 的 分 类 可 知 , Q2(G) = 
C,2 x Cy; 或 Mp(2,2). 由 此 可 得 D5(05(G)) 21. 于 是 I2(G)=1. 了 矛盾. 

因为 G 非 循环 且 正 则 , 由 [247] 中 的 定理 2.4.4 可 得 , w(G) = 2. 于 是 G 有 唯一 
性 基 a,b 1874 G = (a) (b) E (a) N) = 1. # ola) = p™, o(b) = p. Zi m, 1 不 同时 为 
1, 则 (a^ ^) (0 ^) < Q2(G). 但 是 |(a?" ) (o ^)| = p*. 这 与 |Q2(G)| < p? 矛盾 . 
不 妨 设 1= 1. 则 (a) 是 G 的 极 大 子 群 . 由 [26] 中 的 定理 1.2 BAT G S M, (n — 1,1). 
口 

引 理 14.9.6 设 G 是 极 大 类 3 群 . 则 I2(G) 兰 Cs 3 B4x 3 G 同 构 于 下 列 互 
不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) (a,b |a? = — c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = 1, [eb] = a7), 其 中 v=1 或 3; 

(2) (a,b. | a9 =e 2 1,55 — a?, [a,b] — c, [c, 0] = a^?, [c,a] — 1). 

证 明 [26] 中 的 定理 1.2 可 知 , G 没有 循环 极 大 子 群 ， 又 由 [26] 中 的 定 
38 1.2 可 知 , G 的 二 步 中 心 化 子 K 是 G 的 极 大 子 群 ， 由 此 可 得 Ko 不 循环 , 特 


R 
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别 地 , Ko 至 少 有 两 个 9 阶 子 群 . 于 是 [D()| < 3. AA |I2(K2)| > |I12(G)| = 3, 
SK L(K) = 3. Æ n > 5, 由 [247] 中 的 定理 8.1.3 可 得 Ko 是 绝对 正则 的 ， 即 ， 
|K : 01(K2)| < 32. 由 [247] 中 的 定理 2.4.4 可 得 Ko 亚 循环 . 由 定理 14.9.4 和 
引 理 14.9.5 可 得 ,Ke & Can_1 x C3 或 Ma(n — 1,1). 所 以 Un-3(K2) S Co. 因为 
Un 3(K2) char Ko IG, 故 Wn a(K2) IG. 但 是 由 [247] 中 的 推论 8.1.4 可 得 , G 没 
有 9 阶 循环 正规 子 群 , 矛盾 . 故 n = 4. 由 [247] 中 的 定理 2.5.8 TA, G 是 下 列 群 
ghe 

(15 1g; b | a? = 0? — c = 1, [e 5] = 6; le, o] = 67, fe, 5] = 1); 

(2^) la, b | à? m c9 = 1,59 =a", la, 5] & c; [e, b| =a, [e a] = 1 

(3^) (a,b | a? = b? = c? = 1, [a,b] = e, [e, a] = 1, [6,5] =a”), 其 中 v=1 或 2. 

若 G AR (1), WHE Hı = (a) = Co H H = (b) x (c) = Cz x Cs 使 得 
Hy (Ha = 1. S I5(G) =1. 矛盾 于 假设 . 

车 G AFF (2’), W Q1(G) = (a3) x (c). Rg eG H. g? z 1. 可 证 : (g?) = (a3). 
事实 上 , 不 妨 设 g = aicóbh. 由 徐 公式 计算 就 有 


g? = (dE = (ac! Plaid, b^ *]3faic? , b-*, o], bE, act] 


Rete 2 P A 5 i2 NS 
=a" [a*, 5-5, b”) [a’, gE a!]b?* = at astă "S = galittk Tk) 


因为 93 x 1, W (3,i -- ik? +k) — 1. 于 是 (g?) = (a9). 这 意味 着 (a?) 含 在 所 有 3? 
阶 循环 子 群 里 , AF 3? 阶 子 群 不 循环 , 则 < 01(G). 由 此 可 得 L(G) = (a?) & Cs. 
此 为 引 理 中 的 群 (2). 

车 G 为 群 (8), 同上 的 方法 , 类 似 可 证 L(G) = Cs. 即 引 理 中 的 群 (1). m 

定理 14.9.7 ik G AAR pæ. N) L(G) & C, 当 且 仅 当 G 是 下 列 互 不 同 构 
的 群 之 一 . 

(1) Cpa=2 X C; (2) M,(n — 1,1); (3) Mj(1, 1, 1) * Cpn-2; 

(4) (a,b | a? = c? = 1,0? = aè, [a,b] = c, [c, b] = a~’, [e a] = 1) (p* 阶 群 ); 


(5) (a,b | a" ^ = 1,0 = œ = 1, [a,b] = c, [b,c] =a" ^, [ea] = 1), KP i 1 
或 i 是 模 p 的 平方 非 剩 余 . 


证 明 ”由 引 理 14.9.3 可 得 r(G) = 2. 特别 地 , G 的 正规 秩 rn(G) = 2. 由 [31] 
中 的 定理 4.1 可 知 , G 是 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 : 

(1) 亚 循环 p E; 

(II) 极 大 类 3 F; 

(III) Mp(1, 1, 1) * Cpn-2; 

(IV) (a,b | a?" ^ — 1,0? = c? = 1, [a,b] = c, [b,c] = a" ^, [c,a] = 1), HH i= 1 
或 模 p 的 平方 非 剩 余 . 
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E G 亚 循 环 , 由 定理 14.9.4 和 引 理 14.9.5 可 得 , G 是 定理 中 的 群 (1) 和 (2). 

E G 是 极 大 类 3 群 , 由 引 理 14.9.6 可 得 ，G 是 定理 中 的 群 (3) 和 (4), 其 中 
p=3, n=4. 

车 G BE (II, 下 证 L(G) = Cp. 显而易见 , Qi(G) = M,(1,1,1). 于 是 


I;($5(G)) = &(1(G)) = Z(Q1(G)) = Cp. 
注意 到 Q2(G) = Mp(1,1,1) * Cp. + 
g € Q2(G), o(g) =p’, g — a't/d*, 其 中 4 j-0,-:,p—1, (k, p) 7 1. 


则 gP = (abid)? = (d*)' = dp， 由 此 可 得 (g?) = (d?) = 2Z(Q1(G))， 这 意味 着 
A(G) 的 所 有 p? 循环 子 群 包含 Z(Q1(G)). 从 而 (G) S Cp. 
# G FER (IV), 下 证 L(G) & Cy. 首先 证 明 : 


Q3(G) = (b c, a" ^) = My(1, 1, 1) * Cpe. 


明显 地 , (b,c, a?" *) < 92(G). 只 需 证 02(G) < (0,4? 7). 4 g = abc e Qs(G). 


2 Pas 2 Tur PEN: 2 NV 
12g? = (P — a Wr et? — ai? . 


由 此 可 得 pn 故 g € (bea 7). 现在 与 群 (II) 中 讨论 方法 类 似 可 得 ， 
I2(G) © Cp. m 

5]38 14.9.8 RG X p" M, n>5,k EE 2«k«n—14£€—A 
定 的 正 整 数 . 车 (G) S Cy, A I2(G) = Cp. 

证 明 EE, 则 首先 可 证 下 列 两 个 事实 . 

(D 对 于 G 的 任意 两 个 子 群 A, 和 U, E H| = |U] = p? E Hi z Us, M 
Hi (Us © Cp. 

(2) exp(G) — p. 

对 于 (1), 明显 地 , 存在 满足 || = |U = p^ 的 G 的 子 群 Ha 和 Us 使 得 
Hi € H B. Ui < Us. 因为 Cp- = 1k (G) < Ho, W 

«(GE KOH] _ pop? 


Ik CO = > ut. d uu 
WI Tym] > m po? 


同样 地 , IL. (G) ANU > p. E (G) 4855, S 1 < |H NU] < p. PEU H NU = Cp. 
对 于 (2), ES, WEE L= Cs. 由 (1) 的 结论 可 得 : 对 于 LZH«GH 
H| 2 »?, A LAH = Cp AA LHA, 故 L(G) & Cy. 与 假设 矛盾 . 
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WX NaGHJ|N|- p. B(2 可 设 N = (a,b. RH N/C 定理 可 知 ， 
IG/Ca(N)| < p AA |G| > př, 故 ICe(N)| > pt. Ma € CG(N)NVN, y € 
Ca(N) \ (a, N). & My = (z,a), Mo = (y,b). W |Mi| = |Me| = p? R. Mif) Mo = 1. 
i5 (1) FÆ. a 

定理 14.9.0 KRG Xp” MH k BE 3«k«n—1 的 任意 一 个 固定 的 正 
整数 . 则 (G) & Cp- 当 且 仅 当 G 同 构 于 Cpr- x Cp A M,(n — 1,1). 

证 了 明 n = 4 检查 p^ 阶 群 的 群 表 即 可 得 结论 . 不 妨 设 n 25. 由 引 理 14.9.8 
可 知 , G 是 定理 14.9.7 中 群 之 一 . 

由 引 理 14.9.2 可 知 , 定理 14.9.7 中 的 群 (1) 和 (2) 满足 假设 条 件 . 

E G 为 定理 14.9.7 中 的 群 (3), BH k 2 n— 1, W IRGI = |&(G)| = p^73. 车 
k « n — 2, WHE 


Hy = (aP?) S Cpe, Ha-(bo*(a" ") = My (1,1, 1) * Cp-2 


使 得 Hi () He = Cpr-2. 明显 地 ， (G) «Hi (Ha 的 阶 g p*?. 因而 定理 14.9.7 中 
的 群 (3) 不 满足 假设 条 件 ， 
若 G 为 定理 14.9.7 中 的 群 (5), 则 


In—1(G) = 9(G) = (a?) x (c) = Cpa-3 x Cp. 
di k«n- 2, G 有 两 个 p 阶 子 群 
Hy = (a ") = Cpe, Ha—(bo)*( ^ )&Mpy(,11)* Cy 


使 得 H3 门 Hs = (a ^ ). 明显 地 , |(a?" ^ ^ )| = p^. 于 是 定理 14.9.7 中 的 群 (5) 
也 不 满足 假设 条 件 . 口 


14.9.2 |I3(G)|=4 2 群 


对 于 24 阶 群 G, |I3(G)| = |&(G)| = 4 SAMS G 二 元 生成 . 故 以 下 假设 所 讨 
论 的 群 G 满足 |G| = 2" H n 2 5. 本 节 分 类 满足 (G) 2 4 WAR 2 F G. 

引 理 14.9.10 设 G X 2" 阶 非 交 换 群 ,n 2 5. X I3(G) = Co x Co, 则 
exp(G) 2-4 E. G X 74 #. 

证 明 由 Ja(G) & Cs x Cs 可 知 exp(G) < 4. Æ exp(G) = 2, Jl] G 交换 . 因而 
exp(G) — 4. 

下 证 (G) = L(G). 由 引 理 14.9.1(3) 知 (G) < 9(G). MARIE (G) < 
L(G). 设 g A G 的 一 个 4 阶 元 , WHE G 的 一 个 8 阶 子 群 H Ao eH. 于 是 
g? € U1(H) = 9(H). 由 于 L(G) 是 H WRATH, 62) < L(G). W g? € 13(C). 
由 g 的 任意 性 可 得 9(G) = Wi(G) < I3(G). 
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再 证 61(G) = B(G) = 13(G) < Z(G). ES, WFE a c G 使 得 a? ¢ Z(G). 从 
而 存在 be G 使 得 [a?,b] Z 1. 即 [a,bj?[a,b,al 关 1. 又 因为 exp(G') < exp(9(G)) = 
2, 所 以 [a,b]? = 1. 故 [a,b,a] 关 1 + H = (a,b). WI c(H) 23. 又 因为 H’ < 9(G) = 
L(G), 所 以 H' = (G) = L(G). 进而 H' = 9(H), 于 是 |H| = 24. 从 而 H ARK 
类 2 RE. 此 时 H' = Cy, 5 H' = C2 x Co 矛盾 . 

最 后 证 GAT, 群 . 对 任意 ry cG 且 [zy 41, M=(z,y). BM'« 
G' < 9(G) 知 : exp(M’) = 2. 于 是 [my = 1. B c(M) < (G) = 2, 从 而 
M' = ([r,y],Ma) S Cs， 由 定理 1.7.7 Fl, M 为 内 交换 群 ， 因 为 e(M) < 9(G), 
所 以 |®(M)| = 2 BR 4. # |6(M)| = 2, W |M] — 8. SHER a,b € G, Jl] a? € 51(G). 
X [a?,b] = [a,b]? = 1, 所 以 01(G) < Z(G), FÆ L(G) = Ui(G) < Z(G). X 
I3(G) < M, W 13(G) < Z(M), 从 而 M 交换 , 5 M 内 交换 矛盾 . 故 |O(M)| = 4, 于 
是 |M| = 16, BY M 为 16 阶 内 交换 群 . 由 M 的 任意 性 , 得 G 为 五 群 . 口 

引 理 14.9.11 RG & 2" BERRA, n > 5. # I3(G) = Co x Co, A 
I3(G x C) # Co x Co, RP m> 1. 

证 明 ”由 引 理 14.9.10 All, exp(G) = 4, 则 存在 g € G 使 得 olg) = 4. Mi 
TE H = (g) x (c) € Ca x Co, EP ce CH. A [I5(G)(] H| = 2, 由 引 理 14.9.1(2) 得 
L(G x CT)| < [I3(G) f] H| = 2, 从 而 I3(G x Cg) 2 C2 x Ca. 口 

引 理 14.9.12 设 G 为 27 阶 非 交换 群 . 则 G 具有 性 质 I3(G) = Cx Ca $A 
仅 当 G 是 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) i b,c|a* = bt = 1,c* =a", fa, c] = t [hc] — a7, leb] = 1); 

(11) (a,b, €| at = = 2 = 1, [e a] = baz, [eb] =a", [b,a] = 1); 

(II) (a1, a2,b,d | at = a$ = 1,0? = a2, ? = a2, [a1,a2] = 1, [a1, b] = aż, [az, b] = 
a2, [a1, d] = a2, [a2, d] = a2a2, [b, d] = 1). 

WEBB ”由 引 理 14.9.10 知 G 为 五 E. 再 由 文献 7] 知 , G 为 下 列 互 不 同 构 的 7 
种 群 之 一 : 

(1) Ma(1,2) x C2, 其 中 n ARR. 

(2 H x03. 其 中 五 = K x (a) Æ K = (b) x (b2) x x (bx) x (c1) x (cg) xx 
(cx) = C2* BE (a) 的 循环 扩张 , 满足 at = 1, b? = bic; c? — c; 对 任意 的 1<i<k 
都 成 立 . n 为 非 负 整数 , k 为 正 整数 . 

(3 Hx CR. HP H = K x (b) Æ K = (ai) x (az) x «+» x (aj) = Ch 8 (b) 的 
循环 扩张 , 满足 ab = aL! 对 任意 的 1 <i < 1 成立 . n 为 非 负 整数 ,! AERX. 

(4) Hx Ce. AP H = (dnas | af = af = 1,0 = a2, [a,b] = a$, [82,0] = 
aj, [a1, a2] = 1), n 为 非 负 整数 . 

(5) Hx Cg. KP H = (apanb | af = af = 1, I — a2,d^ = a2, [01,02] = 
1, [a1, b] = a2, [a2, b] = a2, [a1, d] = a2, [a2 d] = a2a2, [b, d] = 1), n Zu 3E f BR. 
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(6) Hı x C}, Hy = (a,b | a? = bt = c* = 1, [a,b] = c?, [o, c] = [b, c] = 1), P n 
为 非 负 整数 ， 

(7) Hy x Of, Ha = (a,b | a? — b* = c* = 1, [a,b] = c?, [ae] = be", 区 本 = 下 其 
中 m 为 非 负 整数 . 

下 面 我 们 对 上 述 7 种 群 进行 检验 . 

对 群 (1), Al exp(G) = 8, 由 引 理 14.9.10 知 , I3(G) 关 Co x Co. 对 群 (2), 存在 
THE Hy = (e) x (bi) x (52), Hz = (cr) x (a), | 名 | = |E] = 8, 使 得 Hi 人 He = 
(ci) S Co. BE L(G) < Hif|Hs, 故 L(G) 关 Co x Cs。， 同 理 可 证 : # (3) 中 有 
I3(G) 2 C2 x C». 群 (6) 中 , 存在 子 群 Ha = (b°) x (c), Ha = (a) x (c), |Hs| = |Ha| = 8 
使 得 Ha(^] H4 = (c) S C4. Al IS(G) < Ha Ha; 故 I3(G) Z Cox Co. 由 上 述 讨论 可 
知 , 3 (1), (2), (3), (6) 都 不 是 所 求 的 群 . 

对 于 群 (4), 计算 可 知 Q (H) = Z(H) 并 且 Q (H) 兰 CzxC2. AI H Æ n AR 
exp H = 4, 所 以 五 的 任意 8 阶 子 群 入 满足 NN 8 04x 03. FÆ O(N) = €2x C3. 进 
TW Q4(N) = (H). W I(H) & C2x Co. 又 由 引 理 14.9.11 4, Iz (H x C7) Z C2 x Ca. 
从 而 H 是 我 们 所 求 的 群 , 即 定理 中 的 群 (1). 同样 的 方法 可 证 明 群 (5) 和 (7) 有 
(H) & Co x Co. 又 由 引 理 14.9.11 知 , I3(H x CT) € Co x Co. 从 而 五 是 我 们 所 
求 的 群 , 即 定理 中 的 群 (IL) 和 (M). 口 

引 理 14.9.13 KG A 2" MH n 25. € |L(G)| 2 4 E. I3(G) AK, MGA 
亚 循 环 群 . 

证 明 ”首先 断言 条 件 是 子 群 遗传 的 .对 G 的 任意 子 群 H, 由 引 理 14.9.1(2) 
^l: |I3(H)| > |Ia(G)| > 4. 再 来 证 LH) 循环 . 若 |I3(H)| = 4, W (H) 循环 . 38 
I3(H)| = 8, 则 五 有 且 仅 有 一 个 8 阶 子 群 . 故 H 循环 . 从 而 (H) 循环 . 

设 G 是 极 小 阶 反例 , 则 G 是 内 亚 循环 群 . fon = 5, 由 定理 8.1.1 得 


G = (a,b,c | a* = bt =1, c? = a*b*, [a,c] = a?, [b,c] =e’, [a,b] = 1). 


再 由 引 理 14.9.12 知 : I3(G) & Co x Co, FA. in > 6, 由 定理 8.1.1 0: 没有 阶 大 
于 等 于 29 的 内 亚 循环 群 , 矛盾 . 口 

引 理 14.9.14 设 G 为 2m Mr3E4É R34, n 2 5. $13(G) = Cu, MG 有 循环 极 
大 子 群 . 

WEBB ”用 反 证 法 , 假设 G 无 循环 极 大 子 群 . 由 [247] 中 的 引 理 2.2.11 可 知 , G 
中 存在 (2,2) 型 的 正规 子 群 M. 因为 L(G) & C4, 所 以 G 中 包含 M 的 8 阶 子 群 
是 唯一 的 .从 而 G/M 的 2 阶 子 群 也 唯一 . 故 G/M 为 循环 群 或 者 广义 四 元 数 群 . 
E G/M 为 循环 群 , 则 G 中 存在 二 极 大 子 群 (a) 循环 , H G = M x (a), 这 与 G NE 
循环 矛盾 ; 若 G/M 为 广义 四 元 数 群 , 则 G/M 中 存在 与 Qs 同 构 的 子 群 H/M. 再 
XN 是 含 于 M 的 G 的 p 阶 正规 子 群 , 则 H/N 为 16 阶 群 , 并 且 H/N 有 一 个 商 
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群 同 构 于 Qs. 由 16 阶 群 的 分 类 可 知 , H/N & M3(2,2). 显然 , I(H/N) = 1, 从 而 
(H) < N. 由 引 理 14.9.1(2), 有 L(G) < (H) < N, 仍 与 题 设 矛盾 . 口 

定理 14.9.15 G A 2" 阶 群 , n 25. RJ G 具有 性 质 |I3(G)| 2 4 SARS 
G 是 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 : 

(1) Con x C2; (2) Mo(n— 1, 1); 

(3) Dan; (4) Qo»; (5) SDon; 

(B) (a, b,e [at = 0 = 1,2" = a4, [a, e] — ,Bd =a", [a,b] = 1); 

(7) (6, 5,6 lat =? =<? — 1, [e a] — be", [e b = a^, [bà] = T 

(8) (a1,a2, b, d | af = af = 1,0? = a2, d? = a2,[a1, a2] = 1, [a1, b] = o2, (as, b] = 
af, [a1, d] = a2, [a2, d] = a2a2, [b, d] = 1). 

WEB] ”车 G 是 交换 群 , 由 定理 14.9.4 Ap: G 是 定理 中 的 群 (1). 车 G BARR 
PRA L(G) = Ca, 由 引 理 14.9.13 知 : G 是 亚 循环 群 . 再 由 引 理 14.9.14 AU, G 有 
循环 极 大 子 群 .再 由 定理 1.9.1 得 , G 为 定理 中 的 群 (2) 一 (5). F G 是 非 交换 群 且 
Ia(G) = Co x Co, 由 引 理 14.9.12 知 : G 为 定理 中 的 群 (6) 一 (8). 

反之 , 由 定理 14.9.4 知 : 群 (1) 满足 定理 条 件 . 由 引 理 14.9.2 知 , 群 (2) 一 (5) 满 
足 定理 条 件 . 由 引 理 14.9.12 Ap: 群 (6) 一 (8) 也 满足 定理 条 件 . 

同 构 问 题 是 比较 显然 的 . 群 (1) 是 交换 群 , 其 余 都 是 非 交换 群 . SÉ (2) 一 (5) 是 
有 循环 极 大 子 群 的 四 类 互 不 同 构 的 群 , 而 群 (6) 一 (8) 是 无 循环 极 大 子 群 的 群 . 又 由 
文献 [31] 知 , 群 (6) 一 (8) 是 互 不 同 构 的 . 


14.9.3 |L4,(G)|kp"-? BY p” 阶 群 


由 于 每 个 非 交 换 群 必 含有 一 个 内 交换 子 群 , 故 群 G 的 所 有 非 交 换 子 群 的 交 恰 
是 G 的 所 有 内 交换 子 群 的 交 . 本 节 分 类 [LA (G)| 分 别 为 p^? 和 p^ 的 p^ WEE, 
首先 证 明 |I4,(G)| 的 几 个 性 质 . 

引 理 14.9.16 ik G 是 非 交 换 且 非 内 交换 的 p”™ 阶 群 . 则 

) Ia (G) 交换 . 

(2) Ta (G)] < p"-?. 

(3) & [Ia (G) 2 ^^ *, HP 2«k&n-2, MG MHA pr 子 群 交换 . 

(4) # [Ia (G)| = pă, HP 2& k, M d(G) < k. 

WEBB (1) 和 (2) 显 然 成 立 . 

(3) ET, wk 是 满足 2« < n 一 3 的 任意 一 个 固定 的 正 整 数 . $ H Æ p 
非 交 换 子 群 . 则 H > Ia (G). 于 是 H =14 (0). 这 与 (1) FA. 

(4) EB, 设 d(G) = d. 则 G 的 极 大 子 群 的 个 数 为 


lc ppp. 


14.9 AR p 群 的 子 群 交 - 285 . 


令 
上 一 2 十 2 十 达 十 ,十 De 2. 

因为 非 交换 p 群 的 交换 极 大 子 群 的 个 数 至 多 是 1 + p, 故 G BDA + 个 非 交换 极 

KFR. 令 Mi, Ma, Ms, , Mi 是 G 的 上 个 非 交换 极 大 子 群 且 N = f Mi. 因为 

M, 4G, K N 4G. E IN| > p^, M G/N 的 极 大 子 群 的 个 数 至 多 是 


Lp e+p. 


另 一 方面 , 对 每 个 ie {1,2,… ,t}, Mi/N Æ G/N 的 极 大 子 群 . AA d> k, 故 


t»i-pcecpt. 


矛盾 . 由 此 可 得 |N| < p^-*. MAW LA, (G) « N, 故 
g^ = [Ia (G)| < IN| < p". 


这 又 是 一 个 矛盾 . 故 d(G) < k. D 
ik 14.9.17 由 引 理 14.9.16(2) 及 A, 群 的 定义 易 得 , 若 |LAL(G)| = p^-*, 则 对 
EN GEA, X*2«t«k«n-2. 特别 地 , 3 [Lui (G)| =v", M G € Ad. 
定理 14.9.18 KRG 是 非 交换 且 非 内 交换 的 p^ Bret. 则 [LA (G) = p^? 3 
且 仅 当 G 是 二 元 生成 的 A 群 . 
证 明 ==>: 由 注 14.9.17 可 得 G € An 又 有 引 理 14.9.16(4) 可 得 d(G) = 2. 
<=: 因为 Ge Az, W Ia (G) > O(G). 又 d(G) = 2, S |O(G)| =p". 于 是 
La, (G)| > p^-?. 由 引 理 14.9.16(2) 即 得 . " 
下 面 分 类 满足 [Li (G)| = p" 的 p^ 阶 群 . 
引 理 14.9.19 G p^ Brey Ap E. RI [La (G)| =p"? 35 8:435 d(G) = 3. 
证 明 — #775, 由 引 理 14.9.16(4) 可 得 d(G) = 2. 这 矛盾 于 定理 14.9.18. 
<=: 因为 Ge Ap, H Ia, (G) > B(G). X d(G) = 3, 故 |B(G)| = "5. 于 是 
IIa (G) > p^-3. 另 一 方面 , 由 引 理 14.9.16(2) 可 得 , |L4, (G)| < p^-?. 再 由 d(G) = 3 
及 定理 14.9.18 可 得 , [La (G)| A p>. 结论 得 证 . n 
3|38 14.9.20 ik G 是 非 交换 且 非 内 交换 的 p" 阶 群 . 若 [LA (G)| = p^, 9 
G 的 所 有 非 交 换 真 子 群 是 二 元 生成 的 . 
证 明 ”因为 |L4, (G)| = p3, 故 由 注 14.9.17 可 知 , G € Ap 或 As. 若 Ge Ad, 
则 G 的 所 有 非 交 换 真子 群 是 A 群 ， 结论 由 定理 1.7.7 推出 . RG es AQ 注意 
到 A 群 的 每 个 真子 群 是 A 群 或 A 群 .只 需 证 G 的 每 个 A 子 群 是 二 元 生成 
的 . 车 否 , 因为 Ao 的 生成 元 个 数 至 多 是 3, WFE M € Ap 使 得 d(M) = 3. 由 
引 理 14.9.19 可 得 , |L4 (M)| = p("-2-3 = p^-^. 明显 地 , Ia, (M) > La (G). AT 
ILa,(M)| > [Ia (G)]. FJ. " 
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引 理 14.9.21 RG 是 奇 阶 非 亚 循环 的 As 群 . 若 G HB A FHH A 
元 生成 的 , 则 D(H) = 上 51(G)®(G')Gs. 

证 明 AA G 是 hs Sf, 所 以 G 的 所 有 非 交换 真子 群 是 A, 群 或 AH. 于 
是 G 的 所 有 非 交 换 真子 群 是 二 元 生成 的 . 因而 G € B, B. d(G) =2 或 d(G)=3. 

首先 断言 : d(G) 43. AA, 则 d(G) = 3. # G 有 交换 极 大 子 群 , 则 G € D,(3). 
由 [246] 中 的 定理 4.1 推出 G € Ap. 与 假设 矛盾 . 若 G 无 交换 极 大 子 群 , 由 d(G) =3 
可 知 , G 既 非 亚 循 环 也 非 极 大 类 3 群 . 于 是 Ge M',. MH Ge Aa 可 得 |G| p. 
进一步 地 , 由 [246] 中 的 引 理 5.3 可 知 , |G| z p^. 由 此 可 得 |G| > p9. 因为 Ge A 以 
及 G 无 交换 极 大 子 群 , 由 定理 1.7.7 及 假设 可 得 , G 的 所 有 极 大 子 群 是 二 元 生成 的 . 
另 一 方面 , p 是 奇 素数 , 由 [31] 中 的 定理 3.1 可 得 , |G| < p5. TE. 于 是 d(G) = 2. 

4 G-G/9(G')Gs. AA G 是 二 元 生成 的 非 亚 循环 群 , 由 [247] 中 的 推论 2.4.2, 


=p" =@ = 1, [ā,b] = e [ac] = [b, c] = 1). 
则 

G/U1(G)®(G’)G3 = G/U1(G) = G/01(G). 
因为 p > 2, 故 O1(G) = (a, bP). 由 此 可 得 |01(G)| = put, 进一步 地 ， 
|G/U1(G)®(G")G3| = p?. 


于 是 
G/U1(G)®(G")G3 = G/U1(G) 


是 p? BIN A REB. exp(G) = 因而 H/01(G)9(G")Gs Æ p? 阶 的 初等 交换 群 . 现 
在 有 


e(H)0:(G)8(G')63/01(G)9(G")Gs < e(H/U1(G)9(G")Gs) = 1. 


因而 (H) < 01(G)9(G')Gs. KA H «G BH. d(H) =2,  |G(H)| =p". 另 一 方 
H, |G/0:(G)9(G')Gs| = p°. 由 此 可 得 #(H) = 01(G)9(G")Gs. 口 
定理 14.9.22 HG 是 非 交换 且 非 内 交换 的 p" 阶 群 . 则 
(1) # G EHR, N) Ia (G) = p^ 当 且 仅 当 G 是 三 元 生成 的 A 群 或 是 
非 交换 真子 群 均 二 元 生成 的 As 群 . 
(2) 若 G EMR, 则 Ia (G)| 2 p^? SARS p=2 LG 是 下 列 群 之 一 : 
(2.1) Das, 二 面体 群 ; 
(2.2) Q32, 广义 四 元 数 群 ; 
(2.3) SD32, 半 二 面体 群 ; 
(2.4) 有 交换 极 大 子 群 的 例外 亚 循环 Az 群 . 


14.9 AR p 群 的 子 群 交 « 287 。 


证 明 (1) =>: 由 引 理 14.9.20 可 得 , G 的 非 交 换 真 子 群 均 二 元 生成 . 又 由 引 
H 14.9.16(3) 可 得 , G 的 所 有 p^? 阶 子 群 均 交换 . 于 是 由 注 14.9.17 可 得 , G € A 
或 As. 47 G € Ao, 则 由 引 理 14.9.19 即 得 . 

<= E G 是 三 元 生成 的 A: 群 , 则 由 引 理 14.9.19 可 得 Ia (C) = p. 

设 G 是 hs 群 . 首先 断言 G 不 是 2 群 . AR, 则 G € Ds 或 Mo. 若 G € D», 
则 a(G) =2 或 3. 因而 G € D2(2) 或 D2(3). Æ G € D2(3), 则 由 [246] 中 的 定理 4.1 
可 得 G € Ao, FA. 车 G € D2(2), 则 由 [246] 中 的 推论 3.8 可 得 G 亚 循 环 , 矛盾 . 
车 Ge Mo, 因为 G 既 非 亚 循 环 也 非 极 大 类 3 BE, 故 G eM 由 [246] 中 的 定理 
5.2 可 得 G € Ao, 也 是 一 个 矛盾 . 

现在 由 引 理 14.9.16(2) 可 得 Ia (G) < p. 另 一 方面 , 由 定理 14.9.18 可 得 
La, (G)| € p^. & S 是 G 的 所 有 .4s TERRA. 则 


WON n ean). 


MES 
再 令 HEGW-+ A TH. 因为 G 不 是 2 群 , 由 引 理 14.9.21 可 得 


(| $(M) = €(H) = 01(G)®(G‘)Gs. 
MES 


又 d(H) = 2, sk |B(H)| = p(^-0-? = pn-3. 于 是 
Ia (G)| > |&(G) e (4)| = |©(A)| = vp”. 


由 此 可 得 |La, (G)| = p"7?. 

(2) =>: FAYE 14.9.17 可 知 , G € A: 或 As. 又 由 [27] 中 的 命题 72.1 可 得 ， 
IG'| = p? BR |G'| = p?. 4 G € Az, 由 引 理 14.9.19 可 得 d(G) = 3. 然而 , 不 存在 这 
样 的 亚 循环 群 . 故 G 是 亚 循环 的 .As 群 . 通过 检查 亚 循环 群 的 分 类 , 即 定理 6.1.3 
和 定理 6.1.4 可 得 G 是 下 列 群 之 一 . 

(i) 奇数 阶 亚 循环 的 As BE 


r+3 r+s+t r+s r 
(a,b| a?  —1,0 =a” ,a = atr), 


其 中 r,s, t 是 非 负 整 数 且 r> 1. 
(ii) 通常 亚 循环 As RE, 即 


r+3 r+s+t r+s r 
(a,b | a? = 1,0? =a? aè =at? ), 


其 中 r,s,t 是 非 负 整 数 且 n > 2. 
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(ui) 例外 亚 循 环 Ay 3E, 即 (a,b | 和 us garter qb 
aTi”), 其 中 x,s;,t,t 和 ww BIERE, r--s--v-t'-u-4r22,t&nrux 
1, tt’ = sv — tv — 0. 

(iv) 有 循环 极 大 子 群 的 亚 循环 As BE, 即 Dao, Q32 和 SDa. 

车 G REG), 则 (ar, b) 和 (a, br ) 非 交换 , 进一步 地 ， 


Ka", by(^ (a, b” )| = |(a?”, bP”) | = pp2r+s+t-1， 


故 a (G) <p" 4. 于 是 群 G) 不 是 满足 条 件 的 群 . 

E G ÆR i), 我 们 观察 到 (a4, b) Ma, bt) = |(a4, bt). 故 Ia (G)| < 2"-4. 于 
是 群 (这 也 不 是 满足 条 件 的 群 . 

ZG BA (iii), 考虑 G 的 所 有 非 交换 子 群 . 

首先 , G 的 所 有 极 大 子 群 分 别 是 


Mi = (a,b”), Ma-(a?,b, M3 = (ba,a?). 
X Mi 的 所 有 极 大 子 群 分 别 是 
Mu = (a,b), Mis = (0,22), Mis = (b?a, 07). 
M: 的 所 有 极 大 子 群 分 别 是 
Mz = (a?,b?), Maa = (b,a*), Mas = (ba?,a^). 
Ma 的 所 有 极 大 子 群 分 别 是 
Ms, = (a?,8?), Ma; = (ba,a*), M33 = (ba?, a^). 


EÀr-scvc-Üc-u-cAHrz2,WKsc-t-cu-0,0 2. Zsctic-u-0 
8k 1, WW Z(G) = (a?) (b). 车 s+t -u — 2, WW Z(G) = (a?) (bt). 

车 G 无 交换 极 大 子 群 , 则 b? € Z(G). 由 引 理 14.9.16(3) TA, G 的 所 有 p^? 
的 子 群 是 交换 的 , 故 G 的 所 有 非 交换 子 群 可 从 上 面 所 列 的 子 群 中 挑 出 , 即 


My, M2, M3, Mii, Mio, Mis, M21, M22, M23, M31, M32, M33. 


易 验 证 , 所 有 这 些 子 群 的 交 Li (G) = (04,4). W Ia (C) = p^7*. 这 与 假设 矛盾 . 
因而 G 有 交换 极 大 子 群 . 
若 G 有 交换 极 大 子 群 , 则 b? e Z(G). 此 时 G 的 所 有 非 交换 极 大 子 群 分 别 是 


M», Ma, M22, Moa, M32, M33- 
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易 验 证 , 所 有 这 些 子 群 的 交 Ly, (G) = (a4, b?). W JIa (G) = p". 

Xi G ÆR D3o, Q32 或 SD32 之 一 , 通过 简单 的 计算 可 知 [La (G)| = p^. 

<=: 上 述 证 明 过 程 已 给 出 要 证 的 结论 . Oo 

ik 14.9.23 三 元 生成 的 Ao 群 在 [280] 中 的 引 理 2.5 被 列 出 . 文献 [280] 分 类 
了 Aa 群 , 文献 [246] 分 类 了 非 交换 真子 群 均 二 元 生成 的 有 限 p 群 . 通过 对 [246] 中 
的 主要 定理 和 [280] 的 一 个 简单 的 检查 可 得 , 非 交 换 真子 群 均 二 元 生成 的 非 亚 循环 
Az 群 是 文献 [280] 中 的 定理 5.1 列 出 的 群 (F4) 一 (F8) 以 及 文献 [280] 中 的 定理 5.1 
列 出 的 群 (K3)—(K5). 有 交换 极 大 子 群 的 例外 亚 循环 的 As 群 是 文献 [280] 中 的 定 
理 5.1 列 出 的 群 (F1)—(F3). 所 以 满足 Ia (G) =p 的 p^ 阶 群 是 被 分 类 . 


14.9.4 na m(G) > 9(G) 的 p 群 


本 节 所 述 内 容 的 源 动力 来 自 Berkovich 在 其 专著 [28] 提出 的 下 列 问题 . 

Problem 1576(i) Let H € (G) be a normal subgroup of a p group G. Study 
the structure of G provided all maximal subgroups of G not containing H are minimal 
nonabelian. 

为 方便 , Problem 1576(i) 中 的 群 称 为 B 群 .本 节 分 类 8 群 . 首先 对 B 群 作 如 
下 分 析 . & G 是 BE, G 至 少 有 一 个 极 大 子 群 不 含 H, 因而 G 至 少 有 一 个 极 大 
子 群 是 内 交换 的 . 另 一 方面 , 我 们 知道 , 若 p SE G 的 所 有 极 大 子 群 是 交换 或 内 交换 ， 
WW G 是 Ao 群 . 而 A. 群 已 被 分 类 , 因而 可 设 B 群 至 少 含有 一 个 极 大 子 群 既 非 交换 
也 非 内 交换 . 而 恰 有 一 个 极 大 子 群 既 非 交换 也 非 内 交换 的 有 限 p 群 被 Janko 等 在 
系列 论文 [38],[100],[101] 分 类 . 故 不 失 一 般 性 可 设 B 群 至 少 含有 两 个 极 大 子 群 既 非 
交换 也 非 内 交换 . 称 这 样 的 群 为 Bt 群 . 故 分 类 B 群 可 归结 为 分 类 B* 群 . 

张丽华 在 文献 [267] 引进 了 一 个 新 的 子 群 概念 : 有 限 p SE G 的 所 有 非 内 交换 
的 极 大 子 群 的 交 , 记 为 Oy A M (G), BH 


Syam(G)= f] M. 
M<G 
MAI 


其 中 M<G 表示 M 是 G 的 极 大 子 群 , M ¢ A 表示 M 不 是 G 的 .4 TH. 明显 
Hh, Py A wu(G) 是 G 的 特征 子 群 . 下 面 讨论 Bna,m(G) 与 B SERI B* 群 的 关系 . 
定理 14.9.24 有 限 p 群 G 是 8B 群 当 且 仅 当 Oya,m(G) > OG). 

WEA =: 明显 地 , eu u(G)29(G. 9 H£9(G HH aG. 因为 G 是 
BH, 故 G 的 不 含 H 的 极 大 子 群 均 内 交换 . 因而 G 的 非 内 交换 的 极 大 子 群 均 包含 
H. 由 此 可 得 五 < BNA1M(G). 因为 H € 9(G), K BNA1M(G) > 9(G). 

<=: H —-6eyAu(G). JU H 8G. 因为 xA u(G) > 9(G), KH € 9(G). 
明显 地 , G 的 不 含 H 的 极 大 子 群 均 内 交换 . 因而 G 是 B 群 . 口 
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命题 14.9.25 KG 是 有 内 交换 极 大 子 群 的 有 限 p 群 . M IG: Oy A u(G)| < 
p. 
证 明 $ M 是 G 的 一 个 内 交换 极 大 子 群 .由 定理 1.7.7 可 知 d(M) = 2. A 


而 d(G) <3. 因为 9(G) < Bw44m(G), 故 
IG : Eyam(G)| < |G: (G)| = pP < p’. m 


命题 14.9.20 ik G 是 有 限 p 群 . E G 至 少 有 一 个 极 大 子 群 是 内 交换 的 , 也 
至 少 有 一 个 极 大 子 群 不 是 内 交换 的 , 则 下 列 陈述 等 价 . 

(1) |G : ®v.4,m(G)| =p. 

(2) K 更 NM(G) 之 外 , G 的 所 有 极 大 子 群 是 内 交换 的 . 

证 明 ” (2) 一 > (1): 显然 . 

(2)<=(1): 因为 |G : ByA4m(G)| = p, W Oa u(G) 是 G KREKTE. $ 
M 是 G 的 非 内 交换 的 极 大 子 群 . W Byam(G) « M. 因而 na u(G) = M, BB 
Ox A M(G) 是 G 的 唯一 的 非 内 交换 的 极 大 子 群 . 口 

注 14.9.27 若 G X B" 群 , 则 |G: 9 y A.M (G)| Z p. 

命题 14.9.28 G AAR pH. 若 G 至 少 有 一 个 极 大 子 群 是 内 交换 的 ， 也 
至 少 有 两 个 极 大 子 群 不 是 内 交换 的 , 则 下 列 陈 述 等 价 . 

(1) |G :更 NAM(G)| = p’; 

(2) G 的 任意 两 个 不 同 的 非 内 交换 极 大 子 群 的 交 等 于 ON A MG). 

证 明 (1) = (2): 设 Mi 和 Mo 是 两 个 非 内 交换 的 极 大 子 群 . 则 dya mG) < 
Mi N Mo. AW |G : 9y A M(G)| = p?, BW Mı NM = Pya M (G). 

(1) e (2): 设 Mi 和 Ma 是 两 个 非 内 交换 的 极 大 子 群 . 由 假设 得 , Mi NM = 
BNAM(G)， 注意 到 MANM: Æ G 的 2 极 大 子 群 . 因而 |G : ENw4w(G)| = |G: 
Mif M3] = p?. 口 

下 列 两 个 命题 是 简单 的 , 但 经 常用 到 . 我 们 将 其 列 出 , 读者 自 证 . 

命题 14.9.29 设 G 是 有 限 p 群 且 满 足 条 件 : G 至 少 有 一 个 极 大 子 群 是 内 交 
换 的 , 也 至 少 有 一 个 极 大 子 群 不 是 内 交换 的 . 若 |G: BNA1M(G)| =p’, WI 

(1) # d(G) = 2, 则 Oy A, (G) = 9(G). 

(2) # d(G) = 3, A] 9. A, (G) > (G). 

命题 14.9.80 KRG LAR p 群 且 满 足 条 件 : G 至 少 有 一 个 极 大 子 群 是 内 
交换 的 ， 也 至 少 有 一 个 极 大 子 群 不 是 内 交换 的 .车 |G: On4,m(G)| = p. m 
下 NA M(G) = 9(G). 

命题 14.9.25、 命题 14.9.29、 命 题 14.9.30、 注 14.9.27 以 及 定理 14.9.24 的 直接 
结果 是 如 下 结论 . 
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推论 14.9.31 34 G X B* #. m 

(1) |G : 9x4, (G)| = p? E d(G) =3. 

(2) G BSA 1+p 个 非 内 交换 的 极 大 子 群 . 

(3) G 至 少 有 P 个 内 交换 的 极 大 子 群 . 

定理 14.9.32 设 G 是 B* 群 . 则 

(1) ®(G) < Z(G), BNA1M(G) RK. 

(2).G' & O5 3$, G' = C9. 

WEAR — (1) 由 推论 14.9.31(3) 可 设 A 和 B Æ G 的 两 个 内 交换 的 极 大 子 群 . 再 
由 推论 14.9.31(1) 得 d(G) = 3, BN |G : 8(G)| = p?, 由 此 可 得 (A) = (B) = 9(G). 
又 由 定理 1.7.7 可 知 , @(4) = Z(A) E (B) = Z(B). HG = 4B 推 出 8(G) < Z(G). 
再 由 推论 14.9.31(1) 可 知 , 8(G) 是 Gau (G) 的 极 大 子 群 . 因而 PA M (G) 交换 . 

(2) H d(G) = 3 RI &(G) < 2Z(G) 推 出 G'<C3. 若 G' = Cp, W |G: Z(G)| =p’. 
因而 $a w(G) = Z(G). 又 包含 Z(G) 的 极 大 子 群 是 交换 的 , 其 他 的 极 大 子 群 是 
内 交换 的 . 因而 Ge A. 这 与 G 是 B* 群 的 假设 矛盾 . o 

由 以 上 的 分 析 可 知 , 分 类 8 群 可 归结 为 分 类 B* HE. 由 推论 14.9.31(3) 可 知 , B* 
FEDA p? 个 内 交换 的 极 大 子 群 . 又 由 推论 14.9.31 和 定理 14.9.32 可 知 , B* 群 G 
满足 如 下 条 件 : 

d(G)=3, e(G)«Z(G, G'SC2HCG;. 

值得 庆幸 的 是 , 至 少 有 两 个 内 交换 极 大 子 群 的 有 限 p 群 已 被 文献 [8], [9], [190] 分 类 . 
因此 依照 G 兰 C2 或 C3, 只 需 从 中 挑 出 满足 上 述 条 件 的 群 并 证 明 它 们 是 B* 群 即 
可 . 分 类 结果 可 见 文献 [267]. 


14.10 有 限 自 对 偶 p E 


设 G 是 一 个 群 . G 称 为 s AIHA (s-self dual), Zt G 的 每 个 子 群 同 构 于 G 的 一 
个 商 群 . G 称 为 9 自 对 偶 (v-self dual), # G 的 每 个 商 群 同 构 于 G 的 一 个 子 群 . G 称 
A AHHA (self dual), Zt G 既是 s 自 对 偶 的 也 是 g 自 对 偶 的 . 有 限 自 对 偶 群 首先 是 
由 Spencer 在 文献 [210] 发 起 研究 的 . 他 证 明 的 一 个 结果 是 如 下 定理 . 

定理 14.10.1 ARG 是 自 对 偶 的 当 且 仅 当 G ARRAT AMA Sylow 
TER B HER. 

由 定理 14.10.1 可 知 , 有 限 自 对 偶 群 的 研究 可 归结 为 有 限 自 对 偶 p 群 的 研究 . 
一 个 自然 的 问题 是 : 有 限 自 对 偶 p 群 的 结构 是 如 何 的 . 安立 坚 等 在 文献 [6] 首先 确 
ETER: 自 对 偶 p 群 的 结构 , 进而 确定 了 有 限 自 对 偶 p 群 的 结构 . 由 此 易 得 有 限 
s 自 对 偶 群 及 有 限 自 对 偶 群 的 结构 . 李 立 莉 等 在 文献 [122] 确定 了 有 限 内 s 自 对 偶 
群 的 结构 , 作为 副产品 , 有 限 内 自 对 偶 群 的 结构 也 被 确定 . Janko 在 文献 [105] 确定 
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了 每 个 子 群 都 是 q 自 对 偶 的 有 限 非 交换 2 SÉ, YE p > 2 的 情况 下 , 他 在 Q1(G) 交换 
的 假设 下 , 分 类 了 每 个 子 群 都 是 q 自 对 偶 的 有 限 非 交换 p R. 下 面 的 两 个 定理 就 是 
文献 [105] 的 主要 结果 . 

定理 14.10.2 HG 是非 交换 2 群 . 则 G 的 子 群 都 是 gq 自 对 偶 的 当 且 仅 当 以 
下 条 件 之 一 成 立 , 

(a) G 为 广义 二 面体 群 . Pp G 有 一 个 方 次 数 > 2 的 交换 极 大 子 群 A 和 一 个 2 
阶 元 t 满足 a =a 对 所 有 的 CEA4 成立. 

(b G= M xV, 其 中 M—-M3(el e > 3, E exp(V) <2. 

定理 14.103 KRG X GE XE p f, p> 2. HUG) RK, N G 的 子 群 都 是 
q 自 对 偶 的 当 且 仅 当 以 下 条 件 成 立 . 

G=MxV， 其 中 M=M,(n,1), n22, HB exp(V)&p. 
下 面 的 内 容 主要 是 介绍 有 限 s 自 对 偶 p 群 的 结果 . KA [6]. 


14.10.1 有 限 s 自 对 偶 p 群 的 性 质 和 例子 


命题 14.10.4 ik G ZAR s 自 对偶 p 群 . 

(1)  H <G, A) d(H) < d(G); 

(2) exp(G) = exp(G/G"); 

(3) #K AG 的 交换 子 群 , 则 |K| < |G/G"; 

(4) € K £G 的 交换 子 群 且 |K| ^ |G/G'|, RJ K S G/G'; 

(5) G/G, 是 s 自 对 偶 的 ; 

(6) G/O1(G") € s 自 对 偶 的 . 

证 明 (1) 因为 G 是 s AWBR, H 与 G 的 某 个 商 群 同 构 . 设 H S G/N. 则 
d(H) = d(G/N) < d(G). 

(2) Mae G 使 得 o(a) = exp(G). 因为 G Æ s 自 对 偶 的 , MAK (a) = G/N. 
于 是 G' <N. 从 而 G/N = (G/G’)/(N/G’). 故 exp(G/N) < exp(G/G"). 于 是 


exp(G) = o(a) = exp(G/N) < exp(G/G’). 


21 —Fi il, exp(G/G") < exp(G). 因而 exp(G) = exp(G/G"). 
(3) K = G/N. W G' <N. Alf |K| =|G/N| < |G/G']. 
(4) 由 (3) 的 证 明 即 得 ， 
(5) 设 L/G, < G/G,. WL<G. RL=G/M. W L/G, AHF G/M 的 某 个 
商 群 . 设 
L/G, € (G/M)/(N/M) € G/N. 
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因为 c(G/G,) = n—1, W c(L/G4) < n—1. 由 此 可 得 c(G/N) < n—1, 因而 Ga < N. 
Fz 
L/Gn = G/N = (G/Gn)/(N/Gn). 


E L/G, 的 任意 性 可 得 , G/G 也 是 s 自 对 偶 的 . 
(6) & L/U1(G") < G/51(G'). M) L < G. ANE LS G/M. 则 L/Oi(G^) 同 构 
T G/M 的 某 个 商 群 . 设 


L/01(G^) S (G/M)/(N/M) = G/N. 


ALA exp(G/U1(G’))’ = p, X exp(L/O1(G")) = p. 由 此 可 得 exp(G/N) = p, 因而 
51(G') < N. 于 是 


L/01(G') = G/N = (G/01(G"))/(N/O1(G^)). 


E L/U (G) 的 任意 性 可 得 , G/G1(G') 也 是 s AIAH. 口 

引 理 14.10.5 # H x (a) ZAR s 自 对 偶 p 3E, 则 H 的 每 个 极 大 子 群 同 构 
于 万 的 某 个 商 群 . 

证 明 WX G-—Hx(a) LÆ H W]—/7 BK-T E. N Lx (a) BG 的 一 个 极 大 
子 群 . AA G 是 s 自 对 偶 的 , CL x (a) 同 构 于 G 的 某 个 商 群 . 设 Lx (a) > G/M 
H |(a)| = p*. 

d$ M <H, Wl) G/M S H/M x (a). EH [241] FÉM, 定理 2.14 BG LY H/M. 

# M 4H, N] MAH —1. & G/M =T/M x (bM), HF T/M & L, (bM) = 
(a). FÆ G = T(b), |T| = |H|, ((0M)* = M B [b,T] € M. BA |G/H| = pt, 故 
w" e H. 又 由 (bM) = M WA b e M. 因而 如 e HOM = 1. 由 此 可 得 
(b € C4. NA G'«H,i& [b T] e HNM =1. Am G — T x (b). & [241] 中 的 
III, 定理 2.14 HETS H. AX LE T/M, Wh L ARF H 的 某 个 商 群 . 口 

引 理 14.106 # Hx (a) 是 有 限 s EH p E, MH 的 每 个 子 群 同 构 于 H 
的 某 个 商 群 . 特别 地 , H os 自 对 偶 的 . 

证 明 设 工 是 五 的 一 个 真子 群 . 对 |H: 了 作 归 纳 . 令 天 是 互 的 一 个 子 群 
使 得 L<K. EA |W: K| < |H : L|, 由 归纳 假设 , K 同 构 于 H 的 某 个 商 群 . 不 妨 设 


K2H/N, T/N<H/N, T/N&L. 


则 T«H. 由 引 理 14.10.5 可 知 , T AHF H 的 某 个 商 群 . FORTS H/P. 因为 
L=T/N, sk LMF H/P 的 某 个 商 群 . AOR L = (H/P)/(M/P). WL = H/M. 
口 
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定理 14.10.7 X Hx M AAR s 自 对 偶 p 3E, 其 中 M RK, MH 也 是 3 
E HE S. 

证 明 ”因为 M 可 表 为 循环 群 的 直 积 , 由 引 理 14.10.6 即 得 结论 . 口 

定义 14.10.8 ”一 个 群 G HABA s BIA, 若 G 是 s 自 对 偶 的 , 且 对 G 的 
每 个 真子 群 HA H' <C. 

定理 14.10.9 若 G RARs B SS p E, H JE {H | H' 2 G'] 的 极 小 元 ， 
则 Z(G) 有 一 个 子 群 M 使 得 G— H x M. 进一步 地 , H 是 基本 s 自 对 偶 群 . 

证 明 ”不 妨 设 G/M =H. 由 


G' = H' = (G/M)! = G'MJM z G' (MG) 


可 得 CAM =1. AA [M,G] «G'(1M - 1, f M « Z(G). 
EH 的 极 小 性 可 知 , 对 G/M 的 每 个 真子 群 K/M 有 (K/M) < (G/M). 也 有 


(HM/M) = H'M/M € H'/(H'CM) EH = (G/MY. 
因而 HM/M 不 是 G/M 的 真子 群 . 由 此 可 得 G = HM. AA 
H=G/M = HM/M = H/(H(M), 


这 推出 互 门 M =1. 因而 G = H x M. 由 定理 14.10.7 可 得 , H 是 基本 s 自 对 偶 群 . 
口 

下 面 给 出 两 个 有 限 非 交 换 s 自 对 偶 p 群 的 例子 . 将 证 明 : 有 限 非 交换 s 自 对 
偶 p 群 恰 是 这 两 类 p E. 

定理 14.10.10 210] # P AAIR pZ, N P 的 每 个 子 群 是 自 对 偶 的 当 且 仅 当 
PARRHRP=HxK, KP H 是 方 次 数 为 p 的 p? 阶 超 特殊 群 ， KK 是 初等 交 
换 群 . 

下 面 的 第 一 个 例子 直接 由 定理 14.10.10 给 出 . 

例 14.10.11 #G=M,(1,1,1) x Ck, RJ G 是 自 对 偶 的 , 特别 地 ,G 是 s 自 
对 偶 的 . 

例 14.10.12 设 G= M,(n,n) x M ZAR p E, HP M RHA exp( M) < p". 
则 G 是 s 自 对 偶 的 但 不 是 g 自 对 偶 的 ， 

为 证 明 例 14.10.12, 先 证 下 面 的 一 个 引 理 . 

引 理 14.10.13 ik G — My(n,n) x M 是 有 限 p 群 , 其 中 M 交换 且 exp(M) < 
p”. x,y € G 4 [c,y] £1, I) (z,y) € My(n,n) L G = (z,y) x M. 

证 明 “不妨 设 H = M,(n,n) = (a,b | a?” =" = 1, [a,b] = a"). 因为 


Z(G) = Z(H) x M = (a?, W^) x M, 
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由 此 推出 G/Z(G) = (aZ(G), »Z(G)) 是 p? 阶 初 等 交换 群 . 因为 [my] 41, 故 
z,y € Z(G), (xZ(G),yZ(G)) = (aZ(G), bZ(G)) = G/Z(G). 
因而 (2, y)=(az1, bz), 其 中 z1,22 € Z(G). 不 妨 设 x —azi, y— 023. AW exp(Z(G)) « 


n=] 


[z, y] = [azı, bz2] = a?” = gP 


1 


(x,y) = (x,y | 2?” =y" = 1, [e, y] = 2?" )&My(nn). 
观察 到 


—1 


O1((e,y)) = (oP, y" )-(a , Ww" ), 
Qi(,y)(1M) < U(r, NM = (a? P" (M = 1. 


由 此 可 得 (a, y) (1M — 1. 因而 G = (z,y) x M. [1 

例 14.10.12 的 证 明 ”我 们 有 Z(G)—- Z(H)x M. 由 此 可 得 G/2(G) ~ H/Z(H) 
E p 阶 的 初等 交换 群 . 因为 Z(G) 是 含 在 G 的 每 个 极 大 子 群 中 , 故 存在 由 G 的 极 
大 交换 子 群 组 成 的 集合 到 G/Z(G) 的 极 大 子 群 组 成 的 集合 之 间 的 一 个 双 射 . 因而 
G 有 1+p 个 极 大 交换 子 群 . 设 


H = (a,b | a" =b?" = 1, [a, b] =a?" ). 


Ju] G 的 极 大 交换 子 群 分 别 是 (a?) x (b) x M 和 (bP) x (ab) x M, trf i= 0,1, ,p-1. 
它们 中 的 每 一 个 同 构 于 G/G'. 下 证 G 的 每 个 真子 群 工 同 构 于 G 的 某 个 商 群 . 

车 LXM, WEE G 的 极 大 交换 子 群 K 使 得 Lo < K. 上 面 的 证 明 表 明 
K & G/G'. 定理 14.10.10 给 出 K 是 自 对 偶 的 . 因而 L AF K 的 某 个 商 群 . 于 
是 工 同 构 于 G/G' 的 某 个 商 群 . BOK LS (G/G’')/(N/G’). W Les G/N. 

车 L 非 交换 , WEE xz,y € L 使 得 [m,y] Z 1， 由 引 理 14.10.13 可 得 , G = 
(zy x M. 于 是 


L= LNG = Lf\((t,y) x M) = (y) x (LNM). 


因为 M 交换 , 定理 14.10.10 给 出 M 是 自 对 偶 的 . 于 是 LOM 同 构 于 M 的 某 个 
商 群 . 不 妨 设 LOM S M/N. 则 
L= (z,y) x (LM) = ({x,y) x M)/N = G/N. 
最 后 证 明 G 不 是 q 自 对 偶 的 . 设 N = (b?) x M. 则 G/N & My(n,1). 由 引 理 
14.10.13 可 知 , G 的 任意 两 个 非 交换 元 素 生 成 M, (n,n). 由 此 可 知 , 不 存在 G 的 子 
群 同 构 于 G/N. 故 G 不 是 q BIBH. 口 
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在 本 节 的 最 后 , 给 出 二 元 生成 的 有 限 s 自 对 偶 p 群 的 结构 . 由 命题 14.10.4 (1) 
可 知 , 若 G 为 二 元 生成 的 有 限 s 自 对 偶 p E, 则 G 的 所 有 子 群 都 是 二 元 生成 的 ， 
而 后 者 已 经 在 文献 [31] 中 被 分 类 . 定理 8.2.3 给 出 了 这 个 分 类 结果 . 对 定理 8.2.3 中 
的 群 检验 之 后 可 得 下 面 的 结论 . 

定理 14.10.14 KG 是 二 元 生成 的 有 限 非 交换 p Æ. RJ G 是 s 自 对 侦 的 当 
且 仅 当 G 同 构 于 M,(n,n) A M,(1,1,1), 其 中 p>2. 


14.10.2 AR s 自 对 偶 p 群 的 分 类 


本 节 先 决定 导 群 初等 交换 的 s 自 对 偶 p 群 . 为 此 , 需要 一 个 关于 斜 对 称 的 双 线 
性 映射 的 引 理 . 

引 理 14.10.15 3% V — V(n,F) AAF LH n 维 向 量 空间 , T = (k, F) 是 域 
FEM k 维 线性 空间 . f: V xV — T X—A4S00] 883 A EB, 即 对 任意 的 
u,v,w € V. a € F, A 

(i) f(au,v) = f(u, av) = af (u,v); 

(ii) f(u +w, v) = f(u,v) + f(w,v), f(u, v +w) = f(u,v) + f(u, w); 

(iii) f(u,u) = 0, 

且 f(V x V) ERT, RJ 

(1) 存在 V 的 子 空 间 S 使 得 f(S x S) HART, E. S 的 维 数 不 超 过 上 十 1. 

(2) 3 k22,S X V 的 十 1 维 子 空间 , 满足 f(5S x S) 也 生成 也, 并 且 对 于 S 
的 任意 真子 空间 RRA (RxR) 生成 了 的 真子 空间 . MAAS 的 2 维 子 空间 A 
使 得 f(A x A) 为 零 空 间 . 

证 明 (1) 对 % 用 数学 归纳 法 . 设 TL 是 了 的 一 个 上 一 1 维 子 空间 , 则 存在 
u,v EV ÎE f(u, v) € Th. 

再 设 j ET AT, HRN, 则 容易 验证 jif: V xV — nT 仍 是 一 个 双 线 性 映 
射 , E Af(V x V) 生成 Ti. 因为 Ty 的 维 数 为 天 一 了 故 存在 V. 的 子 空间 Si 使 得 
jif (Si x $1) BÆR Ti, 且 S, 的 维 数 不 超过 . Æ f(S1 x 81) ERT, 则 S; 即 为 满 
足 条 件 的 S, 因此 不 妨 设 f(51 x Si) ÆR Ti. A 8 EBD Fk, RS A Si,u,v 
生成 的 子 空间 即 可 满足 条 件 , 因此 又 不 妨 设 51 WERN k. 

BRE T, ET, 的 一 个 k 一 2 维 子 空 间 , jo HET BI T» 的 投射 . 则 jaf: SxS 一 
T 也 是 一 个 双 线 性 映射 , E jaf (Si x 51) 生成 To. 因为 T». 的 维 数 为 一 2, 故 存在 
S, 的 子 空间 S 使 得 jof(S» x So) 也 生成 To, A S» 的 维 数 不 超过 一 1. 取 53 为 
S, 中 包含 S, 的 上 一 1 维 子 空间 . 则 f(S3 x 53) ER To EX T1. Æ 1(53 x S3) 生成 
Ti, RSA 53,u,v 生成 的 子 空间 即 可 满足 条 件 . 因此 又 不 妨 设 f(5s x S3) 生成 To. 

车 存在 a € S, 使 得 f(o,u) d T, 或 者 f(o,v) € T1, RSW S1, u 生成 的 子 空间 
或 者 51,v 生成 的 子 空间 , 则 5 满足 条 件 . 因此 不 妨 再 设 f(a,u) € T1 M f(o,v) e Ti 


14440 有 限 自 对 偶 p 群 . 297 . 


对 所 有 的 a € S, RA. 

设 51 为 S 和 ai 生成 的 ， 因 为 f 是 斜 对 称 的 , 故 存在 az € 53 使 得 w = 
flana) ¢ To, AM T; = T? 6 L(w). 设 f(az,u)= iw-- t, EP t e T3. RSH 
S4, (1 — ijau 和 w 生成 的 子 空间 . 因为 f (o2, (1 — i)oqu) =w +t, W f(S x S) ^E 
成 的 空间 包含 T. X. f((1 — ijau, v) € Ty, M f (S x S) 生成 整个 空间 T. 

(2) 假设 结论 不 成 立 . 首先 断言 : 对 于 5 的 任何 一 组 基 a1,a2, aep 有 

f (a1, a2), f(a1,a3), ::* , f (a1, a1) 线性 无 关 . 
ET, 则 存在 不 全 为 零 的 元 素 jo, js3,… , jryi 使 得 


Ja f (a1,02) + jaf (a1,0a3) + + jk+1 f (Q1, Qk+1) = 0. 


> 


A = L(a3, joao + j3a3 +++ + jkx18k41)- 


由 于 f(a, joao + j3a3 +--+ + jkpiakyi) — 0, KM 4 是 满足 f(A x A) 为 零 空间 的 5 
的 2 维 子 空 间 , 与 假设 矛盾 . 
设 S = L(a, a2,- agi). 由 以 上 断言 可 知 


T= L(f (a1, a2), f (a1, a3), Ps , f (a1, @x)) e L(f (a1, a&41)). 


同 理 , T = L(f (a2, a1), f(ai,a3),--> , f(a2,a&)) B L(f (a2, ak+1)). 
记 
M = L(f(a1,a2), jaias) , f (a1, a&)); 
N = L(f(az,a1), f (2,03), +- , f(a2, ax). 
S MZN,4R-L(a,az,:-,a), W f(R x R) ERT, 与 题 设 矛盾 . 因此 , 一定 
有 M = N. 
设 


f(a2,ak41) = if (a1, ag41) +m, 


其 中 me M, 则 f(a2 — iai, ak41) —meM.^4 
ay = a2 一 iai, N' Sa L(f(a5,a1), f(a2, as3) = , f (05, ak)) 


则 仍 有 M = L(fla a5), f(a1,a3),:-- , flanak) 和 N' = M. 因为 flah, ak4) € 
M = N', # f(a5,a1), f (a5,a3),--- , flah arp) 线性 相关 , 与 上 面 的 断言 矛盾 . O 

定理 14.10.16 HG AAR p 3E, c(G) 22 E G' = C5, 则 存在 G HTH K 
满足 K'—G' RB. d(K) € k4 1. 
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证 明 因为 G' = C5, 所 以 G' 可 以 看 作 域 GF(p) 上 的 维 线性 空间 ， 令 
G = G/®(G), 则 G 也 可 以 看 作 域 F, 上 的 线性 空间 ， E. G x G 到 G' 的 映射 
f, 满足 对 任意 的 gh e G, f(g,h) = [gh], WH c(G) = 2 TA 是 一 个 斜 对 
称 的 双 线 性 映射 . 由 引 理 14.10.15(1) TA, 存在 G 的 子 空间 K 使 得 f(K,K) Æ 
成 G', 并 且 K 的 维 数 不 超 过 十 1. KK = L(zixye ,zs), HP s<k+1. > 
K = (21, %2,:++, 25), Wi) K'=G', ##H d(K) & ko 1. 口 

引 理 14.10.17 设 G 为 类 2 的 基本 的 s AB p Z, exp(G’) =p, M |G"| =p. 

WEB] ”因为 c(G) = 2, i G < Z(G) B. G' 是 初等 交换 p 群 . WE |G| = p". 则 由 
题 设 及 定理 14.10.16 可 知 d(G) < k--1. 又 由 命题 14.10.4(1) 可 知 d(G) 2 d(G") =k, 
从 而 d(G) =k R k 4-1. 

di d(G) = k, Rak G 的 一 个 最 高 阶 元 . 由 G 是 s 自 对 偶 可 知 , 存在 G 的 
ERTE N 使 得 G/N = (a). 设 G/N = (bN). N b EE G 的 一 个 最 高 阶 元 且 
WONN —1. 由 于 G <N, KONG —1. 因此 (b, G') =G x (b) Jg k 4-1 TER 
的 交换 群 . 这 与 命题 14.10.41) 矛盾 . 

4 d(G) — k--1, 下面 证 明 k — 1. 若 否 ,k > 2. 因为 G' = Ck, 故 G 可 以 看 作 域 
GF(p) 上 的 k 维 线性 空间 . + G = G/e(G). W G 也 可 以 看 作 域 GF(p) 上 的 线性 
空间 . 建立 G x G 到 G" 的 映射 f, 满足 对 任意 的 5,heG, 有 f(g, h) = [g, h]. 则 由 
c(G) = 2 可 知 , f 是 一 个 斜 对 称 的 双 线 性 映射 . 由 引 理 14.10.15(2) 可 知 , 存在 G 的 
2 维 子 空 间 A 使 得 f(A, A) 为 零 空 间 . X A = L(zi,22). $ A= (z1,23,9(G)). Al 
为 |G/ 和 = 大 -5 故 罗 =-GL .又 由 c(G) =2 和 exp(G') =p 可 知 @(G) < 2(G). 
所 以 4 交换 . 但 是 


Jet > EL Igyet 
这 与 命题 14.10.4(4) 矛盾 . DNE — 5E k — 1, 即 |G"| =p. 

推论 14.10.18 i G 为 类 2 的 有 限 s EIS p E, exp(G") =p. RJ |G"| =p. 

证 明 ”由 定理 14.10.9 可 知 , G 能 分 解 为 一 个 基本 的 s 自 对 偶 群 H 和 一 个 交 
换 群 M 的 直 积 . 由 引 理 14.10.17 可 知 , [H"| = p, 从 而 |G’| =p. 口 

引 理 14.10.19 HG ZAR s E SIS p 3f, exp(G’) =p. 则 1G'| = p. 

证 明 ”由 推论 14.10.18, 只 需 证 c(G) = 2. HH, RG 是 极 小 阶 反例 . 则 G 一 
定 是 基本 的 s 自 对 偶 p E. 又 由 命题 14.10.4 (5) TA e(G) = 3. 

4 G — G/Gs. MW c(G) = 2. 由 命题 14.10.4(5) ATE G s AB. 因为 exp(G') = 
p, 故 exp(G') = p. 由 推论 14.10.18 可 知 , [G'| =p. YE G' = ([a, 5). 则 由 引 理 14.10.9 
可 设 


|4| = 


G = (a,b) x (&à) x «+» x (à). 
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从 而 又 可 设 G = (a,b, 01,02, ,ct). HF |G’/G3| = [G'| = p, TR G' = ([a, b], G3). 
从 而 

G3 = [G', G] = ([b. a, ci], [b, a, a], [b, a, 5]). 
因为 [a,c] € G3 < Z(G), W [a,c;, b] = 1. 同 理 [ci b, a] = 1. 由 命题 1.1.8(4) 可 得 
[b,a,cj] = 1, B G3 = ([b,a,a], [b;a,b]). & S = (a,b). WS = G'. BAG 是 基 
本 的 s 自 对 偶 p Ef, 故 G = S = (a,b). HEM 14.10.14 WTA, G 为 Mp(n,n) 或 
M,(1,1,1), 其 中 p> 2. 5 e(G) = 3 矛盾. 因此 假设 不 成 立 . 口 

接 下 来 将 定 出 导 群 初等 交换 的 s 自 对 偶 p 群 的 结构 . 

定理 14.10.20 KG 为 导 群 初等 交换 的 s 自 对 偶 p 群 . 则 G 同 构 于 以 下 群 
Z= 

(1) Mp(1,1,1) x Co, HP p» 2; 

(2) My(n, n) x M, 其 中 M X#E exp(M) < p". 

证 明 ”由 引 理 14.10.19 可 知 |G'| = p. 设 H ÆG 的 内 交换 子 群 . 则 H= G 
且 对 于 H 的 真子 群 K 都 有 K <H. Alt, 由 定理 14.10.9 可 设 G= Hx M, K 
中 M 是 交换 群 . 而 且 还 有 H 是 基本 的 s 自 对 偶 p 群 . 由 定理 14.10.14 可 知 , H 
是 My(n, n), 或 M,(1,1,1), 其 中 p> 2. 从 而 要 决定 所 有 的 导 群 初等 交换 的 s 自 对 
$ p Sf, REM Mp(1,1,1) x M 和 群 My(n,n) x M (其 中 M 交换 ) 中 取出 满足 
s 自 对 偶 条 件 的 群 即 可 . 

(1) G S M,(1,1,1) x M. 

下 面 证 明 G 是 s 自 对 偶 的 当 且 仅 当 exp(M) <p. 

由 定理 14.10.10 可 知 充分 性 成 立 . 下 面 证 明 必要 性 . 

W ce M fii olc) = exp(M), 考虑 G 的 内 交换 子 群 = (ac,b). 则 4 是 G 的 
满足 A = G' 的 极 小 的 子 群 , 由 定理 14.10.9 可 知 , 存在 G 的 交换 正规 子 群 N, 使 
得 G=4xN. 由 [241] 中 的 定理 4.7 可 知 , A= M,(1,1,1). 因此 exp(M) < p. 

(2) G=M,(n,n) x M. 

我 们 下 面 证 明 G 是 s 自 对 偶 的 当 且 仅 当 exp( M) <p”. 

由 例 14.10.12 的 证 明 可 知 充分 性 成 立 . 下 面 证 明 必 要 性 . 

取 ce M 使 得 olc) = exp(M). 考虑 G MARTH H = (ac, b). WH BG 
的 满足 A’ = G' 的 极 小 的 子 群 . 由 引 理 14.10.9 可 知 , 存在 G 的 交换 正规 子 群 工 使 
f$ G — H x L. 由 [241] "FIIIT, 定理 2.14 可 知 ， 


H = (ac,b) = (a, b) = M, (n,n). 


由 exp(H) = exp(M,(n,n)) = p” 可 得 o(c) < p", 从 而 exp(M) < p". Æ exp(M) = 
p^, Ml 
H = (ac, b | (ac)”” = bP” = 1, [ac, b] =a?" ) & My(n,n, 1). 
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了 矛盾. 因此 , 一定 有 exp(M) « p". 

综 上 (1),(2) 可 知 , 导 群 初等 交换 的 s EDS p SE G RAB M,(n,n) x M 或 
M,(1,1,1) x C}, p> 2, 其 中 M 交换 , exp(M) < p”. m 

现在 可 以 确定 出 所 有 的 s 自 对 偶 p RE. 由 下 述 定理 的 论证 可 知 , 不 存在 导 群 非 
初等 交换 的 s 自 对 偶 p 群 ， 

定理 14.10.21 ik G 为 有 限 非 交换 的 s BS p 群 , 则 G 同 构 于 以 下 群 
之 一 . 

(1) Mp(1,1,1) x Oz, HYP p> 2; 

(2) Mp(n,n) x M, HY M 交换 且 exp(M) < p". 

证 明 KR A ER) RE H = O 的 G 的 子 群 . 由 定理 1410.9 可 设 
G=HxM, 其 中 M 是 一 个 交换 群 . 并 且 我 们 还 知道 H 是 一 个 基本 的 s 自 对 偶 p 
FÉ. 由 命题 14.10.4 (6) 可 知 , H/O4(H") 也 是 s BWA. 又 因为 


exp(H/Oi (41^))' = exp(H’/U1(H")) = p, 
由 引 理 14.10.19 可 知 ， 
G1/03 (H^) = |H' /O1(H7)| = p. 


从 而 H^ 循环 . 进而 存在 a,b € H 使 得 (a, b])) = H'. 由 五 的 极 小 性 可 知 H = (a,b). 
又 由 定理 14.10.14 可 知 , |H"| =p. 最 后 由 定理 14.10.20 可 知 结论 成 立 . Oo 


14.11 p 群 的 Wielandt 列 和 Norm 


回顾 一 下 , Sf G 的 Wielandt FH RHE G 的 所 有 次 正规 子 群 的 正规 化 子 的 
AF, 记 为 w(GJ)，Wielandt[232] 证 明了 对 于 有 限 群 G, w(G) 是 G 的 非 平凡 的 特征 
子 群 ， 他 还 如 下 定义 了 一 个 终止 于 G 的 正规 子 群 列 : $ wo(G) = 1, WF i > 0, 
wi41(G)/wi(G) = w(G/wi(G)). 这 样 的 子 群 列 通常 称 为 Wielandt Fil, 使 得 wn(G) = 
G 的 最 小 数 n HA G 的 Wielandt 长 ， 另 一 个 相关 的 概念 就 是 Baer?! 引进 的 
FE G 的 Norm， 它 被 定义 为 G 的 所 有 子 群 的 正规 化 子 的 交 , WX N(G)， 显 然 ， 
Z(G) < N(G). HITRE G 而 言 , w(G) = N(G). Schenkman!!%) 证 明了 对 于 任 
意 的 群 G, G 的 Norm &1E G 的 2 中 心里 , 即 N(G) < Z(G). 于 是 N(G) 与 上 中 
心 群 列 之 间 就 有 一 个 有 趣 的 关系 : 


Z(G) < N(G) € Zx(C). 


一 个 自然 的 问题 是 : Z(G) = N(G) 的 群 是 什么 样子 呢 ? N(G) = Za(G) 的 群 又 是 什 
么 样子 呢 ? 郭 秀 云 等 在 文献 [75] 研究 了 这 个 问题 . 本 节 介 绍 他 们 的 结果 . 
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另 一 个 自然 的 问题 是 : HSPN Wieland 列 与 上 中 心 群 列 之 间 有 什么 关系 . 
Bryce 和 Cossey 在 文献 [43] 证 明了 对 于 方 次 数 不 超 过 p, 帘 零 类 充分 大 的 亚 交 
换 p HÉ, Wielandt 列 与 上 中 心 群 列 一 致 Ormerod 研究 了 p EISE SE 2S Je My 
Wielandt 长 控制 的 等 , 见 文献 [173] 一 [177]. 张小红 等 在 文献 [282] 研究 了 极 大 类 p 
群 的 Wielandt 列 和 上 中 心 群 列 之 间 的 关系 . 本 节 介 绍 他 们 的 结果 . 

为 方便 , 本 节 和 14.12 FWA N(G : H) 和 wG : A) 分 别 表示 N(G/H) 和 
w(G/H) 在 G 中 的 原 像 . a: G> G/H 表示 自然 同 态 . 以 下 内 容 取 自 [75]. 

引 理 14.11.1 设 G 4#, H « Z(G). Mat gheG,neN(G:H) 有 

(1) [g,n, h], [h,n, g], [g. h^. n] € Z(G); 

(2) [n.g, g] = 1, [n,97"] = [n.g] 5 

(3) [g, n, h][h, n, g] = 1; 

(4) & N(G) = Z(G), W [g, m, h] e Z(G) Nig) Nih). 

证 明 — (1) 由 [198] 可 知 , N(G/H) < Zo(G/H) < Za(G)/H. 从 而 me Za(G). 
于 是 [g,n,h], [h, m, 9], [g, h^, n] e Z(G). 

(2 $ G-G/H. X T ne N(G,g€G, di g^ — g', Hi BERA. 这 意味 
着 g” = g'(mod H). 从 而 g^ 5 g 交换 . 于 是 


1= [g". 9] = (elo. n]. 9] = [9.7.9] = [m 9.9], [n 97] = [sg] 
(3) 由 (2) 即 得 
[gh, n]*^ = [gh, n] = [g, n][h, n](g, n, h]. 
另 一 方面 ， 
[gh n]?^ = ([gh, n]9)^ = ([g, n][A, n][^. n, g][g, n, ^])^ = (9, n](g, n, h^ [h, nllh, n. g). 


FE [g, n, h][h, n, g] = 1. 
(4) AA n € Z(G), 故 [g, n], [hn] € Za(G) = N(G). FE [g,n,h] € (h) B 
[h,n, g] € (g). 由 (3) 得 , [g n, h] = [h n, g] ". 由 此 推出 [g,n, h] € Z(G) (9) NA). 
m 
引 理 14.11.2 ik G EE, H « Z(G) En e N(G: H). $Hi=1,2,--- kj — 
1,2,…,m 有 [gi n, hj] — 1, A] 


k m 
[oo II 1 =. 
i=1 j=l 
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证 明 ”对 m+k 作 归纳 . 若 m+k= 2, 由 假设 即 得 [gm hi] 2 1. Hk > m 1, 
由 14.11.1(3) 和 归纳 假设 得 


-1 


£ k 7 k-1 
Tos = DD = [hi n, gk]! [n Tel = 1, 
i=l i=l {=l 


车 m > 2, 由 归纳 得 
k m k k m-—1 
n gi, t, IT 1 = TI gi; Th, hn n Ji; N, II J =f. g 
iHi j=1 i i=1 j=l 


引 理 14.11.33 KG 是 奇数 阶 正则 p SÉ, n € N(G). 则 

(1) #3} h € G Æ o(h) = exp(G) E h” = hi, MAMAN GCG A gn —g X 
中 ;是 正 整数 ; 

(2) N(G)/Z(G) 循环 ; 

(3) 令 N(G) = (a)Z(G). 则 对 ge G Aj g^ = g^?" ^, XP exp(G) = p" E 
exp(N(G)/Z(G)) = p*. 

证 明 (1) AA N(G) 的 元 在 G 上 诱导 一 个 窜 自 同 构 , 故 对 所 有 的 g € G, f£ 
在 整数 m 使 得 对 所 有 的 ge G MBA g” =g". F olh) = exp(G) E h” = ht, W 
i= m(mod exp(G)). 于 是 对 所 有 的 geG 有 0g"*= gi. 

(2) E G 是 正则 p Æ, 则 每 个 寡 自 同 构 是 平凡 的 , 且 经 限制 同 态 , 对 G 的 每 个 
极 大 阶 的 循环 子 群 (x), PAut(G) ARAB) Aut((z)) P. 因为 N(G) 的 元 在 循环 群 
N(G)/Z(G) < PAut(G) < Aut((z)) 上 诱导 一 个 寡 同 构 , 因而 N(G)/Z(G) 循环 . 

(3) 车 N(G) 2 Z(G), 结论 显然 成 立 . HF N(G)Z Z(G), 不 妨 设 N(G)= (a1) Z(G). 
WEE h c G 使 得 o(h) = p™ H hm = hi, 其 中 i 是 正 整 数 且 i z 1(mod p”). 
注意 到 o(a12(G)) = p^. 则 i^^ = 1(mod p"). Mi — 1-- jpt, KB (j,p) =1. 
A a = at 使 得 (1-- jp"^-*) = 14+ p™*(mod p^). W he = ni*»" ， 不 妨 设 
N(G) = (a)Z(G). Wb g € G, A (1) @ ge = git?" 口 

引 理 14.11.4 RG LEM pH. 若 下 列 之 一 成 立 , 则 N(G) = Z(G). 

(1) 存在 ge G 使 得 o(g) = exp(G) E (9) 门 G — 1; 

(2) 存在 gE G 使 得 0(g) = exp(G) E Za(G) < Ca(g); 

(3) exp(G) = exp(G’). 

证 明 (1) Mn € N(G) @ g" = glg n] € (g). AW (DAC 5 1, W [gm] — 1. 
从 而 g^ = g. 对 所 有 的 he G, 由 引 理 14.11.3(1) 推出 h” =h. 因而 N(G) = Z(G). 

(2) AA N(G) < Z(G) € Ce(g), HXI ne N(G) A g" =g. 对 所 有 的 heG,， 
由 引 理 14.11.3(1) 推出 A^ =h. 因而 N(G) = Z(G). 
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(3) 选择 gs G' 使 得 olg) = exp(G’). 由 [G’, Z2(G)] = 1 推出 2Z2(G) < Calg). 
由 (2) 得 N(G) = Z(G). 口 

引 理 14.11.5 设 G 是 奇 阶 p 群 . 令 G'=(c). 车 c 是 G 的 唯一 性 基 的 元 , 则 
N(G) = Z(G). 

证 明 ”因为 G" 循环 , G 是 正则 p E. 设 (aar, ,an) 是 G 的 唯一 性 
基 , 其 中 o(ai)=exp(G). W (c) (a1) =1 或 ai=c 由 引 理 14.11.4 推出 N(G) = 
Z(G). 口 

引 理 14.11.6 KRG 是 内 交换 p 群 , 如 定理 1.7.10 所 设 . 则 

(1) # G & Qs, A) N(G) = Z2(G); 

(2) # G S M,(n,m,1), 则 N(G) = Z(G); 

(3) # G=M,(n,m), Bat n <m A N(G) = Z(G), *$ n>m HG RA Ds 
有 N(G) = (a?,b), % G& Da A N(G) = Z(G). 

证 明 证明 留 给 读者 . 口 

定理 14.11.7 ik G 是 Capable f. 不 妨 设 GY H/Z(H). 若 下 列 之 一 成 立 ， 
则 N(G) = Z(G). 

(i) E'N Z(H) 的 每 个 子 群 在 H 中 正规 ; 

(ii) N(H) = Z2(H) E |Z(H)| 无 平方 因子 ; 

(iii) H 是 正则 p 群 且 N(H)= 22(H). 

证 明 设 N(H/Z(H)) 7 Z(H/Z(H)). 则 存在 ne N(H :2Z(H)) 和 9g, he H 
使 得 [g,n,h] Z 1. 由 引 理 14.11.2, 不 妨 设 g 和 h NERA. > olg) = pt H 
o(h) = g'. 则 由 引 理 14.11.1(2), o(g,n]) Æ p HEB. o([h,n]) 是 q IR. 

(i) 因为 [g,n] € E'N Z(H), 故 ([9,nn]) S H. 从 而 [g, m, h] € ([g, n]). 类似 地 ， 
[h,n,g] € ([h,n])， 由 引 理 14.11.1(3) 得 , [g n, A] € (lg n) (Y[h.n]). Am p= qg E 
(l9, n) C^, n]) A 1. 

选择 g, h 使 得 [g, n, A] #1 B. [g, n] 的 阶 极 小 , 不妨 设 p*. 由 [g, n, Al[h,n, g] — 1 
推出 o([g, n]) < o([ n]). 不 妨 设 [g,n]" = [hn] , rp u 是 整数 且 > 2. (车 
k — 1, W [g,n] € ({h, n]). 从 而 [g,m, A] — 1. FE.) 由 olg, n) 的 极 小 性 可 得 


[g?, n, h] = (Ig, nl, h] = [g, n, h]? =1. 


故 o([9,n,h]) =p. ® gı = gh. D 


[m,n]? = fgh, n" 
$ 


= ([g, n][g, n, h "][h, n] (因为 [[h, n], h] = 1) 
-[g,np" [gn] "[hn]^" (因为 [G ,Za(G)]] = 1) 


k-1 


=([g, np [n] ^ =i 
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因而 o([g1,n]) < p^. 但 是 


[g1, n, h] — [gh "n, h] = [[g, n] "h", n], h] 
— [[g, n][g; n, h "][h ", n], h] = [g, n, h] #1. 


与 o([g, n]) 的 极 小 性 矛盾 . 

(ii) 由 引 理 14.11.1(4) 得 , [g, n, A] e Z(H) CY) 门 (h). lift p = q B. o([g, n, A]) 
p. * H = H/Z(H). W g^ = g, Kp i BERKE (i,p) = 1， 这 意味 着 g^ 
g'(mod Z(H)). HAUL [g,n] € (g). 类 似 地 , [h,n] € (h). 注意 到 (g) 门 (h) 41 BR 
[g, n] z 1 z [hn]. W (g, n] Nh, n]) z 1. 与 (i) 的 论证 类 似 可 得 矛盾 . 

(iii) 由 引 理 14.11.1(3) 不 妨 设 olh) < olg). FA [53] 中 的 引 理 2.1.6 知 , 存在 
整数 u 使 得 (g) 门 (g*h) = 1. 由 引 理 14.11.1(4) 推出 [g, m, g"h] € (g) (gh). 
而 1 = [gon g"h] = [g, n, h][g, n, g"]^ = [g,n,h]. Z5 [gnh] #1 FA. 于 是 
N(H/Z(H)) = Z(H/Z(H)). 从 而 N(G) = Z(G). 口 

定理 14.11.8 KG 是 非 交换 的 奇 阶 亚 循环 p 群 , 如 定理 6.1.3 所 设 . 则 

(1) N(G) # Za(G). 

(2) «T t>u>0, N(G)— (a? bP’); st-F O<t<u, N(G) - (a? bort av^). 

(3) N(G) = Z(G) 35. B4x 35 u — 0. 

证 明 ”由 定理 6.1.3, 不 妨 设 


G= (a,b | ap = 1, prm = qr, [a,b] = aP )， 


其 中 7 >>1,u,s,t>0 且 wg<7. 进一步 地 , exp(G) = o(b), Z(G) = (a? Q9") B. 
G" = (af y. 
(1) $ G-G/Z(G). W 


~pstu 


G=(a,b| a?” =1, "^" =1, [a,b] =a"). 
a r > s+u, WG XZH. S Z(G)-G. 从 而 2Z2(G)=G. AA N(G) 交换 , 故 N(G)A 
Z(G). Si r « s u, Wl] Z(G) = (a? ^" "yb? ^"). && Z(G) = (a? ^" "P" 7), 
W N(G) = Z(G). 注意 到 o = b E exp(G) = o(b). 则 由 引 理 14.11.3(1) 可 
知 , 对 于 所 有 的 ge G Eg ” ”= g. TRITT e 2Z(G)， 这 矛盾 与 Z(G) = 
(a? ^ (pp). 

(2) 首先 断言 N(G) = Na((b)) N Ca (b? a). 证 明 如 下 : 

W g€G, Wo 可 写成 g= Wai 的 形式 , HH i Al j 是 非 负 整数 . 设 ba eG, 
biat e N(G). 则 6° = be = bjb aj e (b). 从 而 pli. & i = ip’, 其 中 i, 是 整数 . 
则 p^«' = pla g5[88 14.11.3(1) 可 得 , (b-7 a)? *' = (bajir 因为 
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o(b-? a) = p'**, f (07? a) = b'a. 从 而 N(G) < Caoa). EA, N(G) < 
Ne((b)). 于 是 N(G) < Ne((b)) Cao a). RZ, 设 bat € Na((b)) N Celb" a). 
则 oa = be = b[b, a] € (b). AT pli. 4 i = ip’, AP i, 是 整数 ， 则 ons = 
partt, 因为 

[b a, biai] = [b7 a, atb?" a, bI] = OAA =1, 


故 [a,b] = air tt, PE ga’ — gh agli ot blak EGA 


(ba) o pl p^ ****) kip" tt") = plakp tipt" qoia pnt — (Da i artt 
TÉ bai e N(G). 
现在 计算 N(G). 设 Wai e Nolh) N Ca (b^? a). 由 上 述 证 明 可 得 
ps parE, Bp? s a] = [577 afia, 7] = a fa, b] = 1, 


EP isip. 以 下 考虑 两 种 情形 : (i) t > us, (ii)O<t<u. 

()tzuza)g. 

因为 [bP a, ba] = a? ^^" [a bI] = 1 Al ola) = ptt, 故 [a,b] = 1. 这 意味 
3É b € Z(G). 注意 到 Z(G) = (a? wh). RATE po]. 故 N(G) < (a bP"), 
另 一 方面 , 显而易见 , ao ,加 e N(G ). 于 是 N(G) = (az ,bo 

(ii) 0 € t « u. 

因为 [b7?' a, bai] = aaz ^ ac tate"? — 1, di 


(1+p —12 —iüp'****(mod ptt). 


于 是 (1-- p^) = 1(mod pts"), AM p*"[j. 4 j = jp", 其 中 j 是 整数 . 
由 gp tt g-1g( py = quip n grt =i 可 得 ES —jı (mod p"-t). 不 妨 设 
j =i + np, 其 中 是 整数 . 则 


Da gas bi tjp t apt 
5 s S4; TN. 8 s a ` s E € 8 
注意 到 (b^ “op JW = pop “Ip? a (ger = pirt aiap [DP a] = 


p H H [79 ,a]-p (5) € (om ^). RJ 


s+u-—t 


N(G) < (a? ba?” p") = (gp 


不 难看 到 , a? b a?’ e N(G). 于 是 N(G) = (a? ^ omt a). 
(3) 由 (2) 可 知 , N(G) = Z(G) 4AM4 u — 0. 口 
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推论 14.11.9 KG 是 奇数 阶 的 二 元 生成 的 卫 群 . Æ N(G) = Z(G) 7 Z(G), 
则 N(G) < 9(G). 

证 明 UE N(G) € 9(G). HEF a e N(G)\O(G) 和 be G\ O(G) 使 得 G = (a,b). 
NJ G= (a)(b). 由 [89] 中 的 IT, 定理 11.5 可 知 , G 亚 循环 . 然而 , 由 定理 14.11.8 可 
得 , N(G) # Za(G). 矛盾 . o 

定理 14.11.10 RG 是 二 元 生成 导 群 循环 的 了 HHA p> 2. 则 N(G) — Z(G) 
当 且 仅 当 G 同 构 于 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 


(1) (a,b |a» ^ = 1,0 = 1, [a,b] =a"), r 21, s, t2 0; 

(2) (a,b,c | a" = v" = cP” = 1,[a,b] = c, [ca] = c", [t$] = c, n2 m2 
ré=r Rs<t<min{r,n—m-+s}; 

(3) (a,b,c | a" ^" = cP" b” = c" = 1, [a,b] = c [ea] = c" [cb] = 1), 


r«musnr4scuJm-—uctrzussuu; 
(4) (a,b,c | a" = e", = e" = 1, [a,b] = e, iea] = Lob] = e), 
r<ucn,t<upto, to 


aS min{p“—", pt), n—u-ctrzzu, 
< min(p',p"^*) E o = 1(mod p”), n-utr<u,n-u=t; 


(5) (a,b,c | aP" = cP,” = P" = 1,[a,b] = c?,[c,a] = e, fe, b] = e), 


r«u&n,rtszut«s«min(u—r--t,u pfo, * o 有 


c < min(p"7,p*^*), n—u-rzu, 
c < min(p',p***) E o =1(mod p^), n-utr<u,n-u=t; 


(6) (a,b,c | a" = c?" = 1,00" "" = c" [a,b] = œ, [ea] = c", [c,d] = 1), 
r<u<m<ns<upto,op™* + p^** =0(mod p"), so 有 


c &min(p^"*,p"^ 5), n—m-cru-rzu-s, 
<= pe, n.—T--u-—T«u-—s 


(7) (a,b,c | a" = c" = 1,5" = c [a,b] = c[c,a] = 1, [eb] = c"), 
r<ucm<nti<um—utreurt+t2u; 

(8) (a,b,c | a?" = c" = 1,00" “*" = [a,b] = c, [ea] = e, [c,d] = c), 
r<u<m<nrt+t>u,s<t<min{fn—m+u-r+s,u},pto,cp +p = 
0(mod p"), e < min(p' 5, p^"). 

证 明 ”由 定理 10.2.2 可 知 , G 正则 且 [G/O1(G)| <p. 以 下 分 两 种 情形 讨论 : 
IG/51(G)| < p?” & |G/01(G)| = p”. 
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(i) |G/U1(G)| < p?. 

由 [89] 中 的 IT, 定理 11.4 可 知 , G 是 亚 循环 的 , 由 定理 14.11.8(3) 可 得 , G 是 
# (1). 

(ii) |G/U1(G)| = p’. 

则 G 是 定理 10.2.3 和 定理 10.2.4 中 的 群 之 一 , 且 G' = (c). 

di G 是 定理 10.2.3 中 的 群 , 因为 c 是 G 的 唯一 性 基 中 的 元 , 由 引 理 14.11.5 可 
知 , N(G) = Z(G). 因而 G J&3 (2). 

Ti G 是 定理 10.2.4 PHAR, 我 们 只 需 证 N(G) = Z(G) SERA n = m. 
事实 上 , Æ n =m, 因为 o(b) = exp(G) 和 Nlo = 1, 由 引 理 14.11.4(1) 可 得 ， 
N(G) = Z(G). Æ n > m, 我 们 将 证 明 ("^ € N(G)\ Z(G). 从 而 N(G) 4 Z(G). 
Ww" e Z(G). W Ja," ]-[abp] = cP" —1. 5 ole) =p" TÉ. MG EG, 
则 9 TER g= ait) c" 的 形式 , 其 中 dj Ak 是 非 负 整 数 . 因为 

a —a[a P" ^] S ac er Us J) sa sa 
Het = c[c, PY] = co?" = e, & 
(aibi cF) BLADI 

=aibickai?” (因为 a" e Z(G)) 
—a'b/c*(a*b/ c)" (因为 G X p" 交换 的 B. ole) < olb) <p") 
= (aspi chi *9"  ， 

由 此 可 得 b" e N(G). 车 G 是 定理 10.2.4 中 的 (1) WR (IL) 型 群 , 同 理 可 

证 N(G) = Z(G) 当 且 仅 当 n= m. 于 是 我 们 得 到 G LF (3) 一 (5). 

设 G 是 定理 10.2.4 中 的 (IV) 型 群 ， 我 们 只 需 证 N(G) = Z(G) 当 且 仅 当 
7 十 0 =u. di r--0 =u, 因为 o(a) = exp(G) A (a) Nle) = 1, 由 引 理 14.11.4(1) 可 知 ， 
N(G) = Z(G). Æ r-- 0 <u, 我 们 将 证 明 如， e N(G)\ Z(G). 从 而 N(G) z Z(G). 
X o" e Z(G). W [a,b] = [a,b] = c?" ^ = 1, 3X5 O(c) = p" 矛盾 . 对 
g € G, Wg TSA g= a^ ck 的 形式 , RH dj 和 大 是 非 负 整 数 ,因为 


uci! ot fpet 


a = aja P" a ac "Us arts). ag a ght 
Be = cle, bP ] = cc?" = e, KH 
(ai Bick) — git (+i p") pi ok 
=a" bi tani rt (因为 um” e Z(G)) 
=a i c (a pick)?" (gg AG 是 pr"-! XH A o(c) < o(b) « p^?) 


—1,n—1 


ke (a® i c) p 
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于 是 得 wr?” e N(G). 车 G 是 定理 10.2.4 中 的 (V) 型 群 或 (VI) 型 群 , 同 理 可 证 
N(G) = Z(G) 4 B.JX24 r - 6 =u. 于 是 我 们 得 到 G LF (6)—(8). 口 

推论 14.11.11 HG 是 察 零 群 但 不 是 2 群 , G' 循环 . 若 G 有 奇数 阶 Sylow p 
子 群 已 使 得 尸 非 交换 , 则 N(G) + Z(G). 

证 明 略 去 . 口 

例 14.11.12 #& G = (a,b | a? = 1,8? = a ,lod = a), n > 4. 
不 难看 出 ， G 是 极 大 类 2 8f, LG 循环 . 进一步 地 ，Za(G) = Gn_2 = (a? ) 
a?" * € Na((ai)). 于 是 N(G) = Z(G). 

定理 14.11.13 Kh G RAM p 群 ,G' 循环 且 p > 2. 4 exp(G) = p" 和 
exp(N(G)/Z(G))= p*, HP n fe k REXX. Ny 

(1) n 2 2k; 

(2) G = (g,Ce(N(G))), 其 中 olg) = p", g?" € Ce(N(G)), Ce(N(G)) < G 有 
exp(Cc(N(G))) = p"^*; 

(3n-2k 5 H4x 5 G— AB, RP AIG BIG BBR 

(i) A = (g) E o(g) = p?^*, g?* € B, 

(ii) (B) < 2, exp(B) = pë E B' < (g”"). Ate a € Z(B) RFF [g, B] = (lg,al) = 
(g?^); 

(4) CG6(N(G)) = N(G) SERS G—C x D, HP CG, C fo D 满足 以 下 
性 质 

(i) C = (g) E o(g) = exp(G), 

(ii) D 是 交换 了 E, exp(D) < p^-^ E. [g, D] = (g?” “). 

证 明 (1) 因为 G' 循环 , 故 G 是 正则 p 群 . 由 引 理 14.11.3(2) 得 N(G)/Z(G) 
循环 . 令 N(G)/Z(G) = (aZ(G)). W N(G) = (a, Z(G)) H a^ e Z(G). 选择 ge G 


使 得 o(g) =p". BS g* = g', 其 中 i 是 正 整数 且 pti. AA N(G) z Z(G), 由 引 理 
14.11.3(1) Æ, i £ 1(mod p"). 注意 到 az € Z(G). 则 iP" =1(mod p"). 

4 G-GJ/Z(G) 由 定理 14.11.7(1) 易 得 N(G) = Z(G). MH geG'8 
a Ma SM 1 eai. 因为 a vui PME T EL RE 


i £ 1(mod p"), 

iz l(mod p”), 

i(i — 1) =i—1(mod p"). 
由 此 可 得 i=1+jp"*, 其 中 p17 Hm 2 2k. 


(2) 由 (1) 的 证 明 可 得 , g^ = gh" ^. 从 而 对 h e G, 由 引 理 14.11.3(1) WẸ, 
h* = hti", 于 是 |[G, a]| = exp([G,a]) = o(lg, a]) = p* 


14.11 p Æ Wielandt 列 和 Norm - 309 - 


考虑 同 态 p: G 一 [Ga]. 则 G/Cc(a) S [G,a] = Cy. AX Cela) = 
Co(N(G)), 故 G/Cg(N(G)) S Cp. 注意 到 g^ = g^" H o(g) = p^. WW 
g?" € Co(N(G)). 从 而 o(gCo(N(G))) = pt. FA G/Ce(N(G)) = (gCe(N(G))). 
由 此 推出 G = (g, Ca(N(G))). 显然 , Co(N(G)) < G 

因为 he = ntes 故 对 be Cala) 有 o(b) < p"*， 另 一 方面 , g^" € Cola) 
H olg") = p^-*. 于 是 exp(Ce(a)) = exp(Ce(N(G))) = p"-*. 

(3) HG’ < Ca(N(G)) 可 得 |G"| < p^^* = p". 又 由 (1) 得 o([g,a]) = p*. 故 

= ([g.a]) = (g^). 从 而 (g 8G. $ A= (g S B = Ce(N(G). Hi (2) 得 

G = AB H g?' e B. KIX a € N(G), Mae Z(B). HF [g, B] = ([g,a]) = (g" ), € 
g € Z(G). 从 而 c(B) < c(G) < 2. BR, exp(B) = p^ HB’ < (g^). 

反之 易 证 G' = (g^) < Z(G). AT G Æ pt ZRH. 因为 ([g,a]) = (g^) Hae 
Z(B), Mae N(G) \ Z(G). 下 证 exp(G) = 2exp(N(G)/Z(G)). Hn g?b (be 4 
是 G 的 元 素 , gsb € N(G). 则 n?” = (g*y** e Z(G). 这 推出 exp(N(G)/Z(G)) < 
注意 到 ae N(G) H o(aZ(G)) = p*. 则 exp(N(G)/Z(G)) = p*. 显然 , exp(G) = p**. 

(4) 由 (2) f G = (9,Ca(N(G))) = (9)N(G), HF olg) = p”, g" e N(G) E 
exp(N(G)) = p"-*. 因为 N(G) 是 交换 的 , 故 存在 群 D 使 得 N(G) = (g?") x D. 
这 推出 G = C x D, 其 中 C = (g). m (2) 的 证 明 可 得 ，G' = (g^ y. FR 
[9, D] = G' = (g^ ^). 

反之 易 证 , c(G)=2 H G' = (gr?”“). HH a € D (EB [ga] =g". MHEG, 
h 可 写成 h= gid (d € D) 的 形式 , 其 中 i 是 非 负 整数 . 设 gd e N(G). Bl 


: 


gid 


a? = ala, gt = ag?" € (a). 


因为 (ND — 1, Sk prli. 从 而 N(G) < (g) x D 对 die D, gı e G, 不 妨 设 
gi = 97dz (d2 € D). 则 


z " s F -mn—k 2 TT S s n—k n-k 
gP = (g/d;)^: = gi |g, di dz = gig" dz = g/dag"""  — (gida) HP" = git?" , 


Hp ¢ 是 整数 . 于 是 D < N(G). 注意 到 g" e N(G). 则 N(G) = (g?^) x D. 
Ww = g'ds € Cc(N(G)), 其 中 dy e D B. 1 是 整数 . 则 a” = at = aja, g]! = 
a. 于 是 p*|l. 从 而 w e N(G). 这 推出 CG(N(G)) = N(G). 口 
下 面 列 出 文献 [75] 获得 的 其 他 结果 , 证 明 略 去 . 
定理 14.11.14 KG 是 奇数 阶 群 . 则 对 正 整 数 i, N(G/Z,(G)) = C(G/Z,(G)) 
当 且 仅 当 [G', N(G : Zi(G))] < ZA(G), 其 中 Z(G) RG 的 上 中 下 群 列 的 第 i 项 . 
推论 14.11.15 设 G X EE XE, w(G)—Z(G). 则 对 每 个 正 整数 ii(G) = 
Z(G) 3.84x 3: [G',w(G : Z;(G))] < Z;-1(G). 


- 810 - 第 14 章 KAM p 群 的 其 他 结果 


推论 14.11.16 设 G 是 奇 阶 亚 交换 群 . 若 Ce(G') = N(G : Z(G)), 0 

(1) AA RH i, N(G/ZI(G)) = Z(G/Z,(G)); 

(2) e(G) € 3; 

(3) Æ G X p #, G' 循环 . N) c(G) <2. 

推论 14.11.17 ik G LRH, G 循环 , X Vi(G) C Z(G), FPi>1, r 21, 
则 wi41(G) € Z,41(G). 特别 地 ， 

(i) w(G) = Z(G) 可 推出 w;(G) = Z(G), j 2 1; 

(ii) w(G) = @(G) 可 推出 w;(G) = Z(G), j 2 


14.12 KA p HAN Wielandt 子 群 


张小红 等 在 文献 [282] 研究 了 极 大 类 p 群 的 Wielandt 列 和 上 中 心 群 列 之 间 的 
关系 . 证 明了 极 大 类 p 群 的 任意 非 平凡 商 群 都 满足 Wielandt 子 群 和 中 心 是 一 致 的 . 
给 出 正则 的 极 大 类 p 群 的 Wielandt 子 群 和 上 中 心 群 列 第 二 项 一 致 的 充 要 条 件 . 本 
节 介 绍 他 们 的 结果 . 以 下 总 假设 极 大 类 p 群 是 非 交换 的 . 

引 理 14.12.1 ik G &#, G'N Z(G) 循环 . 则 N(G/Z(G)) = Z(G/Z(G)) 

证 明 设 N(G/Z(G)) 4 Z(G/Z(G)). Pun ne N(G:Z(G) Mg, heG fi 
得 [g, n, h] z 1. 注意 到 [g, m], [h, n] € G'N Za(G). W [g, n] = [h, n]? BR [h, n] = [g, nl. 
E [g,n] = [hn], 由 引 理 14.11.1(2) 得 , [g m, A] = [hn] h] = 1. 同样 的 论证 可 得 ， 
24 [h,n] = [g, n 时 , [h, n, g] = 1. 于 是 [g, n, h] = 1. 矛盾 . 口 

定理 14.12.2 ik G X p^ 阶 的 极 大 类 p 8E. RÀ 

(1) & wi(G) € Z.(G), M wi1(G) € Zai(G), &* i2l1r2l 

(2) 对 所 有 整数 i, wi(G) = Zi(G), KR wi(G) = Zii(G) 除非 G = Mp(2,1), 其 
p> 2; 

(3) #1<K AG, A) w(G/K) = Z(G/K). 

证 明 (1) 由 定理 1.11.8 可 得 , |Z(G)| = p, 进一步 地 , 若 p » 2 H. n > 3, W 
22(G) = Cp x Cp. 断言 对 任意 正 整 数 ; 有 w(G/2i(G)) = Z(G/2i(G)). 分 p> 2 和 
p=2 讨论 . 

Gi) p> 2. 

HF n < 3, BR w(G/Z(G) = Z(G/Z(G)). Rn>4. 先 考虑 i = 1 的 情 
况 . & G-GJ/Z(G) JF w(G) 4 Z(G). WHE ne w(G : "^ )fBüg he G tf 
得 [g,n, h] #1. AW [g, m, h] € Z(G) I |Z(G)| = p, KM Z(G) = ([g,n, h]). 注意 到 
[g:n] € Z(G), [h,n] € Z2(G) 和 Z(G) = Cp x Cp, W Je (lg, n]) x (fh, n]). 故 
[hi [g, n] = (fh, (g, n]? = [g, n][h, n]*, EP p tij. 这 意味 着 7 [gn] h = fh, n]. 
从 而 [g. n] = [h, n]*. FE. 
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WF i > 2, & |G/Z(G)| < p?, W] w(G/Zi((G)) = Z(G/Zi(G)). 8 |G/Zi(G)| 2 
p>. W |G/Zi-1(G)| 2 p*. 由 定理 1.11.8 可 得 , G/Z; 1(G) 是 极 大 类 p 8f. 由 对 i=1 
的 证 明 可 知 ， 

w(G/Zi-1(G)/Z(G/Zi-1(G))) = Z(G/Zi-1(G)/ Z(G/Z;i(G))). 
因为 
G/Z-1(G)/Z(G/Z,_-1(G)) = G/Zi-1(G)/ Z((G)/Zi-1(G) = G/Z,(G), 


故 w(G/Zi(G)) = Z(G/Zi(G)). 

(ii) p = 2. 

di G 是 极 大 类 2 BE, 则 G 是 亚 循环 p SÉ. 由 引 理 14.12.1 可 得 , w(G/Z(G)) = 
Z(G/Z(G)). MF i> 2, AA (G/Zi(G)) 循环 , 再 由 引 理 14.12.1 可 得 


w(G/Zi-1(G)/ Z(G/Zi-1(G))) = Z(G/Zi-1(G)/ Z(G/Zi-1(G))). 
注意 到 
G/Zi-1(G)/ Z(G/Zi-1(G)) = G/Zi-1(G)/ Z((G)/Zi-1(G) = G/ZI(G) 


BATA w(G/Z;(G)) = Z(G/Z;(G)). 

4 w € wiri(G). WX} g e G, FE k 使 得 g* = g*(mod wi(G)). 因而 g-*g” € 
wi(G) < Z(G). $ G = G/Z,(G). AA g-*g" e Z(G), Mg = g*. 于 是 
wit1(G)Z,(G)/Z,(G) < w(G/Z,(G)). 注意 到 


w(G/Z,(G)) = Z(G/Z,(G)) = Z..1(G)/Z.(G) 


我 们 有 wisi(G) € Z-41(G). 
(2) 首先 断言 w(G) = Z(G), 或 w(G) = Z2(G) 除非 G & M,(2, 1), SEF p > 2. 
X n > 3, 由 定理 1.118 可 得 , |2(G)| = p A |22(G)| = P. 因为 Z(G) < 
w(G) < 22(G), 故 w(G) = Z(G) KH w(G) = 22(G). 
Wn-3. 由 定理 1.7.10 知 , G 同 构 于 Qs, Mp(1, 1,1) 或 Mp(2,1) 之 一 . 
E G = Qa, Jl] w(G) = 22(G). # 


G  My(1,1,1) = (a,b,c | a? = P = œ = 1, [a,b] = c), 


则 对 任意 的 aibit e w(G) 有 a" "^ e (a). Mk pj. 同 理 可 证 p | à. 由 此 可 得 
w(G) = Z(G). 设 


G&M,(2,1) = (a,b | a^ =b — 1, [a,b] = aP}, 
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其 中 p> 2. 下 证 w(G) = (b,a”). 因为 
(biat)? = biata, b]! = batat? = (bat), a? € Z(G), 


故 (b, aP) < w(G). 注意 到 (ba?) < G. RATE w(G) = (b, a”). 
车 wi(G) = Z(G), 则 


wi41(G)/wi(G) = w(G/wi(G)) = w(G/Z.(G)) = Z(G/Z«(G)) = Zr+i(G)/2Zr(G)- 


由 此 可 得 w+Hi(G) = Z(G). AA w(G) = Z(G), 或 w(G) = Z(G) 除非 G = 
M,(2,1), 其 中 p > 2, 归纳 可 得 , wi(G) = Zi(G) 或 wi(G) = Zi41(G) RE G = 
M,(2, 1). 

(3) 4 |K| 2 pt, 则 w(G/K) = Z(G/K). 设 |K| =p" "*(2<i<n-1). A 
为 Gi 是 G 的 唯一 的 pi 阶 正规 子 群 , 故 K = Gi. 注意 到 G; = Z4 4(G). M K = 
Zn-i(G)， 由 (1) 的 证 明 可 得 , w(G/Zn-i(G)) = Z(G/2Zn-i(G))， 因 而 w(G/K) = 
Z(G/K). o 

注 14.12.3 定理 1422 表明 存在 一 类 p E, 这 类 群 中 的 每 个 群 G 以 及 G 
的 每 个 非 平凡 正规 子 群 K 均 有 w(G/K) = Z(G/K). 然而 , 后 面 的 例 14.12.5 和 例 
14.12.6 说 明 , 一 般 情形 下 , 定理 14.12.2 不 一 定 成 立 . 

推论 14.12.4 ik G X p" ERA X p 85, w,(G) C Z(G), FP n&5,r21 
Eil. M wr+i(G) C Zia(G). 

证 明 Æ G/Z(G) = Qs, 不 妨 设 


G/Z(G) = (a,b | a* = 1,47 = 6’, [a,b] =a"). 
则 a? = b?(mod Z(G)). 从 而 a? € Z(G). FE. 设 G/Z(G) = M, (2,1). 不 妨 设 
G/Z(G) = (a „bja a? = 1,6? — 1, [a,b] — a?). 


WW G' =((a, b]). 由 引 理 14.12.1 可 知 , w(G/Z(G))-Z(G/Z(G)). 然而 , 定理 14.12.2(2) 
告诉 我 们 , w(G/Z(G))  Z(G/Z(G)). FE. 故 G/Z(G) 交换 或 当 m < 4 时 同 构 于 
M,(1,1,1). 又 由 定理 14.12.2(2) 得 , ?4 n < 4 时 , w(G/Z(G)) = Z(G/Z(G)). 

Wn=5. 4 |Z(G)| 2 pP, HERRIETA w(G/Z(G)) = Z(G/Z(G)). "E 
IZ(G)| =p, 5 内 需 讨论 三 种 情形 : (i) e(G) < 2; (ii) c(G) = 4; (iii) c(G) = 3. 

(i) 车 e(G) < 2, 结论 显然 成 立 . 

(ii) 2$ c(G) = 4, 由 定理 14.12.2(1) 的 证 明 也 可 得 结论 成 立 . 

(iii) 设 ec(G) = 3. W |G"| = p? z& |G'| = p?. 2$ G' & C, x Cp, 与 定理 14.12.2(1) 
的 相同 的 论证 可 得 , w(G/Z(G)) = Z(G/Z(G)). 车 G' & Cp, 由 引 理 14.12.1 可 知 ， 
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w(G/Z(G)) = Z(G/Z(G)). AK |G'| = p3. WI |G/Z(G)| = pt, c(G/Z(G)) = 2 = 
d(G/Z(G)) = 2. 由 此 可 得 Z(G/2(G)) = (G/Z(G)) = 9(G/Z(G)). 从 而 G/Z(G 
内 交换 . XG |(G/Z(G))'| = p? 矛盾 . 

MF i> 2, AA |G/Z:1(G)| < p* E 


GJZ, xt6)/ ZUG], 3(0)) = GIA A09) ZI 3 (6) = 2,08), 


M w(G/Zi(G)) = Z(G/Z;(G)). 与 定理 14.12.2(1) 相同 的 论证 可 得 结论 . 口 
例 14.12.5 ik G = (a,b,c | a” = b = c? = 1, [b,a] = c, [c, a] = a?, [c, b] = 
UP), HP p 25. 显而易见 , Z(G) = (a^, VP). (bP) 3G. > 


G-G/(9^) = (a, c|a^ =P =2 =1, [a] =z, [5a] = 3”). 
对 任意 的 abe eG, 有 
(aibic*)* = (at) Pbi c* = (abit), 


iX c € w(G)\ Z(G). Au w(G) > Z(G). 于 是 存在 非 交 换 p 群 满足 w(G/K) > 
Z(G/K), RY K 3G R1«K«G. 

例 14.12.6 it G= (a,b,c,d | a?" =F" =d" =2 =1, [a 0| = d, bye = 
b-3"". [ea] = a?" d?" ^, [d,c] = d?" ^, [d,a] = [dj] 2 1), Pn 22. BMF 
A, Z(G) = (B). KG = G/Z(G) = (abad | a" =" 2&8 = @ =I, [a] = 
d, [b,c]] 2 5-3" ^, [a] = a?" , [d,c] = [d,a] = [4,0] = 1). RH AH, c(G) = 2. 可 
证 w(G) = Z(G) 且 w2(G) > 22(G). 

定理 14.12.7. ik G AMA 2” 的 极 大 类 2 群 . 则 

(1) GE D». A SDa, N w(G) = Z(G); 

(2) Æ G = Qon, A] w(G) = Z2(G). 

证 明 留 给 读者 . 口 

引 理 14.12.8 HG LER p f£, w € w(G). 4 h € G WX o(h) — exp(G) A 
h" = h, 则 对 任意 gEG 有 g"==g', 其 中 i 是 正 整 数 . 

证 明 ”因为 N(G) 的 元 在 G 上 诱导 一 个 军 自 同 构 , 故 对 所 有 的 g € G, 存在 整 
数 m 使 得 g* = g". Æ olh) = exp(G) E h” = ht, N) i = m(mod exp(G)). 于 是 
g” =g". LI 

定理 14.12.9 设 G= (g1,92, ,9t) REM p Æ, KP o(g) < o(9) = p", 
exp(Z(G)) = p, 2« i « t. 则 

(1) # exp(G) = exp(Z(G)), A) w(G) = Z(G). 

(2) 3& exp(G) » exp( Z(G)) 且 o(g;) « p"-*, R] w(G)— Zo(G) 当 且 仅 当 Zo(G) < 
Na(()) N Calg) N: N Cage). 
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(3) Æ G X p" 阶 的 极 大 类 p E, NI 

(i) exp(G) < p°; 

(ii) # exp(G) = p, 则 w(G) = Z(G); 

(iii) Æ exp(G) = p’, 不 妨 设 o(gi) > o(g2), A] w(G) = Za(G) 当 且 仅 当 22(G) < 
Ne((91)) (1€6(92). 

证 明 (1) 选择 g € Z(G) 使 得 o(g) = exp(G)， 则 对 任意 的 w e w(G) 有 

=g. 由 引 理 14.12.8 可 得 w(G) = Z(G). 

(2) at = = 多 ,其 中 ae Z(G) Hj 是 整数 . 因为 [gi,a] € Z(G) H exp(Z(G)) = 

p^-* |(j — 1). 故 不 妨 设 j = 1--sp"-*. 由 引 理 14.12.8 可 得 , g? = gi. 由 此 


p^, 


故 
可 得 
Z2(G) < Ne((91))MCa(g2)1)- >: NCa (gt). 
反之 , 由 以 上 的 证 明 , 对 a € Z(G), 不 妨 设 gf = git", BR, exp(G^) < p™*. 

从 而 G 是 p-* 交换 的 . 对 于 gig? .…gitceEG 且 ae zG, 其 中 ceG', 有 


it i sp"-* s 
(git gf? --- gie) — (gh ter" gia... gite = git git... ghogntm 
= (git gi ---gitc) tsp™ 


于 是 w(G) = Z(G). 
(3) 因为 G 是 正则 的 极 大 类 p E, AK 


G = (91,92); (91) > o(g2) E (gif Y2) = 1. 


(i) 由 [89] 中 的 IIT, 定理 14.21 可 知 , |G| < pP. 由 [89] FRN, 定理 14.14 HE 
出 exp(G’) = p. W [97,92] = [gg — 1. 因而 g? e Z(G). 因为 |2(G)| = 
o(g1) < p?. 同 理 可 证 o(g2) < p?. 于 是 exp(G) <p’. 

(ii) 由 (1) 即 得 结论 . 

(iii) BE o(g1) = o(ga) = p?. 由 (i) 的 证 明 可 得 , g?,g? € Z(G). 注意 到 |Z(G)| = 
p. 则 (91) 门 (gz) #1. 了 矛盾. FÆ olg) =p B. o(gz) = p. 由 (2) 即 得 结论 . 

定理 14.12.9 一 般 不 成 立 . 例 14.12.10 和 例 14.12.11 表明 定理 14.12.9 中 正则 
这 个 条 件 是 必要 的 . 例 14.12.12 表明 o(g;) < p™-* 这 个 条 件 也 是 必要 的 . 

例 14.12.10 3 G = (a;b (a? = P = e = 1 [a,b] = i loa] = alab] I 1). 
显而易见 , G 是 34 阶 极 大 类 p FE. 由 定理 1.11.8(5) 可 知 , Z(G) = G2 = (c, a?). 
A (abt!) = ab? ¢ (a?b-?), Hc g w(G). 由 定理 14.12.2(2) 得 w(G) = Z(G). 
而 , Z(G) € Na((a)) N Ca(b) 

例 14.12.11 ik G & Qn = (a,b | a?" = 1, b? = a?’ ja, b] = a-?), X 
Tn24 显而易见 , G 是 2 阶 极 大 类 2 SH. 8X 14.12.78, w(G) = Z(G) = 
(a? ^). 然而 , a?" ¢ Ca(b). 
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例 14.12.12 ik G = (a,b | a” = 1,0 = a”, [a,b] = aP), RP p> 5. 
X, G 正则 . 计算 可 知 , Z(G) = (a) 且 Z(G) = (a?). AA w^ =b, & 
Z(G) < Na((b)) N Cala). 然而 , (ba-!)*" = 61-9 a7! g (bat). 3k w(G) # Z(G). 

下 面 的 例子 表明 , 满足 定理 14.12.9 的 极 大 类 正则 p 群 是 存在 的 . 

例 14.12.13 G= (a,b, c, d,e | a? = bP = c? = Œ =e? = 1, [b,a] = c, [c, a] = 
d, |c, b] = [d,a] = e, [c,d] = [d, b] = [e,a] = [e,b] = [e,c] = [e,d] = 1), HP p 25. € 
&, |G| 2 p? E c(G)=4. KG 是 正则 的 极 大 类 p FE. 注意 到 exp(G) =p. 由 定理 
14.12.9(3) 可 知 , w(G) = Z(G). 

例 14.12.14 ik G = (a,b,c,d | a? = P = c? = d? = 1, [b,a] = c,[c,a] = 
d,[c,b] = a”, [d,a] = a?,[d,b] = 1), RY p 25 E p = 3(mod 4). 显然 , |G| = p^, 
c(G) = 4 Hexp(G) = pP. KRG AEM LX XX p E. 从 而 Z2(G) = Gs = (d, a). 
不 难看 出 , Zo(G) < Na((a)) | Ca(b). 由 定理 14.12.9(3) THe, w(G) = Z(G). 

5| 14.12.15 i G = (a,b,c,d | a? = = c? = d? = 1, [ba] = c, [ca] = 
a”, [|c,b] = d, [d,a] = 1,[d,b] = a”), RY p 2 5 E. p = 2(mod 3). BR, |G| = p^, 
c(G) = 4 E exp(G) = p. KG 是 正则 的 极 大 类 pp f. 从 而 Z(G) = Gs = (d, aP). 
AA dg Celb), 由 定理 14.12.9(3) 3 4n, w(G) = Z(G). 

我 们 知道 , 若 G 是 奇 阶 极 大 类 p 3E, 则 w(G) 初等 交换 . UPR, B 
G 的 寡 自 同 构 构 成 的 群 , 记 为 PAut(G). 进一步 可 证 如 下 定理 . 

定理 14.12.16 KG 是 非 交换 p FE. 

(1) 若 Z(G) 门 01(G) 初等 交换 , N 

(i) sb a € PAut(G) Hg € G A g^ — g^" ^, Xp o(g) = p^, k 是 整数 满足 
sks pi; 

(ii) PAut(G) 是 初等 交换 p E. 

(2) Æ G 是 极 大 类 的 , 则 PAut(G) 是 初等 交换 p H. 

(3) 若 Z(G)101(G) NG 初等 交换 , N w(G)/Z(G) 初等 交换 . 

证 明 — (1)() & g^ = 9 其 中 ;是 整数 , WE (ip) -1H1«i«p"—1. 由 [88] 
中 的 引 理 5 可 知 , i = 1(mod p). AAR AR BL ITE Je roe, g^! € Z(G) ()01(G). 
注意 到 exp (Z(G) 门 01(G)) = p. M olg!) < p. AM pli- 1). AOR 
i 二 1 十 hp"-!, He k BHA 0<k<p-1. 于 是 ga = gt, 

(ii) 再 由 [88] 中 的 引 理 5 知 , PAut(G) 是 初等 交换 的 . 不 妨 设 


PAut(G) = (o1) x (ag) x +++ x (am). 


Hi (i) fg go; — gh" ^, gg gD” = gO" — g, HETE olaj) <p. 
(2) 因为 G 是 极 大 类 的 , 故 |Z(G)| =p. 由 (1) 得 PAut(G) 初等 交换 . 
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(3) 车 w(G) 非 交 换 , 则 G = Qs x CH. BR, w(G)/Z(G) = Co x Co. 不 妨 设 
w(G) 交换 . 对 任意 的 we w(G), > % =g, 其 中 i 是 整数 , (i,p) = 1. 5 (1) 同样 
的 论证 可 得 , g* = gi", Xr olg) = p". 于 是 g^" = git")? — g. 由 此 推 
出 wz e Z(G). 从 而 w(G)/Z(G) 初等 交换 . im 

注 14.12.17 注意 到 定理 14.12.16(1) 一 般 不 成 立 . 例如 , 令 G= (a,b | aè = 
b} = 1,[a,b] = b$). 在 2(G) 门 01(G) = C4 x Ca. 由 [53] 中 的 推论 6.3.3 TH, 
PAut(G) = C2 x Co. A — Zr da, [155] P HH] 2.3b 和 例 2.2 表明 , 满足 定理 14.12.16 
的 群 是 存在 的 . 
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设 G ÆR. 则 对 G 的 每 个 元 素 r WH 1 < (z) < Cele) « G. 特别 地 , G 交换 
当 且 仅 当 对 所 有 的 ze G 都 有 |G: Ce(z)j| = 1. ZA, Ishikawa 在 文献 [91] DAT 
|G : Ca(z)| < P 的 有 限 p E. 沿 着 另 一 方向 , 黎 先 华 等 在 文献 [133] 对 于 奇 素数 p. 
分 类 了 所 有 非 中 心 元 r 满足 |Ce(z) : (z)| < p? 的 有 限 p E. 张丽华 等 在 文献 [264] 
分 类 了 所 有 非 中 心 元 z 满足 Ce(z)/(z) 循环 的 有 限 p Ht. 王 娇 等 在 文献 [221] XE 
一 步 推广 了 文献 [264] 的 结果 , 他 们 研究 并 分 类 了 满足 如 下 条 件 的 p 群 G: 对 G 中 
任意 非 循环 的 交换 子 群 H, 只 要 H 4 Z(G) 就 有 Co(H)/H 循环 . 部 成 功 等 在 文献 
[80] 分 类 了 含有 一 个 自 中 心 化 的 循环 正规 子 群 的 p SE. 换 句 话说 , 这 样 的 群 存在 非 
中 心 元 z 满足 |Ca(z) : (x)| 2 1 E (e) IG. 本 节 介 绍 他 们 的 工作 . 


14.13.1 |Ce(z) : (z)|«p? 的 p 群 


HAR p R G 为 k-NC-p 群 ,车 对 G 的 任意 非 中 心 的 元 z 都 有 |Ce(z) : (x)| < 
p*. 黎 先 华 等 在 文献 [133] 研究 了 k-NC-p RE, 并 给 出 了 p > 2 时 k-NC-p 群 的 分 类 . 

下 面 这 个 引 理 是 简单 的 , 但 它 在 p 群 研究 中 经 常用 到 . 

引 理 14.13.1 设 G 是 一 个 p 群 N 和 KK 是 G 的 两 个 正规 子 群 . 若 N<K 
且 |K:N|=p, 则 对 任意 的 zeEK 和 geEG 都 有 [eg] EN. 

证 明 令 G=G/N. 因为 |K:N|=p, 所 以 K BG 的 一 个 p 阶 正规 子 群 ， 
这 意味 着 K < Z(G). 从 而 对 任意 的 zeE K 和 ge G 都 有 [rg -1 结论 成 立 ， 口 

引 理 14.13.2 设 G 是 非 交 换 k-NC-p Æ. RJ 

(i) # H <G, Rx H£ 8 j >k, H ÆA j-NC-p 群 . 

(ii) # G A p 阶 非 中 心 元 , 则 |Z(G)| < p*. 

(ui) # G 的 p 阶 元 都 在 中 心中 , M Q1(G) 同 构 于 CE. 的 一 个 子 群 . 

证 明 (i) 因为 对 任意 的 ze HORA |Cu(z) : (z)| < |Ca(z) : (x), 故 (i) 
成 立 . 
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(i) $ z Æ G 的 p 阶 非 中 心 元 , 则 (z) 门 2(G) 21 B. (x) Z(G) < Cele). 因为 
G 是 一 个 k-NC-p 群 , 故 


»* > |Ca(z) : (2)| > (2) Z(G) : (2)| = aS = |Z(6), 


结论 成 立 . 

(ui) 车 G B p 阶 元 都 属于 中 心 , 则 (G) < Z(G). 所 以 (G) 是 G 的 初 
等 交换 子 群 ， 这 意味 着 对 G 的 任意 的 非 中 心 元 x 都 有 |(z) 门 Q1(G)| =p. 于 是 
(z)Q1(G) < Calz). 因为 G 是 一 个 k-NC-p E, 故 


(QO)/p= I3 (6)/ SNN (6)| = 1) (G)/ (2)| < |Ce(z) : (a)| < p", 


从 而 Q1(G) 同 构 于 CRT 的 一 个 子 群 . 

Zik = 2 时, 2-NC-p 群 有 下 列 更 精细 的 结论 . 

定理 14.13.3 设 G 是 2-NC-p 群 , 其 中 p>2. 则 

(i) Æ Tn(G) < 3, 则 IG| < p“ SG EMK. 

(ii) Æ ra(G) 2 3 E 3(G) € Z(G), M |Z(G)| < ?. 进一步 地 , X |Z(G)| = 
则 |G| < pt;  |Z(G)| = p?, W |G| < p^. 

(iii) # ra(G) > 3 E (G) < Z(G), M Z(G) = Qi(G) = C3, & |G| < p^, 
exp(G) = p?. 

证 明 (i) 假设 G 非 亚 循环 , 则 G 为 [26] 中 的 定理 13.7 B (b) 型 群 或 者 (c) 
型 群 . 

者 GA (b) 型 群 , 则 G 是 一 个 极 大 类 3 群 . 于 是 |Z(G)| 2 3 且 2Z2(G) AG 
的 唯一 的 p? 阶 正规 子 群 . 由 [26] 中 的 定理 9.6(d) 可 得 , Qi(Go) 是 G 的 一 个 3? 阶 
初等 交换 正规 子 群 , 其 中 Go = Co(Z2(G)). 于 是 Z(G) = (Go) = C3. 那么 存在 
3 阶 非 中心 元 £ € Z(G) 使 得 


|Ca(Z2(G)) : (x)| < |Ce(z) : (x)| < 3?. 


于 是 |Co(Zo(G))| < 33. 另 一 方面 , 由 N/C 定理 可 得 , G/Co(Z2(G)) € Aut(Za(G)). 
EIA Zo(G) = C2, 所 以 |Aut(22(G))| 整除 3(32—1)(3—1). 从 而 |G/Ca(Za(G))| < 3. 
TX |G| « 3*. 

di GA (c) 型 群 , 则 G = EH, RF E = (G) = M,(1,1,1), H BG 的 
指数 为 p? 的 循环 子 群 ， 于 是 Z(G) E = Z(E) R Z«(G)f]E > Z(E). Ree 
(Z2(G)N E) - Z(G). JU o(z) =p H |Ca(z)| < p’. & Y = (z, Z(E)). WY Æ G 的 
一 个 p? 阶 初等 交换 正规 子 群 . 由 N/C 定理 可 得 , G/Ca (s) = G/Ca(Y) S Aut(Y). 
于 是 可 得 |G| «pt. 
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(ii) 因为 (G) € Z(G), RG A p 阶 非 中心 元 . 由 G 是 2-NC-p 群 可 得 
IZ(G)| < p". & H ÆG H p? 阶 初等 交换 正规 子 群 . 则 H £ Z(G). 于 是 存在 G 的 
p 阶 非 中 心 元 z e H 使 得 


p > |Cc(2) : (z)| > |HZ(G) : (z)| = »^|Z(G) : H () Z(G). 


从 而 Ce(z) = HZ(G) H Z(G) = H(|Z(G). 也 即 Cele) = H H Z(G) < H. 
当 IZ(G)| =p 时 , $ K = (a, Z(G)), 其 中 a € H 使 得 aZ(G) € Z(G/Z(G)); 4 
IZ(G)| 2 »? 时 , $ K = H. 在 这 两 种 取 法 之 下 都 有 Z(G) < K < HNG). 于 是 
存在 x € K — Z(G) 使 得 o(z) = p 且 对 任意 的 ge G 都 有 [z,g] € Z(G), 即 存在 
z € Z(G) 使 得 z? = zz. 这 意味 着 |G : Co(z)| = |zs| < |Z(G)], 结论 成 立 . 

(iii) 因为 Qi(G) < Z(G), 故 Q1(G) = e3(Z(G)) = Cp. & 


Z(G) = Cyr X Cpra X +++ X Corm, 
Hr, >r >- Tm > 1. 对 任意 的 z 42Z(G) 有 |2(G) 门 (z)| <p". FR 
»? > |Ce(z) : (z)| 212(G)(z) : (z)| = |Z(G) : 2(O)NN(z)| = ptm, 


从 而 rz? 十 ra 十 … 十 rm € 2. 注意 到 m 2 r4(G) 2 3. HETA m —3 H r= r4 — 1, 
Bl Z(G) & Conn x Cp x Cp. MAT Ca(z) = Z(G)(z) B |Z(G)(Yo) = p^. > 
o(z) — p*. W s» ri. s ri — 1, M x? g Z(G). 从 而 有 


p^ > |Ca(a?) : (2”)| > |Z(G)() : (2”)| = p- |Z(G) : Z(G)M(a)| 2 p”. 


FA. 于 是 o(x) = p"*! H 2? € Z(G). 

假设 ri > 2. 因为 对 任意 的 z ¢ Z(G) 都 有 o(z) = p! BH. zz € Z(G), ik 
Z(G)/Q(G) Æ G/Q1(G) 的 唯一 的 p-! 阶 子 群 . 由 定理 1.10.1 和 定理 1.10.2 可 得 
G 循环 . 因为 Q1(G) < Z(G), 所 以 G 交换 . 矛盾 . 于 是 — 1, Z(G) = (6) € C; 
E. exp(G) = p°. 

4 N — Z(G)(z), Kf z € Z(G) — Z(G). W o(z) = p? E N Æ G 的 pt 阶 交 


换 正 规 子 群 . 因为 
I(x)| - |Z(G)] 


N= nz 

AK N = Cele). 从 而 |G: N| = |z€|. AW z € Z(G) — Z(G), 所 以 对 任意 的 geG 

都 有 [xg € Z(G)， 于 是 存在 z € Z(G) 使 得 z9 = zz. 从 而 |G: N| = lz9| < 

|Z(G)| = p®. 由 此 得 |G| < p? |N| =p". 结论 成 立 . 口 
下 面 列 出 2-NC-p 群 的 分 类 结果 , 证 明 略 去 . 


=p* = |Ce(z)|, 
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定理 14.13.4. KRG ARR p E, XP p>2. MG 是 2-NC-p 群 当 且 仅 当 
IGI < pt AŽ |G| 2 p? HG 为 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 
(1) G = (a,b | a = bP = 1, [a,b] = b^); 
(2) G= (a,b | a” =b = 1, [a, b] = a?); 
(3) G = (a,b | aP =b” = 1, [a, b] = a? ); 
(4) G = (a, b, c | a?” = p = c = 1, [a,b] = c, [a,c] = [b,c] = 1); 
(5) G = (a,b,c | a” = b?’ = c? = 1, [a,b] = a?, [a,c] = [b,c] = 1); 
(6) G = (a,b,c | a” = bP” = = 1, [a,b] = 2, [a,.d] = 29, [b,d] = z3), HP 
21,22, z3 € Z(G) B. Z(G) = (21) x (22) x (za) = (aP) x (bP) x (cp) = C8; 
(7) G = (z,a,b,c,d), 其 中 2, a, b, c, d BX b? — c? — d? — 1, a? — c?! dh, a? = 
ed", [z, a] = b, [x, b] = d, [a,b] 2 c, (c) x (d) = Z(G), RP 0€ s, tiu < p- 1; 
(8) G = (z,a,b,c, d), RP z, a, b, c, d RA YP =P - d? — 1, z? = cd? aP = 
c"? qd"? [x,a] = 1, [r, b] = d, [a,b] = c, (c) x (d) = Z(G), 其 中 0 < 50, te, u2, v2 < p- 1. 


14.13.2 Ce(z)/(z) 循环 的 p 群 及 其 推广 


AR p Æ GRA P 群 , & G 的 非 中 心 元 r 均 满足 Ce(z)/(z) 循环 . AR p 
# G 称 为 CAC FH, BN G 中 任意 非 循环 的 交换 子 群 H, HH 4 Z(G) 就 有 
Co(H)/H 循环 . 本 节 的 目的 就 是 分 类 P PERI CAC HH. 内 容 取 自 文献 [221], [264]. 

引 理 14.13.5 # G X P #, RJ r(G) « 2. 

证 明 ER, 则 存在 A < G 使 得 4 兰 C3. AsZ(G) WEE ce A\ Z(G). 
因为 4 交换 , HA < Cole). 又 因为 4/(z) C2, 故 Ce(z)/(z) 不 循环 . 这 与 假设 
矛盾 . 若 4 < Z(G), 则 对 所 有 的 ze G\ Z(G) WA A()/() € €Ca(z)/(x). 因为 
A(z)/ (x) = AJAN (x) = C2 BR C3, f Ce(x)/(x) 不 循环 . 也 与 假设 矛盾 . 口 

引 理 14.13.6 KG 是 亚 循环 的 非 交 换 了 群 ,D>2. 则 G@G 是 刀 群 当 且 仅 当 
G X A 群 . 

MEARE 4: $ r e G \ Z(G)， 由 定理 17.7 TH, Z(G) = OG). AA 
$(Cc(r) < 9(G), Kx ¢ B(Ce(x)). RAW G EHA, 故 Cele) PEHA. 从 
而 d(Ca(x)) < 2. 由 此 可 得 , 存在 ye G E Cale) = (x,y). 因而 Ce(z)/(z) 8 
A. BUG JE. 

=>: AA G 是 奇数 阶 亚 循 环 群 , 故 Q1(G) = C2. 4 G— (ab) E A= (a) (G), 
其 中 (a)aG. WW A’ < (a) 门 Q1(G). 特别 地 , |H'| < p. 于 是 (a?)Q1(G) 交换 . A 
m H < Cola). AA G Æ P WA H/(a?) = H/O(H) & C2, 有 a? € Z(G). 再 
由 G 是 奇数 阶 亚 循环 群 可 得 G 正则 . 因而 [a,b]? = 1 等 价 于 [a,b] = 1. 由 此 可 得 
IG'| =p. 由 定理 1.7.7 可 知 , G Æ A 群 . 口 

显而易见 , 引 理 14.13.6 的 论证 对 于 通常 亚 循环 2 群 也 成 立 . 
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推论 14.13.7 AG 是 通常 亚 循 环 2 群 . 则 G 是 亿 群 当 且 仅 当 G 是 A FE. 

引 理 14.13.8 ik G & PSEE H AG 的 非 交 换 子 群 . 则 H 452 DP 群 . 

证 明 HA, Ve € H\ Z(H) RNA x e Z(G). Wee Z(G)(] H « Z(H), 7F 
JB. 于 是 zs GV Z(G). KHA G Æ P RE, & Co (x)/ (x) 循环 . 因为 Cyle) € Cela), 
故 Cr(z)/(z) 也 循环 . 口 

定理 14.13.9 设 p 是 奇 素数 . 则 G 是 刀 群 当 且 仅 当 G 是 下 列 互 不 同 构 的 
群 之 一 . 

(1) p” 阶 的 亚 循环 内 交换 群 , 其 中 n> 3; 

(2) M,(1, 1, 1); 

(3) G= (a, b,e| a9 mc =1,F — 2, [a 5] 5 e, c; a] ^ 1, [c 5] a^? 

(4) G& M,(1,1,1) * Cpn-2, HP n> 2; 

(5) G = (a,z,y | a" = 1,7? = yP = ilaa] = y, [ey] = a?" ^ [y, a] zT 
i—13c, F o 是 一 个 固定 的 模 p 9) 3 AMR. 

证 明 ”车 |G] < pt, 则 通过 对 p? 阶 和 pt 阶 群 的 群 表 的 简单 的 检查 即 得 结论 . 
设 |G| > p>. 由 引 理 14.13.5 WH r(G) < 2. 于 是 r4(G) < 2. Æ r4(G) — 1, UG 
Xf, 矛盾 . 故 mm(G) = 2. 正规 秩 r.(G) 为 2 WHA Blackburn 在 [31] 中 的 定理 
4.1 分 类 . 它们 是 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(i) 亚 循环 群 ; 

(ii) Mp(1, 1, 1) * Cpn-2; 

(iii) Br > 3° 的 极 大 类 3 群 ; 

(iv) (a,z,y | a" = 1,2? = y? = 1,[a,2] = y,[z,y] = af?" *, [y, a] 3 LY 
或 o, 其 中 o 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 . 

车 G EF (i), 由 引 理 7.2.1 即 得 群 (1). 

E G Æ (ii), W Z(G) Æ p? 阶 循环 子 群 . S g E€ G\ Z(G). W Calg) < G. 明 
显 地 , Ca(g) > (g)Z(G). TÆ Calg) = (g)Z(G). 因而 Ca(g)/(9) = Z(G)/Z(G) Ni) 
是 循环 的 , BY G 是 P 群 . 这 是 群 (4). 

车 G 是 群 (ui), 由 [30] 中 的 定理 2.6 和 定理 1.11.8 可 知 , 基本 子 群 Gi 是 交 
换 群 或 非 交 换 的 亚 循 环 群 。 因 为 |G| > 35, 故 |G] > 34， 由 此 可 得 , 存在 WAG 
使 得 |H| = 34, d(H) > 2 H H 是 交换 群 或 非 交 换 的 亚 循环 群 . 由 引 理 14.13.5 得 
d(H) = 2. 再 由 定理 1.11.8 可 知 , O1(H) 关 Co. 因而 H = C2 或 Ma(2,2). 于 是 
U1(H) < Z(H) 且 O1(H) = CR. AA G 是 极 大 类 的 , M Z(O = 3， 从 而 存在 
z €Ui(H) \ Z(G). 因为 H 不 循环 , 故 H/(z) 也 不 循环 . 现在 由 H < Cele) 可 得 ， 
Ca(z)/(z) 不 循环 . 即 G 不 是 P RE. 

车 G 是 群 Gv), 计算 可 知 , Z(G) = (a?) 是 一 个 指数 为 p? 的 子 群 且 (a,y) 是 
交换 极 大 子 群 ， 因 为 |G'| = p?, 由 [26] 中 的 $1, 练习 69(a) 可 知 , G 有 唯一 的 交 
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换 极 大 子 群 . $ g € G\ Z(G). 则 (a?,g) < Calg) < G. Æ Calg) = (a?,g), W 
Cc(g)/(g) 循环 . Æ Calg) > (a?,g), 则 Calg) < G. 因为 (a?,g) < Z(Cc(g)) A 
ICa(9)/(a?, g)| = p, W Calg) 交换 . 于 是 Calg) = (a,y) E g = ayt, 其 中 (i,p) =1 
BK (j,p) = 1. 由 此 可 得 Cc (g)/(g) 循环 . 即 G 是 P BE. 这 是 群 (5). 口 

下 面 我 们 分 类 偶数 阶 的 P E. 

引 理 14.13.10 KG X 2" BH P 3$,n 25, M «G. E M 是 极 大 类 的 , 则 
G 也 是 极 大 类 的 . 

证 明 — 3, 由 [26] 中 的 定理 9.10 可 知 , G/G' = C3. 由 此 可 得 


Ui(G) = G' = M' = U1(M). 


因而 exp(G) = exp(M). 因为 M 是 极 大 类 的 , 由 极 大 类 2 群 的 分 类 可 知 , M 有 一 
个 极 大 子 群 H 是 循环 的 . S K =02(H). Wl) K = C4 H K char H char MSG. 
it KG. 由 N/C 定理 可 得 


G/Cc(K) < Aut(K) = Co. 


再 由 M 是 极 大 类 的 , 故 |Z(M)| = 2. 因而 K € Z(M). 于 是 G/Co(K) = Co. 因为 
G 不 是 极 大 类 的 , 故 Co CK) 不 循环 . 又 n > 5, 故 


K < U1(M^) < ®(Ce(K)). 


由 此 可 得 Co (K)/K 不 循环 . 这 与 G 是 P 矛盾 . 口 

引 理 14.13.11. 3 G Æ 2" i P #,n>6,M<G AM = (a,b,c | a™™ = 
b? —1,c = a?b?, [a,b] = b?, [c,a] = [c,b] = 1). XJ 
(1) Z(M) = (a?,c) = (b2, c) & Cy x Can-4, Q (M) = (a? 
(2) &(G) = U1 (G) < Z(M) < Z(G); 
(3) G' < Q1 (Z(M)) = (M); 
(4) M = Q4 4(G), 特别 地 , 对 所 有 的 TE G\M RA ole) = 20. 

WEB] — (1) 结论 显然 成 立 . 

(2) 首先 可 证 : Z(M) < Z(G). 38, 如 果 a? Z(G), 则 由 G 是 P 群 可 得 
Cc (a2)/ (a?) 循环 . 因为 Cola?) > M, 故 M/(a?) 循环 . 矛盾 . 因而 a? e Z(G). 类 
似 地 , c e Z(G). 

再 证 对 所 有 的 ze G A r? e Z(M). AW z2 € M, 只 需 证 x? € Z(G). 车 
T, 由 Cc(z2?)/(z2) > Z(M)(x)/(a?) 和 G 是 P 群 可 得 , 2(M)(z)/(z?) 循环. 因为 
(z2) < &€(Z(M)(z)), 故 Z(M) (x) 循环 . 特别 地 , Z(M) 循环 . 矛盾 . 

(3) 由 (2) 所 证 可 知 ，G/2Z(G) 初等 交换 . 于 是 C 初等 交换 . 特别 地 ，G' < 
Q1(Z(M)) = (M). 


n—5 


b?) = C3; 


) 
) 
) 
) 
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(4) ET, 则 O,4(G) =G. 由 (2) 和 (3) 可 得 G 是 4 交换 的 . DR n —4 2 2, 
故 exp(G) = exp(Qn-4(G)) = 2^-*. 因而 exp(51(G)) = 2" .由 此 可 得 


®(G) = 01(G) < Q4 s(Z(M)) = (b?, °) = 9(M). 


于 是 d(G) = d(M)+1=4. 
MaeG\M. Wl (a,b,c x)= G. AW 


G! < Q1(M) = (a? ,b?}, 
故 [a, x) € (a? ^) BR [a, bz] € (a2”“). 不 妨 设 [a,z] € (a^). F [a,z] — 1, Bl 
Ce(a)/((a)®(G)) > (e, z) = C$. 


因而 Cc(a)/(a) 非 循 环 . 矛盾 . 故 az] =a”. 
注意 到 ce Z(G) A [az] = [azcil, 其 中 i 是 整数 . 因为 


xz? € (G) = (b, è), 


故 对 某 个 适当 的 i 有 (ad) = c2 或 (zci)2 = e = a. 不 妨 设 z2 = c2 或 o2. 车 
a? = c?, Wl olze-0 = 2. 2$ x? = a?, Wl o(za-!*?" ^) = 2. 这 说 明 在 任何 情况 下 ， 
存在 一 个 对 合 ye G\ M. 因而 (y)Q1(M) = C3, 这 与 引 理 14.9.1 FA. 口 

引 理 14.13.12 G fo M d» 5] 2 14.13.11 所 设 . 则 G 是 下 列 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) (a, b, c | a? * =b? =1,c = a?b?, [a, b] = 6, [c, a] = [c, 5] = 1); 

(2) (a,b,c | a?" ^ = b? =1,c? = a2b?, [a,b] = b?, [c, a] =a", [c,b] = 1). 

证 明 由 引 理 14.13.11(4) TẸ, exp(G) = 2" 3 且 对 所 有 的 ze G\M 都 有 
olz) = 2"-3， 又 由 引 理 14.13.11(2) 得 , z? € Z(M) = (b2,c). 于 是 可 设 a? = c 或 
a? = cb?. 再 由 引 理 14.13.11(3) 得 , G' & Cy 或 G' & C2. 

# G' 2 C WG’ = M' = (P). # [bz] 2 1 H [a,x] = 1, > a, = az. RU 


a ‘= 1, [a,b] = fax", b] = [a,b] =b, aft? = 
因而 
G=(obzlo =b” = 1, x? = a2b?, [a1, b] = b?, [z, a1] = [x, b] = 1). 


此 时 G 同 构 于 群 (1). 车 [bz] = 1 E [a,c] = b, $ zı = ox. W [b,x] = 1B 
la, 21] =1. # [b, fre S rı = az. 则 [b,z1] = 1. 在 这 两 种 情况 下 , G 都 同 构 于 
# (1). 
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车 G'z C3, WW G' =01(M). 我 们 考虑 [b,c] 的 可 能 取 值 . 
情形 1 [b,z]=1. 

在 这 种 情形 下 , [az] a? ^ BR [a, 2] = a?” b. 

Zi [az] 2a? ^, & a1 = az- 1?" ^. RJ 


. d^ 21, 2? =at, [at] = [art 5,5] = [a,b] = V, 


,£] = 8,4] = art = a? i 


于 是 G = (a,b, x) = (ay, b, z) 具有 如 上 的 定义 关系 . 因而 G 同 构 于 群 (2). 

车 [az] = a2”“b2, & x, = bx. D [b zi] 2 1 E Ja, 21] = a? ^, 此 时 转化 为 
[a,x] = a?" 的 情形 . 

情形 2 [bz] = b?. 

4 x, — az. 则 [b z1] — 1. 这 化 归 为 情形 1. 

情形 3 [bz]— a? ^. 

Zi laz] =1, $ a, =ar1, db) = ba? ,zl = a+?" .计算 可 得 


lai, z] = [az 1^?" * 


o(a) 227-3, 0o(b)-2?, [a6] = ba?” = B2, 


—4 
[3,211 2 1, [bmi] = zl , We = 22. 


于 是 = (a,b,z) = (ay, 51,21) 具有 如 上 的 定义 关系 . 此 时 G 同 构 于 群 (2). 

车 [az] = b, $ a, = a, 2, = bx. # [az] = a”, S a, = ab mi — m. 4 
[8,2] = a? "W, 4 a, = ab, zy = bz， 在 这 三 种 情形 下 , 有 [aul = 1, [6,24] = 
a? ^. 此 时 转化 为 [a,z] = 1 的 情形 . 

情形 4 [b,x] =at, 

4 zi az. 则 [b z1] = a? ^. 这 化 归 为 情形 3. 口 

引 理 14.13.13 设 G 是 2n 阶 的 刀 群 ,m>6,M<G 且 M=(wbhcla “= 
b? = 1,c? = ab? [a,b] = b?, [c,a] = a?" ,cd = 1). A] n = 6 E G 2 (a,b,c,d | 
二 = L [be = T, [bid] = 
a*, [c,d] = c?). 

证 明 ”类 似 于 引 理 14.13.11 的 证 明 , 我 们 有 


n—5 


(1) €(M) = Z(M) = (a?,b?) = C2 x Cons, $6(M) = M' = (a? , b?) S CS; 
(2) er (M) = Z(M) < Z(G), 特别 地 , d(G) = 4, exp(G) = 2^-*; 

(3) G' = (Z(M)) = fh(M) = M’; 

(4) GV M 没有 2 阶 元 . 
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注意 到 [a, M] = M' = G', 取 适 当 的 ds G\M (#4 [a, d] = 1. JJ G = (a,b, c, d). 
设 d? = ab), 其 中 ;和 了 是 整数 . 用 dac BR d, WH d? = 09. 由 (4) 可 知 ， 
jz0. 因而 d? =. 

车 [b,d] e (02), 则 (b, dj = 1 EÈ [b, ad] = 1. Ali |Ca (b)/((b)(G))| 2 4. 这 与 G 
E P 群 矛盾 . 于 是 [bd] —a7 ^mkat “如. 254508, [c,d] = b? EX ba?" ™. 

ina?" " eU1(G) < Z(G). 因而 (bda?” ^)? = (bdy?a? ^ = [b, dja?” ™ 
由 (4) 可 知 , [b, da?" ^ Al. 于 是 [bd] = ba?” .由 此 可 得 (abcd)? = P?[c, d]. 再 
由 (4) 可 知 , b2[e d] A 1. 于 是 [c,d] = a?" = [b,d). Alii [bc,dl = 1. 由 此 得 
|\Ce(d)/((d)®(G))| > 4. 这 与 GRP RFR. 因而 n — 6. 

又 由 (4), 1 z (abd)? = a?b?|b, dj. 因而 [b,d] = a?. 再 由 (4) @, 1 F (bcd)? 
b?[c, d. 因而 [c,d] = b?a? = c?, 我 们 得 到 所 希望 的 群 G. 

引 理 14.13.14 iG £2" Bs P SE,n25,M«G E. M — (a,b,c|a 
b? = c? —1,[e b] = a?" 5, [b,a] = [c, a] = 1) = Dg * Con-a. MG = Dg * Cosa. 

证 明 ”类 似 于 引 理 14.13.11 的 证 明 , 我 们 有 

(1) Z(M) = (a) & Cons, QZ(M)) = (a?" 5); 


机 EE 


9n-3 


(2) ide as Ui(G) € Z(M) < Z(G), 特别 地 , exp(G) < 2777; 
(3) G' = Qı (Z(M)) = M’; 
(4 T Qn—3(G " 特别 地 , 对 所 有 的 zs GVM 都 有 o(z) = 2"-?. 


由 (4) TR zz =a. 考虑 [b, 2] 和 [ex]. # [bz] — 1 E [er] = 1, M G = 
(b, c) * (x) = Dg * Con—2. Æ [b,£] 2 1 E (e, v] = a2" ^. 4 x, = ba, D] [b zi] = 1 E. 
[c, 21] = [e, ba] = 1. FÆ G = (b, c} * (x1) & Dg Cosa. Æ [b, r] = 92^, S m1 = cz, 
则 [b, 21] = 1. 这 化 归 为 [b,z] = 1 的 情形 . 口 

引 理 14.13.15 设 G 是 26 阶 的 刀 群 . 则 G AKFA M x (a,b,c | at= t = 
1,a? =", [a, b] = a7, [e, a] = e*, [c,d] = 1). 

A EB, 类 似 于 引 理 14.13.11 的 证 明 , 我 们 有 

(1) ®(M) = Z(M) = Qı (M) = M' = (a, 2) = C3; 

(2) TS a (M) = Z(M) < Z(G), 特别 地 , d(G) = 4 B. exp(G) = 4; 

un Q(Z(M)) = 94(M) = M'; 

(4) GM 没有 2 阶 元 . 

注意 到 ja, M] = M' = G'. 取 适 当 的 z € GVM 使 得 [a, 2] = 1. 不 妨 设 z2 = c. 
类 似 于 引 理 14.13.13 的 论证 可 得 , [b,£] = c? R a?c?, [c, 2] =a? 或 a?c7. 

由 (4) 可 得 , 1 z (abr)? = a?c?[b, x] A 1 Z (acz)? = a?c?[c, 2]. 因而 [b, 2] = c? 
H [ez] = a?. 由 此 可 得 (aber)? = 1. 与 (4) 矛盾 . 口 

引 理 14.13.16 设 G 是 27 阶 的 刀 群 . 则 @ 没 有 子 群 MS(abcdlo4= 

521,2 = a7, = d^. lab] = 55, [nc] =a’, [aid] = 1, [b €] = 1, [b d] = a7, [e, d] = 
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e. 

证 明 ER, 类 似 于 引 理 14.13.11 的 证 明 , 我 们 有 

(1) ®(M) = Z(M) = Q (M) = M' = (a?, b?) = C5; 

(2) €(G) = €(M) = Z(M) < Z(G), 特别 地 , d(G) = 5 H. exp(G) = 4; 

(3) G' = Q4(Z(M)) = 1 (M) = M*. 

注意 到 [aM] = M' = G'， 取 适当 的 ce GV M 使 得 [wzl = 1. Ai 
Cc(a)/((a)9(G)) 2 (d, z) & C2. KH GHP 群 矛盾 . M 

定理 14.13.17. KG X 2^ HÆ. I) G&P KEA% GG 是 下 列 互 不 同 构 
的 群 之 一 . 

(1) 亚 循环 的 内 交换 p 群 ; 

(2) 极 大 类 2 8f; 

(3) Dg * Con-a; 

(4) (a,b,c | a?" ^ =b? =1,c? = a?b?, [a, b] = b?, [c, a] = [c, b] = 1); 

(5) (a,b,c | a? ^ =b? =1,c? = a?b?, [a, b] = b?, [c,a] =a ^, [c,b] = 1); 

(6) Qs x Cz; 

(T) (abe lat = ct = 1,4? = E, la, 5] — 87, [6,4] — c*, [6,6] = 1); 

(8) (ab cud | at = d= 1, = ob — d?, [a,b] = 67, [a,c] = 7, [a.d] = 
1, [bpe] = 1, [b, d] = a?, [e d] = c?). 

证 明 ”车 n < 5, 则 由 阶 < 25 的 分 类 可 知 结论 成 立 . Pixn26H GT. 

由 归纳 假设 , G 的 每 个 极 大 子 群 是 交换 的 或 同 构 于 群 (1) 一 (5),(7) 和 (8) 之 一 . 
若 G 有 一 个 极 大 子 群 同 构 于 群 (2) 一 (5), (7) 和 (8), 由 引 理 14.13.10 一 引 理 14.13.16 
可 知 , G 同 构 于 群 (2) 一 (5) 和 (8). 

设 G 的 每 个 极 大 子 群 是 交换 的 或 是 亚 循环 的 内 交换 的 . 由 引 理 14.13.5 可 知 ， 
G 的 每 个 极 大 子 群 是 亚 循环 的 . AF G 非 亚 循环 , RU G 内 亚 循环 . 由 定理 8.1.1 可 知 
IG| < 25. 这 与 |G| > 29 矛盾 . MG 是 亚 循环 的 . 

E G 是 内 交换 的 , 则 G AF (1). 

车 G 不 内 交换 , 则 G 是 亚 循环 的 42 Æ. 从 而 |G'| = 4. 设 G= (a,b), 其 
H G < (a). M o(a) 2 8 Hat e Z(G) 当 且 仅 当 4jt. 因而 a? ¢ Z(G). AA 
|G| > 29 A |G"| = 4, G 没有 循环 极 大 子 群 . 于 是 Cela?) = (a,b?) 非 循 环 , 注意 到 
(a?) < U1(Cc(a2)). 故 Ce(a?)/(a?) 非 循环 . 这 与 G 是 P 群 巴 盾 . 

显而易见 , 定理 中 的 群 互 不 同 构 . 下 证 定理 中 的 群 是 PP BE. 

E G 是 群 (1), 由 推论 14.13.7 可 知 G EPR. 

若 G 是 群 (2), W G 有 一 个 循环 极 大 子 群 且 由 极 大 类 2 群 的 分 类 可 知 , G 是 亚 
循环 的 . > (a) 是 G 的 一 个 循环 极 大 子 群 . 则 8(G) = (a?) H Z(G) = (a? ^). 令 
rz EG\2Z(G). # xg B(G), 则 zz g O(Co(z)). AW G EA, 故 Cale) 亚 循环 . 因 
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而 d(Co(x)) < 2. 于 是 存在 ye G 使 得 Cec(z) = (x, y). 由 此 可 得 Ca(z)/(z) = (9). 
d$ x € (G) \ Z(G), W Ce(z) = (a). 明显 地 , Ce(z)/(z) 循环 . 故 G J& P RE. 

车 G 是 群 (3-7), W [G: Z(G)| « 8. 由 此 可 得 对 所 有 的 ze GV Z(G) 都 有 |G: 
(z, Z(G))| «4. 注意 到 (x, Z(G)) <Z(Ce(x)) E Ca(z) < G. JW |Co(z)/Z(Ca(z))| € 
2. 因而 Co (x) 交换 . 简单 的 验证 可 知 r(G)=2. 因而 d(Co(z)) < 2. 于 是 存在 ye G 
使 得 Ce(z) = (x,y). 从 而 Ce(x)/(x) = (9). 

车 G 是 群 (8), W Z(G) = e(G) = Q (G) = C2. 验证 易 得 对 所 有 的 32 阶 群 
M 均 有 Z(M) = Z(G). 因为 对 所 有 的 z € GA MWA Z(Ca(z)) 2 (z, Z(G)), && 
Z(Ca(z)) > Z(G). 于 是 |Ca(x)| < 16. 由 此 可 得 Cec(z) 交换 , 从 而 d(Ce(z)) < 2. 
于 是 存在 ye G 使 得 Ce(z) = (x,y). 从 而 Ce(z)/(z) = (9). 口 

王 娇 等 在 文献 [221] 中 分 类 了 比 P 群 更 广 的 一 类 p Sf, 即 CAC H. 以 下 内 容 
取 自 [221]. 

定理 14.13.18 KG 是 有 限 非 交换 了 和 群 . 若 G X DP H, MG RCAC E. 

证 明 设 五 为 G 的 任意 非 循环 交换 子 群 , 且 € Z(G). MFE sx e HAZ(G). 
由 定理 条 件 , 有 Ce(z)/(z) 循环 , 从 而 Cole) 交换 , 进而 < Cele). 于 是 Ca(x)/H 
循环 . 又 由 Co(H) < Cele), 有 Co(H)/H 循环 . g 

下 面 这 个 例子 说 明 存 在 有 限 非 交换 p EEG, 它 是 CAC 群 但 不 是 P 群 . 

例 14.13.19 # G = (a,b,c | at = b = c? = 1, [b,a] = c, [ea] = [e] = 1). 
44e G RCAC BH. 显然 , a ¢ Z(G), 但 Cc(a)/(a) = (a,b?,c)/(a) 非 循环 , 即 不 是 
P 群 . 

显然 交换 p 群 均 为 CAC HE. 下 面 所 述 的 CAC 群 均 指 非 交 换 的 CAC R. 

首先 给 出 CAC 群 的 某 些 性 质 . 

定理 14.13.20 # G 为 CAC-p- 群 , 则 7(G) <3. 

证 明 ”车 否 , 则 存在 4< G HA2Cl HA Z(G), WHE ae AVZ(G), 
b c A 使 得 (a,b) 非 循环 . 由 4 交换 , 有 A < Ce((a,b)). RAIA A/(a,d) 非 循 
环 , 于 是 Co((a,b))/(a,b) 非 循环 . 与 G 为 CAC HAI. d$ A < Z(G), WER 
r € G\2(G), FE ce A 使 得 (c, x) 非 循环 . 由 (A,x) < Calle, x)) B. (A,2)/(c, x) 
非 循环 可 知 , Ca((c,z))/(e,z) 非 循环 , 同样 得 到 矛盾 . 口 

引 理 14.13.21 设 G 为 C4C 群 ,r(G)=3 A& G, LA C$. # A € Z(G), 
则 Ca(4)=4. 若 Ag2(G), 则 Q1(G)= A 且 01(G) < Z(G). 

HERA — A = (a) x (b) x (c). 由 定理 14.13.20, 有 Q (Cg (A)) = A. 

HA £ Z(G), ROR a ¢ Z(G). 断言 Ca(A) = Q1(Cs (A): HA, 则 存在 
z € Cg(A) \(Ce(A)). 3X olx) = p. Wk 22 Ha?" e Q1(Co(A)) = A. XE 
(27^ ^) A (a), 则 (a 27^ ^) 非 循环 . 由 G 为 CAC 群 可 知 , (a,b,c, 2)/ (a, 2") fü 
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EK, 矛盾 . 车 (a?) = (a), WW (a,b, c, z)/(a, b) 循环 , 也 得 出 矛盾 . 于 是 Ce(4) = 
04 (Ce (A)) = A. 

E A € Z(G), W Q4(G) = Q1(Ca(A)) = A. FER r € G. Y olr) = p. 车 
a? é Z(G), Wk 2 3. FER y € AN (a? ). D (z^,y) 非 循环 . 由 G 为 CAC 
E, 故 (a, b, c, x) / (x7, y) 循环 , 矛盾 . 于 是 zz € Z(G). 因此 , Ho 的 任意 性 , 可 得 
Ux(6) < ZG). 口 

引 理 14.13.22 ik G 是 亚 循环 p 群 ,p>2. 则 G X CAC 群 当 上 且 仅 当 G 是 
内 交换 群 . 

TEAR RG 是 内 交换 群 , 由 定理 1.7.7 可 知 , Z(G) = (G). 设 互 为 G WIE 
循环 交换 子 群 且 H € Z(G). W H 4 (G). 得 到 H € 9(Cc(H)). 由 G 亚 循环 得 
Co(H) WEHA. 从 而 d(Ca(H)) < 2. 于 是 存在 gs G 使 得 Co(H) = (H,g). 进 
而 CG(H)/H 循环 . 因此 G 是 CAC RE. 

反之 , 若 G 是 亚 循环 的 CAC R, 不 妨 设 G 如 定理 6.1.3 所 设 ， 计 算 可 知 ， 
Z(G) = (a? ^", w^"). AE a» € Z(G), WIG’ | = p. 再 由 定理 1.7.7 WH, G 内 交换 
车 up ¢ Z(G), 下 证 这 种 情形 不 出 现 . 若 否 , 对 (a?, bP") 进行 讨论 . FF (an, 9 7) 3E 
循环 , 则 (a, b?" )/ (aP, b9 7) 循环 . 又 推出 (a,b 7) 循环 , 矛盾 . 若 (a?, bP) 
循环 , 则 (bP) < (a) (yb) = (9^). 这 推出 上 = 0r =u. & bi = ba-!， RU 
VU 1 H (a? or d Z(G). h G Æ CAC BR, (a,b)/(a 7, — ) 8 
环 . 又 由 (af) < 9((aP,b:)), 有 (a,b) 循环 , 矛盾 . 因此 a? ¢ Z(G) 不 
成 立 . 口 

容易 看 出 引 理 14.13.22 对 通常 亚 循环 2 群 也 成 立 . 

引 理 14.13.23 ik G A p BCAC #, n 2 6. MG 中 不 存在 交换 极 大 子 群 
M 使 得 r(M) = 3. 

WEAR, E M <G H M = (z) x (y) x (z), o(z) = p, oly) = p, o(z) = v^, 
R'Pi2Lhj2Lkel BS 1413.1 A, Qi(G) = Qi(M) < Z(G) H U1(G) < 
Z(G). BA M € Z(G), 不 妨 设 x ¢ Z(G). X. G X CAC E, W (x,y, z)/ (m y) 
循环 . 这 推出 j = 1. 同 理 , k = 1. 于 是 (x?) x(y)x(2)-22Z2(G Hi23. BE 
E a c G\M 使 得 (a, 2°) 非 循环 , Wl] (a, z^, y, z)/ (a, z^) 循环 , 矛盾 . 于 是 , 任 取 
ac GV M, WA (a,z? ) 循环 . 由 ap € Z(G) WH ola) < olx). MAK zz = a? 或 
a? =a”. X? a? =a, Ul] ae € Q4(G) < M. Ai acM, FE. 若 x?’ =a, 
则 由 [a,z] € Z(G) 可 得 o(az-!) = p?. 注意 到 ar! ¢ M, 由 此 可 知 zz = (ar), 
进而 得 到 矛盾 . 口 

引 理 14.13.24 4G A p” CAC 群 ,n>6 且 7(G)=3. 若 p>2, 则 G 中 
不 存在 交换 极 大 子 群 . 若 p= 2 HG 中 存在 交换 极 大 子 群 , 则 G 为 下 列 互 不 同 构 
的 群 之 一 . 
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(1) Din- x Ca; 

(2) SDgs-a x Ca; 

(3) (a,b,c | af = à? = c?" * = 1, [b,a] = c, [e a] = fe, b] = c7?). 

WEBB 3x G 有 交换 极 大 子 群 M， 由 引 理 14.13.23 可 知 r(M) < 2. 又 由 
r(G) =3 @ r(M) — 2. WX M = (z) x (y), o(z) = pi,o(y) =p, K&'Pi21j21, 
A<GHA=C3. 因为 Z(G) « M, MAC Z(G) H. G— MA. 由 引 理 vl 
得 A = Ce(4). 这 推出 Z(G) = MN A= de Xn > 6, PR i23. 从 
而 (a? y) ¢ Z(G). 又 由 G 为 CAC 群 得 , (x,y)/(z?,y”“) 循环 . 推出 olz) = 

p^—?,o(y) = p. FER g € A\ M. 则 G= (z,y,g). HEH 1.7.6 得 |G'| = mn-3. 设 
^ = yt. 易 知 G' = (z?*y'). 于 是 (s, p) = 1. 

E p> 2, 由 引 理 1.11.4 知 , G 正则 . 从 而 (x, g^] = 1 SAMS [zx, g? = 1. 但 是 
[r, gP =a" £1, 矛盾 . 

# p= 2, H [x,g?] 2 1 AUS, [mg] = 277, BR a? 2 , BR Py BR a?” y 
# [mg] = 27?, Wl) G & Don-1 x Co. Æ [m,g] = 22" —2, W G & SDan- x Co. E 
[2,9] 22 ?y, > $1 = gr, yı = 29. IG = or, 9,91 | ot = 9? = = gm] 
yi, lyng] = [yi 2i] = v1 ?). 此 时 G 同 构 于 (3) 型 群 . 车 m, 9] = 2?" ^y, WG th 
同 构 于 (3) 型 群 . 口 

引 理 14.13.25 3k G CAC E, HAG &3E E AR IE. n) 

(1) H A CAC 群 ; 

(2) Z(H) 非 循 环 , 则 Z(H) < Z(G). 

证 明 (1) 设 K WH 的 任意 非 循环 交换 子 群 且 及 € Z(H), WK € Z(G). 由 
G 是 CAC 群 得 Ca(K)/K 循环 . 从 而 Cy(K)/K 循环 . 于 是 H X CAC RE. 

(2) 由 C.AC 群 的 定义 可 直接 得 到 结论 . 日 

引 理 14.13.26 ik G X p f, € Z(G) 循环 且 |G : Z(G)| = p?, H G 为 
CAC s. 

证 明 设 互 为 G 的 任意 非 循环 交换 子 群 且 H € Z(G). 则 CG(H) < G H 
Co(H) > HZ(G). 比较 阶 可 知 Co(H) = HZ(G). 从 而 CG(H)/H = Z(G)/Z(G)(] H 
循环 . 因此 G A CAC RE. o 

下 面 我 们 仅 给 出 CAC 群 的 分 类 结果 , 证 明 过 程 略 去 . 

定理 14.13.27 iG Ap 阶 群 ,n 之 7 且 p>2. I] G 为 CAC 群 当 且 仅 当 
G 为 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) 内 交换 的 亚 循环 群 ; 

(2) Mp(1, 1, 1) * Cpn-2; 

(3) (a,z,y | a" =a? = y? = 1,[a,z] = y, [r, y] = a" *, [ya] = 1),i = 1 X 
o, 这 里 o 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 . 
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定理 14.13.28 KG A 2” 阶 群 , KP 26. M G 为 CAC 群 当 且 仅 当 G 为 
下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 ， 


(1) 内 交换 的 亚 循 环 群 

(2) 极 大 类 群 ; 

(8) Don-1 x Cy 

(4) SDon—1 x Cp 

(5) Qon-1 x C2; 

(6) Dg * Cgn-2 

(7) (a,b | at = 0?" * = 1, [b, a] = b-2); 

(8) (a,b | at = 0?” * = 1, [b, a] =” ^2) 

(9) (a,b | a8 = 5?" * =1,a4 =" ^, [b,a] = b-?); 

(10) (a,b,c | a2” = bt =1,c? = a?b?, [b, a] = b?, [c, a] = [c, B ir 

(11) (a,b, c | a?" ^ = bt = 1, = a?b?, |b, a] = b?, [c, a] = a?” , [e, b] = 1); 
(12) (a,b,c | at = b? = c?" * = 1, fb, a] = c, [c, a] = [e, b] = c2); 

(13) (a,b,c | at =b4 = 2" * 23,9? = e. yal = & [ea] = [e b] = 2"); 
(14) (a,b,c | a8 = b? =" * =1,a4 = c?" ^ [b, a] = e, [e, a] = [e b] = c72); 
(15) (a,b, c | a? =b? = c! =1,c? = a?" ^, [b, a] = a?, (c, a] = [e] = 1); 
(16) (a,b, c | a?" ^ = b? = ct = 1,c? = a?" [b,a] = c, [c, b] = c2, [c, a] = 1); 
(17) la bede | a = d? = e = 1,a* = b = c. [b, a] = 27, [ea] = d,[e b] = 


e, [d,a] = [e, a] = [d, b] = [e, b] = [c, d] = [c, e] = [d, e] = 1); 

(18) (a,b, e, d | a m 6^ = d^ = 10 =e, [b,a] = 0%, [ea] = af, [e;b] = d, [d, a] = 
[d, b] = [e d] = 1); 

[19) (6,5,6,4 | a — b* — Pale = cba] = a^ lea] = Pole = 
d, [d,a] = [d, 5] = [ed] = 1); 
(30) (a,b, € | at — b* = c* = 1, [5, a] = 2, le, a] = ber, [e b] = 0707); 

(21) (a, b;e,d | a* = 6* = 1,c* = aba = d, [a B] = led = a* [n,d] = 
b? [b.e] = 1, [b, d] = a, led] — c). 

24 G 为 25 阶 群 时 , 验证 2° 阶 群 表 或 使 用 Magma 可 得 所 求 的 CAC 群 . 文献 
[221] 列 出 了 结果 . 作为 练习 , 读者 可 求 出 这 些 群 
14.13.3 ”有 一 个 自 中心 化 循环 正规 子 群 的 p 群 

众所周知 , AR p 群 的 一 个 经 典 分 类 定理 是 Burnside 给 出 的 具有 一 个 循环 极 
大 子 群 的 有 限 p 群 的 分 类 . 者 成 功 等 在 文献 [80] 分 类 了 具有 一 个 自 中 心 化 循环 正 


规 子 群 的 非 交换 p 群 , 等 价 地 说 , 分 类 了 具有 循环 的 极 大 交换 正规 子 群 的 非 交 换 p 
群 . 本 节 介 绍 他 们 的 工作 . 
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引 理 14.13.29 ik A — (a) A 2^ 阶 循环 群 且 n > 3, Aut(A) = (a) x (6), 其 
中 aa =a}, a8 = a5. 对 每 个 正 整数 m € n — 2, ZL a? — a1?" 7, gy 

(1) Bm € (8), 0(Bm) = 27". 特别 地 , bi = (Bm)?” 

(2) (o, Bm) 是 Aut(A) 的 唯一 的 2771 阶 非 循环 子 群 ， 

证 明 (1) # Bm € (0), WHER i > 0, W Bm = api. W at =ar5 =a?" 
因而 —5'=1+2"-™(mod2"). 由 假设 m < n — 2 @ —5 = 1(mod4), FE. 计算 
可 得 , 0(Bm) = 2" E f = (Bm). 

(2) HA X Aut(A) 的 一 个 27 阶 非 循 环 子 群 . 因为 Aut(4) 是 型 为 (2, 2777) 
的 交换 2 群 , 且 由 (1) 知 (Gm) 是 含 在 (8) 的 唯一 的 2m 阶 子 群 , 由 此 可 得 , exp(A) = 
2^ H A € G4 (Aut(A)) = (o, Bm). 比较 阶 可 知 A = (a, Bm). 口 

定理 14.13.30 设 书 为 有 限 非 循环 p f. 则 P 有 一 个 极 大 的 交换 正规 子 群 
为 p^ 阶 循环 群 当 且 仅 当 P 为 以 下 几 种 互 不 同 构 的 类 型 : 

(1) Qoa = (a,b | a" = 1, b? = a?" , ah —a71), 其 中 n>2; 

(2) Doni = (a,b | a” =b —1,a =a"), K*n22; 

(3) M,(n,m) = (a,b | a?” = bP" = 1, aè =ar" "), RP n» m, $p-28 
n2zm-42; 

(4) S(n,m) = (a,b | a" =b" =1, aè = a71?" "y, AY n>m42; 

(5) M*(n,m) = (a,b,c | a” =b" =c? =1, aè =at?" at = aH" "pe = 
b), HP n>m+2; 

(6) M,(n,m) = (a,b,c | a?" = Ww" = = 1, aè =a", at = ar-lI+2" pe = 
aba |), HP n>m+2. 

证 明 # OP EPA, 容易 验证 P 是 非 循环 的 且 (a) 为 P 的 自 中 心 化 
的 正规 子 群 . 因此 (a) 为 P 的 极 大 交换 正规 子 群 . 

反 过 来 , 设 4 为 P 的 一 个 循环 的 极 大 交换 正规 子 群 . 令 A = (a), ola) = p", W 
Cp(A) = A. 由 N/C 定理 可 知 P/A 同 构 于 Aut(A) 的 一 个 子 群 . 

E p 为 奇 素数 , 熟知 Aut(4) 宕 U(Zyn) 为 pt 阶 循环 群 , 所 以 P/A 也 是 循环 
群 . + |P/A| =p”, Wl] m « n. 定义 ye Aut(A) X a =at", 根据 引 理 12.3.5 
We y A A 的 pm 阶 自 同 构 , 故 (y) 为 Aut(4) 唯一 的 pm 阶 子 群 . 由 此 可 知 , 存在 
be P 4&8 P/A = (bA) 并 且 a? = at?" ", Y b” =at. 由 定理 6.1.3 可 知 p™ | t. 
经 过 适当 的 替换 后 , 我 们 可 不 妨 设 如 ”= 1. 从 而 P = My(n m). 

以 下 考虑 p = 2 的 情形 . BH P/A 为 交换 群 , 设 其 方 次 数 为 2". 再 从 P 的 非 
交换 性 假设 推出 n > 2. 以 下 分 两 种 情形 论证 : 

(1) P/A 为 循环 群 的 情形 , 此 时 P = Qonti, Donti, M(n, m), S(n,m). 

iR. n=2, 则 Aut(A) 为 2 阶 循环 群 , 迫使 |P/4| = 2; 并 且 从 |4| = 2? 可 推 
出 |P| = 22, 从 而 P = Qs 或 Da, 结论 显然 成 立 . UPAR n> 3, KN m<n-2. 
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WR m = 1, 则 AA P 的 循环 极 大 子 群 , 故 归 结 为 经 典 情形 , 熟知 P 同 构 于 
下 述 四 类 群 中 的 一 个 群 : Qot, Dasa, SDo = S(n,1), Ma = Mz(n,1), 结论 
成 立 . 

再 考虑 m > 1 的 情形 . 使 用 引 理 14.13.29 的 符号 和 结论 , 可 知 (Bm) 和 (abm) 
为 Aut(A) 的 仅 有 的 两 个 27 MEAT. 故而 存在 be P 使 得 P/A = (bA), BI 
P = (a,b), H a’ = att?" ”或 者 at = 0-82") Wr?" — at. 由 定理 6.1.4 可 知 
27" | t. 经 过 适当 的 替换 后 , 我 们 可 不 妨 设 好 ”= 1. 从 而 P= Mz(n,m) 或 S(n,m), 
结论 得 证 . 

(2) P/A 为 非 循环 群 的 情形 , 此 时 P = M* (n, m), M.(n, m). 

我 们 仍然 使 用 引 理 14.13.29 中 的 符号 和 结论 . 因为 P/4 同 构 于 Aut(4) 唯一 
的 27 阶 非 循环 子 群 (Bm) x (o4), WEE b,c e P 使 得 


P/A = (bA) x (cA) H aè = afe =a" ge go SQ rh Lacie 


经 过 适当 的 替换 后 , 可 不 妨 设 ”= 1 和 o(c) = 2. 

4 M = (a,b) = (a) x (b). 注意 到 P/A 为 交换 群 , 故 [b,c] € P < A, 表明 c 正 
规 化 M, BU M < P. 此 时 (be) 也 是 4 在 M 中 的 一 个 补 , 因而 与 (0) SEE, 故 可 
A bc = a*b/a-*, 其 中 i HABLA k > 0. (B 67166 = [b,c] € (a), 迫使 下 = 六 所 以 
be = a*ba-*. 

AUR 2|k, 4 c' = ca^, JU] 6^ = b; WR 2  k, & c^ = cat, W be = aba. 此 
时 不 难 验证 总 有 o(d) = 2, 显然 还 成 立 a = a7 09277. 因为 (A) = (cA), 故 可 用 
c 来 替换 ^, 根据 所 给 的 生成 元 和 关系 , 即 可 推出 P= M*(n,m) XX M.(n,m). OB 

由 定理 14.13.30 不 难得 到 下 列 结论 . 

引 理 14.13.31 设 书 是 定理 14.13.30 中 的 群 之 一 , 则 下 列 结 论 成 立 . 

(a) & P = Qi, MP’ = (a), Z(P) = 0 7), M (P) = (977). 

(b) & P = Dans B] P' = (a*\, Z(P) = (ay, HP = Boras, 

(c) # P = My(n,m), 则 P' = (aP"™), Z(P) = (a^), Q1 (P) = (om 
BP) dat" "by. 

(d) # P = S(n,m), WI P' = (a), Z(P) = (à 7), Q4 (P) = (a,b), ix m» 1 
A QU) = (7 7mm). 

(e) # P = M*(n, m), 8I P' = (a), Z(P) = (a ^), (P) = (a, 8?" ,9 

(f) # P = M, (n, m), 则 P' = (a?), Z(P) = (a? 7), M (P) = (a?, 0?” *, o). 

特别 地 , IF p= 2, Z(P) = 2, Hak P = Mo(n, m). 

由 引 理 14.13.31 不 难 证 明定 理 14.13.30 中 的 群 互 不 同 构 . 

推论 14.19.32 设 书 是 有 限 2 群 , 它 有 一 个 自 中 心 化 的 循环 正规 子 群 . 则 P 
的 自 同 构 群 也 是 2 群 , 除非 P Qs. 


X 


ee), 
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WEB] ”众所周知 , 当 P = Qoa 或 Dont 时 , 结论 成 立 . 对 于 其 他 情形 , 通过 
构造 特征 子 群 列 
1 = No C Ni Cee C Ns =P, 
在 不 同情 形 下 证 明 : 对 每 个 i, N;/Ni_1 的 自 同 构 群 还 是 2 群 . 由 [69] 中 的 定理 5.3.2 
可 知 , P 的 自 同 构 群 也 是 2 群 . 
情形 1 P= M2z(n,m) 或 S(n,m). 
考虑 P 的 特征 子 群 列 


1 C P' C Q4(P) C P. 


由 引 理 14.13.31 可 知 , 上 述 群 列 中 每 个 商 因 子 的 自 同 构 群 是 循环 的 . 从 而 是 2 群 . 
情形 2 P=M*(n,m). 
由 引 理 14.13.31 和 定理 14.13.30 可 知 


Cp(P') = Cp(a?) la," ) © Ma(n, 1). 
由 情形 1 可 知 , Cp(P') 的 自 同 构 群 是 2 群 . 考虑 P 的 特征 子 群 列 
1 € Cp(PYE Oa(P)E P. 


再 一 次 由 引 理 14.13.31 可 知 , 除了 Cp(P') 之 外 , 上 述 群 列 中 每 个 商 因子 的 自 同 构 
群 是 循环 的 . 从 而 是 2 群 . 

情形 3 P= M(n,m). 

计算 易 得 Cp(P') = (a, ) & Ma(n, 1). 由 情形 1 的 论证 可 知 , 它 的 自 同 构 
群 是 2 群 . 又 由 引 理 14.13.31 TAN, 


Cp(P’)O1(P) = (a, 0?” 0). 
通过 构造 特征 子 群 列 
1 € Cp(P’) € Cp(P^)Q(P) € P, 
情形 2 的 论证 意味 着 Aut(P) 是 2 群 . 
作为 定理 14.13.30 的 应 用 , 下 面 的 定理 14.13.33 推广 了 Wong 的 一 个 定理 ( 见 
[193] 中 的 10.2.2). 而 定理 14.13.34 给 出 了 定理 14.13.30 中 群 的 的 特征 标 刻 画 . 证 
HRZ. 


定理 14.13.33 3k G 是 有 限 群 , P X G 的 Sylow 2 FRA PP 有 一 个 极 大 正 
规 交 换 子 群 是 循环 的 . 则 


L1 
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(a) z& |Z(P)| > 2, 则 G 有 正规 子 群 N 使 得 G/N RHPA |Z(P)| 的 循环 群 ; 

(b € P'«Z(P, MG 是 2 Xt. 

特别 地 , 在 上 述 两 种 情形 下 , G 不 是 单 群 . 

定理 14.13.34 ik P LARK p 群 . 则 下 列 陈 述 等 价 . 

(a) P 有 一 个 循环 正规 子 群 N, EN 有 一 个 不 可 约 复 特征 标 p 满足 p? eE 
Irr(P); 

(b) 对 于 P 的 菜 个 循环 正规 子 群 A, 已 有 一 个 次 数 为 |P: Al 的 不 可 约 复 特 
征 标 ; 

(c) P RAF LH 14.13.30 中 的 群 之 一 . 
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本 节 内 容 取 自 文献 [142 BSE ACPO T AART ^E NT THEE 
的 p 群 ， 他 们 如 下 定义 这 样 的 群 : Wt G 是 有 限 p R EWER nyc G 都 有 
\(a,2¥): (z)| < p, WAGE Ki SE (或 Ge Ki); EWER z eGA H< GRE 
\(H,H*): H| <p, WAGE Ks St (或 Ge Ko). 显然 Ki 的 子 群 和 商 群 都 是 Ki 
FE K 群 是 Ki 群 , 但 Ki 群 不 一 定 是 K 群 , 后 面 的 例子 14.14.7 将 说 明 这 个 事 
实 . 

K, 群 与 J BA BI(p) 群 由 密切 联系 . J RA BI(p) 群 的 定义 可 参看 11.7 节 . 
显然 , 一 个 BI(p) 群 一 定 是 J EE, 但 例 11.7.1 表明 , 存在 2 群 Ge J fH G ¢ BI(2). 
然而 , 当 p > 3 时 , J 群 与 BI(p) 群 是 同一 类 群 , 参看 命题 11.7.2. 我 们 还 可 找到 一 
个 Kj 群 , 但 不 是 BI(p) E. 例如 , H = (a, bi, b2,- ,bm), 其 中 


oP = Lo cm, [b;,a]=0?, [5-1 1<ij<n. 


N) H € Kz {A H € BI(p). 因此 Ki 群 与 BI(p) 群 和 J 群 是 不 同 的 群 类 . 
HGeK,ceG 是 pb 阶 元 . WHER g € GA |(z,29)| < p? H [2,29] = 1. 
因此 有 如 下 引 理 . 
引 理 14.14.1 设 Ge Ki,zeG 是 p 阶 元 . N (z)^ 是 G 的 初等 交换 子 群 . 
引 理 14.14.2 3 G= (x,y) € Ki, 其 中 |z|=|y|=p. 则 |G| <p’. 
证 明 ”由 引 理 14.14.1 可 知 (co) 和 (y)^ 是 G 的 初等 交换 子 群 。 又 G = 
(x)? ly), 由 此 可 得 e(G) < 2. 从 而 得 |G| < p. 口 
引 理 14.14.3 #4 G= (zy) E Kı A (xf)(y) 21. NM c(G «3 BOWE 
阶 不 超过 p 的 初等 交换 子 群 . 进一步 , X p = 2, 则 O3(G) < Z(G); # p 2 3, M 
51(G) < Z(G). 
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证 明 ”因为 Ge Ky, 故 对 geG 有 |(z,7x9) : (x)| por. 因此 ((zz))9 « (2) 
E (zz)? = (z^). 由 此 表明 (x?) IG. 同 理 可 得 (y^) SG. 
A N = (a?,yP). 由 引 理 14.14.2 知 |G/N| < p?. 于 是 可 得 | N)8/N| < p. 因 


此 

(z i :NI <p, KaT] PEE NN|= p? (Go) (a)? NU). 
4 G=G/(c?). 由 引 理 14.14.1 n] Anl, (z)° 是 初等 交换 群 . 又 因为 (ny (y) = 1, 所 
DA Hz) (y ee 又 


Læ) I < v^ |a?) (G2) 7 Xv?) | 人 zz 
因此 , |(z)”: (x)| < p°. 进而, Æ 1)? : (z)| = p, A le (y)| =p. 同 理 可 得 
IQ)? :| Sp, ES [Q0? : (y)| =p? 时 ,可 得 (()^ e)l = 
4 M = (2? 站 (wk. 则 


IM| = |M : (zx)? oT) ^ Y) < IQ)? = (oll) ni) < B®. 


显然 , |M| = p? 当 且 仅 当 Qi((z)) < M B. Oy((y)) < M. 由 于 G/ (c)? 和 G/()8 
都 是 循环 群 , 因此 G/M 是 交换 群 . 这 表明 G' « M. 因此 |G' « p. XE |G| < p?, 
则 c(G) « 3. Zi |G'| = p, WG = M. 由 Qi((z)) < G 与 Qi((y)) < G "An 
l| > p? E \y| > »?. X (a?) aG H (y^) IG. 因此 (a) UO ((y)) € Z(G). 于 是 
c(G) « 3. 

现在 证 明 G' 是 交换 群 . 对 a € G', 仅 需 证 明 az = 1. 因为 (x) (l(y) = 1, 故 
(a) (1 (x) = 1 BR (a) f] (y) = 1. 不 妨 设 (a) (x) = 1. 首先 考虑 |G'| < p? 这 种 情况 . 
此 时 , |G3(G)| < p. 由 于 G = (z,y), i a = [z, yz, 其 中 z € G3(G) « Z(G). 因此 
a? = [x,y]? Ha?  ((c)°)?. 由 于 (z)” 是 交换 群 且 a? € (a7). 于 是 由 (a) (x) =1 
可 得 a? =1. 其 次 设 |G'| = p. AE, 仅 需 考虑 |z| > p 且 Q1((2)) < M = G' 这 种 
情形 . $ G = G/Qi((z)). 则 |G| =p. 利用 前 面 结论 可 得 a? =1 H a € (z). 又 因 
为 a Nla) = 1, W a? — 1. 

由 命题 1.1.9 A, E p > 3, 则 [zz,y |= It iz, H z? e Z(G). I y’ € 
Z(G). Æ p = 2, I [x*, y] = ni ME ) xte Z(G ). 同 理 也 可 得 y* e Z(G). > 
g-a"y^eG. & p23,H Hall Petrescu 恒等式 得 

Cry mary amy 
其 中 cs € G', es € Ga. 此 时 G" 是 初等 交换 群 且 e(G) < 3. 因此 g € Z(G). 由 此 说 
H Ui(G) < Z(G). # p = 2, 再 次 利用 Hall-Petrescu 恒等式 可 得 


(o y i = íi my X9 - gem 
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其 中 caseG'casGs. 因为 G' 初等 交换 群 且 c(G) «3, 所 以 g^ e Z(G) A 52(G) < 
Z(G). a 

定理 14.14.4 KRG 是 Ki 群 . 则 下 列 结论 成 立 . 

(1) # p23, 则 G1(G) < Z(G) E exp(G') =p. 特别 地 , Æ p —3, N] c(G) < 4; 
Æ p 2 5, WM c(G) <3. 

(2) # p —2, 则 U2(G) < Z(G), exp(G") < 4 E c(G) < 3. 

证 明 取 xz,y € G, 9 H= (zy. ^W || = p” > ly| = p. EN 
(x, 29) : (z)| € p, 所 以 (z?)" = (z?). 于 是 可 得 (z^) SG. 同 理 (yP) aG. 

(1) 车 p23. 我 们 将 证 明 O1(H) < Z(H) 且 H' 初等 交换 群 . 若 (z) (y) =l, 
由 引 理 14.14.3 可 得 ULH) < Z(H) 且 H' 是 初等 交换 群 . 因此 可 设 (2) N (y) #1. 

若 m < 2, 显然 n < 2. 由 (x)(](y) x 1, 下面 仅 需 要 考虑 m =n — 2 这 种 情 
况 . 易 得 (zz) = (yP) IG. 此 时 (z^?) < Z(H) H (yP) < Z(H). $8 H = H/(z?). 由 
引 理 14.14.2, |H| < p?, 且 |F] < p, 从 而 说 明 E 是 正则 的 . 因此 , (A) = 1 H 
Ui(H) € (2?) < Z(H). 又 因为 |H'| < p?, 所 以 H' 是 交换 群 . 再 由 命题 1.1.9 可 得 
[x,y]? 2 1, B. H' 是 交换 群 . 

车 m > 3， 如 果 存 在 元 yi c H 使 得 H = (xy) B (ce) (m) = 1, WA 
上 可 得 结论 成 立 ， 下 面 对 n 归纳 证 明 这 样 的 y 是 存在 的 ， 首先 假设 m > n. > 
Hı = (zz ".y). 此 时 (zz ") <H. 因此 Hi 是 正则 的 . 于 是 存在 正 整 数 s 使 得 
lr?" "y| < |y|. 由 于 H = (2, 0°?" “y), 由 归纳 法 得 , 存在 y 6 H 满足 条 件 . 其 
次 假设 m =n. $ (y) = "i sy Hi kei Hk =1, 由 引 理 14142 可 得 
|H/ (?)| < p’. jet "i : (z)| < p E |(y)”: (y)| <p 容易 得 到 存在 正 整 
数 s 使 得 |zsy| < p™ = (z,z*y), 再 次 由 归纳 法 可 得 y € H 满足 条 件 . E 
k>2,4H= pit nik 14.14.3 可 得 (H / (g^ )) 是 阶 不 超过 p? 的 初等 交 
HH c(H/ (9) < 3. 于 是 c( 互 ) < 4, [F] < pt 且 满足 [F : n(A) < p. 假设 
j- — yp". 由 Hall-Petrescu 恒等式 得 


p* pk pk 
erg! =a DADO ng c 


其 中 ceG;H)i-2,3,4. 则 |z*g| < p. 因此 可 得 |x*y| < p^ A H = (z,z*y). 
再 由 归纳 法 , 又 可 以 找到 y € G 使 得 H = (z,yi) A D Ny) = 1. 因此 对 任意 
Ñ x,y € G A [zy] =1 RE. 这 表明 U (G) < Z(G). MS G = G/V (G6). 引 理 
14.14.2 表明 G Æ 2-Engel 8f. 由 [247] 中 的 定理 3.3.2 可 知 , Æ p 2 5, W c(G) « 2. 
于 是 c(G) < 3; i p — 3, 则 c(G) < 3. 于 是 ny <4. 注意 到 对 任意 z,y € G 都 有 
[x,y]? = 1. 再 由 引 理 14.14.2 可 得 exp(G^) = 

(2 者 p = 2. 我 们 将 证 明 UH) € zin ), 并 由 此 可 得 Us(G) e Z(G). 车 
(x) Nwy) = 1, 由 引 理 14.143 得 , Uo(H) < Z(H) B. A! 是 初等 交换 . 现在 假设 
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(z) fly) 7 1. 

WR m =n H (xi) (z), 由 引 理 14.14.2 A |H/(z?)| < 23, 进而 
U2(H) < Z(H). 

E m-nH (fiy = (14), HB H = A/ (ot). 则 由 引 理 14.14.3 的 证 明 可 
得 [H| < 25. 由 于 H 不 是 极 大 类 2 群 . 因此 有 [H'| < 4. 再 由 引 理 14.14.3 得 , H' 
是 初等 交换 群 . 于 是 可 得 exp(H) < 4 A O2(H) < (z4) < Z(H). 

# m-nH (fiy = (1), BP k > 3. 由 引 理 14143, (H/(z7)) 5l 
是 阶 不 超过 23 的 初等 交换 群 且 c(H/(27 )) < 3. 于 是 可 得 |(H/(2?""))| < 24 B. 
c(H/(z?)) < 4. $ H = H/(a?^). 容易 得 到 exp(H') < 4. 由 Hall-Petrescu 恒 
等 式 得 ae 

(ag) = P 49 = arg =1, 
其 中 c; € Ki(H), i= 2,3,4. W |zg| < 2*. 因此 |ay| < 2" A H = (z, xy). 

因此 下 面 仅 需 要 考虑 子 群 H = (x,y), 其 中 |z| 2 27 > |y] = 27 H (x) N (y) z 
1. Æ m < 3, 则 易 得 62(H) < (2) N (y) < Z(H). 

Bm > 4. 同样 我 们 证 明 存 在 y € H EB H = (2,1) E. (xe) (yi) =1. 下 面 
对 n 归纳 . 

4 on = 2, 由 引 理 14.14.3 All, (H/(y?))' 是 阶 不 超过 2? 的 初等 交换 群 .于 是 可 
得 |H'| < 2* H exp(H') < 4. 此 时 (zx,zY) 循环 或 (x, z") & Mar. Æ (m, x"), Bl 
(z) JH. BAm>4 HAE Ki 群 ,所 以 a” y) 是 交换 群 , 从 而 可 得 2?" ^y 
是 2 阶 元 . AF (x, z") = Mas, 则 (2, 2)’ 是 2 阶 循环 群 . 于 是 可 得 


[ry]? = (z 
其 中 ca € (z,z")'. 进而 得 到 
11» = Ge (e^ Pos = In^ al d = Ira. 


因此 |(a?,y)'| < 2， 且 可 得 [32^ ^,y] = 1， 这 说 明 c7 7 y 的 阶 是 2. EA, H = 
"i 

E n23, 4 Nu) ="). 假设 上 > 2. BBA = H/(?77). W jz = 
2n-^9H 2.2! B. |g] = 2*7. 因此 可 得 exp( 囊 ) < 4. FE [zg] = (27129)* = 1. 
此 时 |,z9) : (z)| < 2. WR (2,27) 是 极 大 类 2 群 , 则 exp((z,27)) > 23, 与 
exp(H’) < 4 相 矛盾 . 因此 (z,z9) 是 交换 群 或 e, ZY) S Mom-n+x+2. 进一步 可 得 
(z-iz9)! = z-*(z*)? — 1. 由 此 可 得 z* e Z(H). 因为 (2?) <H, 所 以 c((z2,)) <2 
E pg? = 1, 此 时 说 明 (7 74) = S777." —1. 因此 |z2” ug < 2* B 
2" "| «2. Bk = 1, 由 于 (z2” m "y 有 一 个 指数 是 2 的 


(x, x 


|x 
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循环 群 . AA n > 3, 所 以 (277 ^.y) 是 交换 群 或 (z2 y) S Ms+i， 从 而 说 明 
ja?" "yl < 2”. EA H = (zz2 “分 ， 故 由 归纳 法 , 存在 一 个 元 y € H 使 得 
H = (x,y) 且 (£) N (yi) 2 1. 由 引 理 14.14.3 可 得 2(H) < Z(H). 

因此 上 述 情况 都 表明 UH) < Z(H). WA U2(G) < Z(G). 4$ exp(G) < 4, 由 
于 对 任意 zeG 有 (x?) IG, 故 UH) < Z(G). 于 是 可 得 c(G) < 2. MAA K, HE 
的 商 群 也 是 Ki Sf, 所 以 c(G/G*) < 2. 由 于 U2(G) < Z(G), 从 而 可 得 c(G) « 3. 

W x,y € G BWA |z| = 2m. 由 于 (z2)aG 且 z4eZ(G). 则 (z2)y = r?" 
由 此 可 得 z-2(z2)y = r?" e Z(G). 令 M = (zz 由 |M : (z)| < 2 可 得 
|M{| < 2. 再 利用 Hall-Petrescu 恒等式 可 得 


[x,y]? = (2 '2")* = x^" (2? Mea, 


其 中 ca € M1. 因此 [x y]t = (2-2 (a?) ¥ c2)? = (zh2” ca)2 = 1. 

Ba = [zi y] EG Mlb = [zo,m] E C. M at =b =1. & T 5 (a,b). € 
(a) f| (b) = 1, 由 引 理 14.14.3, 可 得 exp(T) < 4. Æ Jal = |b| = 4 A (a) N (b) = (a?), 
由 引 理 14.14.2 可 得 |T/(a?)| < 23. 因此 |T| < 24. 假设 |T| = 24 A exp(T) = 23, 
WW T = Qos. 此 时 由 于 c(G) < 3, JU] T' < Ga < Z(G), E T Qu 相 矛 盾 . 故 可 得 
exp(G’) < 4. o 

下 面 讨 论 Ks 群 . 首先 不 加 证 明 地 给 出 下 面 的 一 个 引 悍 . 

引 理 14.14.5 3k G = (x,y,z) 是 p? 阶 群 , 则 存在 元 zi,yi,z1 E€ G 使 得 
G = (11,41,21) 且 [1,21] — 1. 

引 理 14.14.6 设 Ge Ky HE exp(G) =p. RJ [G"| <p. 

证 明 HF p= 2, 结论 显然 成 立 . 下 面 假设 p>3. 

车 存在 x e G 使 得 |(z)”: (z)| = p?, [(z)^| = p3， 此 时 |z| = p， 由 引 理 
14.14.1 和 引 理 14.14.2 可 知 , (z)2 是 初等 交换 群 , 并 且 存 在 y, z e G 使 得 


(x)? = (x) = (a) x (æ, yl) x (Ir, z])- 


4 H = (x,y,z) A Hi = (y,z). WW (x) = (z)", 且 由 引 理 14.14.2 可 得 |H;| < p. 
假设 MN (r)? = 1. 又 (le y) x (a 2]) < (Hı, HP), 因此 |, HF) : Hi] > p’, F 
JB. 进而 可 得 H = (x)" Hi 的 阶 是 p^. 由 引 理 14.14.5 可 知 , 存在 zi, y 2 € H f 
得 H = (1,91, 21) 且 [ui 21] = 1. 因为 H = (zi) (1,21) 的 阶 是 p, 所 以 


(21) = (11) V7) = (ay) x (ii i] x (lov z1]). 


(ri, y1]) x (1, z1]) < (yi, 21,7527): 
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于 是 可 得 |(yi, zi 92, 这) : (ym, a)| > p, 矛盾 . 又 因为 G 的 商 群 也 是 Ks E, 所 以 
对 任意 ze GA (a)? : (x)| & p RE. 从 而 可 得 c(G) < 2. 
假设 |G'| > p?. 因为 e(G) < 2 E exp(G) = p, 所 以 存在 1, yi £2, yo 使 得 


[zn yll = llez yell =p, (lz1, a Dro v2]) = 1. 
显然 当 i= 1,2 时 都 有 (1)? F (zi) 成 立 , BU 
(e)? = (m) x (owl) e) Mea)? — 1. 
4 L= (zi, 25). 假设 [mi yo] £1. 显然 有 (yo)? HF (yo) 成 立 . 因此 
(yo) = (yo) x (Ler, yl), (ua)? = (v2) (los yal). 


由 c(G) = 2 可 得 ([za yo)) = ([w2, yal) = Z(G) (Y (v2). 由 于 |[G, (0)7]| < 71 = 
22, 因此 
(x2, yal) = (m1, yal) = [G, (z1)^] = [G, (21)]. 

于 是 [zii] € ([22, y2]). 矛盾 . 故 得 (mi, yo] = 1. AA [9,91] = 1. RAIA e(G) < 2, 
所 以 (21, yiu] = [1,91] A [22,9192] = [x2, yo]. 这 表明 (21)? (a2)? < (b, pw H 
KL, Lv2) : L| > p, FE. 故 可 得 |G'| < p. 口 

例 14.:147 4 G = (mpknee.;m), RP By = [Wil = mes 
1,4,j,k 21, ,n. 则 exp(G) =p, G € Kı E. |G'| = p("-U"/2, 4e dy 2| 14.14.67 
án, G ¢ Ks. 

定理 14.14.8 ik G € Ko. A) c(G) <3. 特别 地 , X p 2 3, RJ G' 是 交换 群 . 

证 明 ”由 定理 14.144 可知 , 仅 需 假设 p>3. 由 引 理 14.14.6 可 得 , c(G/O1(G)) € 
2 H \(G/U1(G))'| < p. 再 由 定理 14.14.4 得 , U1(G) < Z(G) H exp(G’) < p. 进而 可 
得 c(G) < 3 HG! 是 初等 交换 群 . 口 
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通过 具有 特定 性 质 的 子 群 个 数 研究 群 结构 已 有 许多 结果 . 20 世纪 初 , Miller 在 
文献 [160],[161] 给 出 的 经 典 结果 是 : 若 有 限 p 群 G 有 唯一 的 给 定 阶 的 循环 子 群 , 则 
G 为 循环 群 或 极 大 类 2 EE. 作为 另 一 个 极端 情形 , Berkovich 在 其 p 群 专著 [26] 中 
$10 F, 研究 了 有 唯一 的 给 定 阶 的 非 循环 子 群 的 p 群 结构 . 特别 地 , 描述 了 具有 唯 
一 的 p? 阶 非 循环 交换 子 群 的 有 限 p 群 的 结构 . 赵 立 博 和 郭 秀 云 在 文献 [283] 则 分 
类 了 具有 唯一 的 某 型 p3 阶 内 交换 子 群 的 有 限 p 群 . 他 们 在 文献 [285] 也 研究 了 特 
定 阶 的 子 群 都 同 构 且 交换 的 有 限 p 群 . 该 领域 的 更 多 结果 可 见 [27] 中 852 和 887. 
本 节 介 绍 文献 [283] 的 工作 . 
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定理 14.15.1| 设 G 是 p 群 且 p>2. 若 G 有 且 只 有 一 个 子 群 同 构 于 Mj, 1), 
则 G 只 能 是 群 M,Q,1). 

WA # |G| pt, 且 G 有 且 只 有 一 个 子 群 同 构 于 Mn(2,1), 则 这 个 唯一 的 子 
群 必 包 含 在 G 的 某 个 p^ 阶 子 群 中 . 另 一 方面 , 由 p^ 阶 群 的 分 类 (定理 2.4.2) 可 知 ， 
这 样 的 群 不 存在 . 故 |G| = p?. 从 而 G 兰 Mz(2,1). 口 

引 理 14.15.32. # G 是 下 列 三 种 群 之 一 ， 则 G 有 且 只 有 一 个 子 群 同 构 于 
M,(1, 1, 1). 

(I) (a,b,c | a" =b = cP = 1, [b,c] a", [a,b] = [a,c] = 1), HP n>2. 

(II) (a,b | a" = bP = c? = 1, [b,a] = c, [b] = a”, [a,c] = 1), RP n > 2, 
t=1 v, v 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 , $ |G| = 34, M t=1. 

(III) (a, 5,c | a? = 6? — c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = 0°, [b, c] = 1). 

不 同类 型 的 群 或 者 相同 类 型 但 不 同 参数 的 群 互 不 同 构 . 

证 明 设 G 是 (1) ER E n — 2, 容易 验 结论 成 立 . 假设 n=k 时, 结论 成 
3r. 考虑 n= 上 十 1. 经 计算 知 , G 仅 有 一 个 极 大 子 群 M = (b c, a?) 满足 M 同 构 于 
8E 

(a,b, cla” = b = c? = 1, [b,c] =a”, [a,c] = [a,b] = 1), 
其 中 天 > 2, 且 其 他 的 极 大 子 群 为 交换 群 或 亚 循 环 群 . 由 归纳 假设 知 , G 有 且 只 有 一 
个 子 群 同 构 于 Mz(1l,1,1). 于 是 对 于 (1) 型 群 , 结论 成 立 . 

设 G 是 (Il) 型 群 . 车 n = 2, 则 结论 成 立 . 假设 n = k 时 , 结论 成 立 . 考虑 
n — k-- 1. 经 计算 知 , G 仅 有 一 个 极 大 子 群 M = (b,c,a?) 满足 M 同 构 n= 时 的 
(1) 型 群 , 且 其 他 的 极 大 子 群 为 交换 群 或 亚 循环 群 .由 归纳 假设 知 , G 有 且 只 有 一 
个 子 群 同 构 于 M,(1,1,1). 于 是 对 于 (1) 型 群 , 结论 成 立 . 

对 于 (DII) 型 群 , 容易 检验 结论 也 成 立 . 

现在 证 明 引 理 中 的 群 互 不 同 构 . 注意 到 群 的 阶 、 寡 零 类 以 及 极 大 子 群 的 类 型 ， 
只 需 证 明 (II) 型 群 中 t= 1 和 t=w 时 对 应 的 群 不 同 构 即 可 . 

为 方便 , 设 


GU) = (a,b, = OF = d = 1, [bia] = cr fer, bi] = a2”, far, 1] = 1), 
G(v) = (a,b, cla?” = b? = c? = 1, [b,a] = c, [c, b] = avn [a,c] =1). 
di G(1) = Gw), 则 可 设 a, = a^ bch, bi = a?b2 c2. Al o(a1) = p^, H o(b1) = p, 
得 (i1,p) = 1 All pliz. 进一步 , H b € B(G) TJA (jo, p) = 1. 
ge” av = ap av(uja-i). [c't 27523, gi2 pia cha) 
= [at pia ck? , git bt cht aia pia ca] = ap" joda iai) 


= [e392 —iaji : a’? 2 cf? | = [a bi? ck2 : a1 pi ch f a2 572 c*?], 
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故 v = (和 1)? (mod p), 5 v 是 一 个 固定 的 模 p 平方 非 剩 余 矛 盾 . 0 
2]38 14.15.3 iG X p #H |G| 2 p. 若 G 有 且 只 有 一 个 子 群 同 构 于 
M,(1,1,1), 则 Z(G) MRE rn(G) = 2. 
证 明 iG 的 唯一 的 同 构 于 My(1,1,1) 的 子 群 是 


(a,b, c | a? = pP = = 1, [a,b] — c; [aye] = [b c] = 1). 


W ce Z(G). 4 Z(G) 非 循环 , 则 存在 z € Z(G) 满足 (a.c, 2) = C3. 从 而 (a,b) S 
(az,b) & My(1,1,1), 矛盾 . 因此 Z(G) 循环 , H Z(Q1(G)) 循环 . 

由 [247] 中 的 定理 2.2.14 知 , 只 需 证 不 存在 p^ 阶 初等 交换 的 正规 子 群 ， 若 
否 , 假设 C3 兰 M = (a,b,c) 38 G. B Z(Q(G)) 循环 知 存在 p 阶 元 z 满足 
1 < [M, x] < M. 于 是 可 设 [a,z] = b, [bz] = 1. 进而 (a, £) = M,(1,1,1). 当 p>3 
时 , 存在 另外 一 个 子 群 (a,cz) & M,(1,1,1), 矛盾 . 车 p= 3 H |G| > p, 则 存在 35 
阶 子 群 N 包含 (M,z). 但 是 在 SmallGroups(35) 中 没有 一 个 群 既 有 同 构 于 C3 is 
TH, 同时 又 有 唯一 的 同 构 于 My,(1, 1,1) 的 子 群 . 矛盾 . 

由 引 理 14.15.3, [31] 中 的 定理 4.1, [247] 中 的 定理 8.3.6、 定 理 8.4.2 —— 
14.15.2 即 得 如 下 定理 . 

定理 14.15.4 iG X p 38$, p 52 E. |G| 2 pt. 则 G 有 且 只 有 一 个 子 群 同 构 
T Mp(1,1,1) 当 且 仅 当 G 同 构 于 下 列 群 之 一 . 

(I) (a,b,c|a?" =b = c? = 1, [b,c] =a?" — 

(I) (a, bja?” = b? = c? = 1, [b,a] = c, [c, b] = a” 
t=1 3 v,v 是 一 个 固定 的 模 p 平方 非 剩 余 ; 

(II) (2,5, cla? = 6? — & — 1, [a,b] = e, [e a] = a^, [Dye] = 1). 

下 面 考虑 G 是 2 群 的 情况 . 若 |G| > 2°, H G 有 了 唯一 的 子 群 同 构 于 Da, 则 G 
DFE 2° 阶 子 群 包含 一 个 同 构 于 Ds 的 子 群 .然而 使 用 Magma 对 SmallGroups 
(2°) 中 的 群 检验 可 知 , 没有 这 样 的 群 满足 此 条 件 . 而 利用 Magma 对 SmallGroups 
(25) 中 的 群 检 验 可 知 , RARE (a,b | a3 =b? = 1, [a,b] = a?) 满足 此 条 件 . 由 此 得 如 
下 结论 . 

定理 14.15.5 i G X2 8f. 若 G 有 且 仅 有 一 个 子 群 同 构 于 Ds, 则 G Æ Ds 
或 者 (a,b |as = b? = 1, [a,b] = a?). 

= G 有 唯一 的 子 群 同 构 于 Qs 时 , 情况 要 复杂 一 些 . 若 |G| < 27, 借助 Magma 
得 到 结论 . F |G| > 27, 则 由 引 理 14.15.7— 引 理 14.15.10 直接 得 到 结论 . 在 此 列 出 
结论 , 证 明 过 程 略 去 . 

定理 14.15.6 设 G 为 2 群 且 |G|>24 则 G 有 且 只 有 一 个 子 群 同 构 于 Qs 
当 且 仅 当 G 同 构 于 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(I) (a,b,c| a2” = = e =1, [b,c] = a2” [ca] = [b,a] = 1, RP n2 2; 


, [a,b] = [a,c] =1), HP n> 2; 
"dac = 1), HP n > 2, 
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(I) (a,b,c | a2” = b? = c? = 1, [b,a] = ca?" ^,[e,a] = 1,[c,b] = a?” ), 其 中 
n > 4; 

. (I) (a,b,c,e | a" = P = c = e = 1 [ea] = a?,[b,e] = ca?" ^, [et] = 

i [ca] = [b,a] = 1), HP n2 2; 

IV) (a,b | a9 = b? = 1, [a,b] = a7): 
ir ) (i, be| a8 — b^ = ¢* = 1,c* = a*, [5,8] —6; [c a] = Te; 8] — e). 

引 理 14.15.7 定理 14.15.6 中 的 任何 群 有 且 只 有 一 个 子 群 同 构 于 Qs, 并 且 不 
同类 型 的 群 或 者 相同 类 型 但 不 同 参数 的 群 互 不 同 构 . 

引 理 14.15.83 G 是 有 限 2 群 , G 有 且 只 有 一 个 子 群 同 构 于 Qs. 若 G= 
(M,z), 其 中 M = (a,b ca?” = b? = c —1,[bc = a?" ,lcal=[b,a=1)<G 
(n 2 4), 则 有 下 列 情形 之 一 成 立 , 

(1)[a,z] = 1,[b,z] = a?" *,[e,z] = a?" E a? =a", RH i,j, u 都 是 正 整 数 ， 
B. (u,2) — 1; 

2) [a,x] = 1,[b,z] = a?" 3c, [c,z] = 1.B. r? = a"c, RP j, u RES, 且 
(u, 2) = 1; 

(3) = = 1, [b,x] = a? ic, |c, £] = a? B r? =a", Kp ju 是 正 整 数 , E 
(u, 2) = 1; 

(4) [a, z] = a, [bz] = a?” %e,[e2]=1 Ha? =1, 其 中 (7,2) = 1; 

(5) [a, z] = a-?, [b,£] = a?" c, [c, £] = a?" ^ Ba? =a?" ^e, 其 中 (jki,2)=1 
E Al(j — kı); 

(6) [a,x] = 1, [b,x] = a?" jbe,[c, x] = a2" **be, £? = a"bi ^ e), Xs j, k, 
u 都 是 正 整 数 , A (u,2) = 1; 

(7) [a, £] = a-?, [b, z] = [c,2] = a2" be, x? = a?" ^ be; 

(8) [a,x] = a-?, [b, z] = [c, 2] = be, x? = be; 

(9) [a,x] = a-2, [b, z] = a?" be, [c, £] = a?" *be,z? = 1, 其 中 fb, 2] # [e, x]; 

(2") od Iph [b,£] = 二 1 E z? — atb, 其 中 j, u 都 是 正 整 数 , 且 
(u, 2) = 

ee 5b, [ba] =a” Ba? =a", RP j,u ERK, B 
(u, 2) =1; 

(4) [a, 2] =a~?, [ez] =a?" Jb [b,2]=1 Ba? =1, 其 中 (9,2) =1; 

(5/) [a, £] = a-?, [c, 2] = a?" “4b, [b,£] = a?" E x? = a?" ^ ^b, RP (jk, 2) = 
1  4|(j — kı). 

更 进一步 , G 是 定理 14.15.67 (1), (IL) 和 (ID) 型 群 之 一 . 

引 理 1415.9 d G 是 有 限 2 群 , EG 有 且 只 有 一 个 子 群 同 构 于 Qs E 
G 有 一 个 极 大 子 群 同 构 于 定理 14.15.6 Pn 2 4 时 的 (II) 型 群 , 则 G 也 必 为 定理 


: 342 - 第 14 章 ， 关 于 有 限 p 群 的 其 他 结果 


14.15.6 中 的 (IIT) 283. 
引 理 14.15.10 设 G 是 有 限 2 群 . 若 G 有 且 只 有 一 个 子 群 同 构 于 Qs, NG 
的 所 有 极 大 子 群 都 不 同 构 于 定理 14.15.6 P n> 5 时 的 ( 工 ) 型 群 . 


14.16 具有 一 类 可 补正 规 子 群 的 p 群 


回顾 一 下 , Sf G 的 子 群 H 称 为 在 G 中 可 补 , EFE G TIEK 使 得 G= HK 
H H(YK =1. 特别 地 , 若 G 的 正规 子 群 瑟 在 G 中 可 补 , WE G YE H LAR. E 
G 称 为 不 可 分 的 , ECE G 的 任何 非 平凡 的 真正 规 子 群 上 不 可 裂 . 否则 G 称 为 可 
分 的 . HG 称 为 强 可 分 的 , 若 它 在 G 的 任何 非 平 凡 的 真正 规 子 群 上 可 和 裂 . 传统 上 ， 
强 可 分 群 被 Christensen[51 称 为 nC 群 . 例如 , 参见 [20],[46],[52]. 

很 清楚 , 一 个 群 的 某 类 子 群 有 补 对 群 的 性 质 和 结构 有 很 大 影响 . 因而 许多 学 者 
研究 某 类 子 群 有 补 的 群 . 例如 , 文献 [12],[19],[72),[78], [79], [109], [111], [135], [157], [184]. 
迄今 , 虽然 在 许多 论文 中 研究 子 群 的 可 补 性 对 有 限 群 结构 的 影响 , 然而 对 有 限 p RE, 
在 这 方面 几乎 没有 什么 结果 . 王 丽 芳 等 在 文献 [229] 开始 了 这 方面 的 研究 , 确切 地 
说 , 他 们 研究 了 所 谓 的 NMC BE, 即 不 含 在 Frattini 子 群 里 的 非 平凡 真正 规 子 群 均 有 
补 的 有 限 p 群 . 他 们 的 工作 恰 是 Kirtlandl11 所 做 的 相反 情形 . 本 节 介 绍 文献 [229] 
的 工作 . 

明显 地 , 有 限 群 G 是 nC 群 当 且 仅 当 G 是 8(G) = 1 的 NC 群 . 特别 地 , E 
G Æ p HAE nC EE, UG 是 初等 交换 的 .因而 对 p 群 G 而 言 , 需要 研究 的 是 
B(G) 冯 1 的 情形 . 以 下 NC-p 群 意 指 G 既是 p HME NC E. 

易 证 NC 群 的 商 群 还 是 NC EE, 然而 , NC 群 的 子 群 不 一 定 是 NC RE. 

例 14.16.1 3 G = (a,b | a} = b? = a8 = af = a} = 1, [01,6] = az, [02,01] = 
az, [a2, b] = a4, [a3, a1] = [a3,b] = [a4, a1] = [a4,6] = 1). RJ G X NC 群 但 不 是 极 大 
类 群 . 进一步 地 , G 有 极 大 子 群 不 是 NC 群 . 

WEBB 设 M=(b,az,as,a4). JI] M & M,(1,1,1) x C; E G= M x (a). 因为 
|M| = 34, sk |G| = 35. 因而 M < G. 明显 地 , d(M) = 3. 由 定理 14.16.8 可 知 , M 不 
是 NC 群 . 另 一 方面 , G = (G), G' = (a2, a3, a4) = €(G) H d(G) = 2. 于 是 由 定 
H 14.16.8 可 得 G 是 NC Tif. 因为 G2 < Z(G) = (a3, 04), M c(G) — 3. MG 不 是 
极 大 类 的 . 口 

定理 14.16.2 设 G 是 NC-p 群 . 则 G= Qi(G) HG’ — 6(G). 特别 地 , # G 
非 交 换 , 则 Z(G) « 9(G). 

证 明 ”首先 可 证 G = (G). ER, 则 存在 M < G 使 得 (G) < M. 因为 
G 是 NC it, M 在 G PAF, REA H. AA M<G, 故 IlG :MI= |H| = p. 
于 是 H « Q1(G) « M. 由 此 可 得 G= MH = M. FE. 因而 G = Q1(G). 由 于 
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G — G/G' 是 NC RE. Am G=0:(G). KR G/G' 初等 交换 . 因而 G' = 9(G). 

# Z(G) £ 9(G), 由 于 G 是 非 交 换 的 , WHELAN < G 使 得 G= Z(G)N B. 
Z(G) 门 N —1. 明显 地 , NIG. M Z(G)C)N #1, FA. 于 是 Z(G) < HG). o 

定理 14.16.2 的 直接 推论 是 如 下 . 

推论 14.16.3 设 G 是 有 限 p 群 . 

(1) € Q1(G) « M «G, R] M ÆG PHA. 

(2) x G 是 正则 的 NC 群 , 则 exp(G) = p. 特别 地 , 若 G 是 交换 的 NC E, nj 
G 是 初等 交换 的 . 

定理 14.16.4 KG X p 8E, |G'| 2 p. RJ G X NC 群 当 且 仅 当 G 法 My(1,1,1). 

证 明 e: 显然 . 

=>: 由 定理 14.16.2 可 得 , Z(G) < G'. WA |C] =p E Z(G) > 1, KG = 
Z(G). 由 定理 14.16.2 得 G = Qi(G). 因而 存在 a € G 使 得 o(a) =p Ha g &(G). 
4 H — (a)G'. 明显 地 , |H| = p?.. 又 由 定理 14.16.2 知 G = O(G). 故 H EPRE 
(G) 中 的 G 的 正规 子 群 . 由 假设 , HEG 中 有 补 K. 因而 |G :天 | = |H| =p’. 
A K'«G')»K«H()K B H() K 21, fk K'—1. 因而 KK XA. TÆ KG = KZ(G) 
是 G 的 交换 极 大 子 群 . 由 定理 1.7.6 可 得 |G| = p|Z(G)|]G'| = p. FE G 是 内 交换 
的 . 又 由 定理 14.16.2 可 知 G = Q (G). 检查 定理 1.7.10 中 的 群 易 得 G = M,(1,1,1). 

口 

引 理 1.7.7 和 定理 14.16.4 直接 结果 是 如 下 推论 . 

推论 14.16.5 ik G XA; Æ. RJ G 是 NC 群 当 且 仅 当 GG 法 My(1,1,1). 

推论 14.16.6 设 G 是 非 交 换 的 NC-p 群 . 则 d(G) = 2. 

证 明 Æ [G'| = p, 由 定理 14.12.2 可 知 , G & M,(1,1,1). 于 是 d(G) = 2. # 
IlG » 5. R N«G' B N 3G. N [G| 2 |G'/N| 2 p. 因为 NC 群 的 商 群 是 NC 
BE, WCG — G/N 是 NC E. 由 定理 14.164 可 得 d(G) = 2. 因而 4(G) = 2. 口 

引 理 14.16.7 KG X€ p8£,d(G) —2. # H AG HAE 9(G) 中 的 正规 
子 群 , 则 G' <H. 

证 明 AA H £ 9(G) H d(G) = 2, WEE a € H\O(G) M b e G 使 得 
G= (a,b). HAIG WF [a,b] =a ta € H. FÆ C' = (ab? |geG) « H. O 

定理 14.16.8 设 G AAR p FÉ. RJ G 是非 交换 的 NC 群 当 且 仅 当 d(G) = 2, 
G! = (G) E. G — (Q(G). 

证 明 =: 由 定理 14.16.2 和 推论 14.16.6 即 得 . 

4 一 : 设 H Æ G 的 不 含 在 8(G) 中 的 正规 子 群 . 因为 d(G) = 2, 由 引 理 14.16.7 
可 知 G' < H. 进一步 地 , 由 G' = 9(G) TAH EG 的 极 大 子 群 . 因为 G = Q1(G)， 
故 存在 ae G H ola) =p ag H. FÆ G= Hla) B. Aa) =1. AMA 
G 中 可 补 , 故 G 是 NC E. 口 
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定理 14.16.9 设 G 是 非 交 换 2 群 , AHA 27. MN G 是 NC 群 当 且 仅 当 
Gu D. 
证 明 ” —: HG Don. 为 方便 设 


G= (a,b | a" = 1,5? = 1,a? = uy wid. 


因为 G = (ab, b) H olab) = o(b) = 2, RG = Q (G). 明显 地 , d(G) = 2 H G’ = 9(G). 
由 定理 14.16.8 可 得 G 是 NC SE. 

=>: 由 推论 14.16.6 可 得 d(G) = 2. 再 由 定理 14.16.8 得 |G : G'| = 22. 由 定 
H 1.11.9 可 知 G 是 极 大 类 的 , AG 同 构 于 下 列 群 之 一 : Doan, 即 二 面体 群 ; Qo«, BI 
广义 四 元 数 群 以 及 SDan, 即 半 二 面体 群 . 注意 到 对 于 Qo A |Q1(G)| = 2, 而 对 于 
SDon 有 |G: Q1(G)| —2. 由 定理 14.16.8 可 知 , G 不 能 同 构 于 Qo 或 SDa. 因而 
G £& Das. 口 

定理 14.16.9 告诉 我 们 NC-2 群 是 极 大 类 的 . 自然 地 要 问 : 奇 阶 NC 群 是 极 大 
类 p HG? 例 14.16.1 告诉 我 们 , 答案 是 否定 的 . 下 面 我 们 讨论 奇 阶 NC RE. 

定理 14.16.10 KG 是 有 限 p 群 , c(G) —2. RJ G 是 NC 群 当 且 仅 当 G 
M,(1, 1, 1). 

证 明 车 G 是 NC SÉ, 由 定理 14.16.8 WH, d(G) = 2,G = Q (G). 8 G= 
(a, b), 其 中 o(a) = o(b) = p. 因为 c(G) = 2, 故 G'g< Z(G). 于 是 G' = ([a,t]). 于 是 


[a, 5]? = [a?, b] = 1. 


故 |G'| =p. 由 定理 14.16.4 TA, G & M5(1,1,1). RZ, 结论 明显 地 成 立 . 口 

定理 14.16.4 和 定理 14.16.10 的 一 个 直接 结果 如 下 . 

推论 14.16.11 HG X NC 群 . 则 下 列 陈述 等 价 . 

(1) G 是 A, #; 

(2) |G'| = p; 

(3) c(G) = 2; 

(4) G = M,(1, 1, 1). 

下 面 分 类 NC-.A, 群 , 其 中 t= 2 和 3. A, RA As 群 已 被 张 勤 海 等 分 别 在 文 
献 [273],[280] 分 类 . 然而 , 有 一 个 长 的 群 表 , 文献 [229] 给 了 一 个 不 依赖 于 查 表 的 证 
8j. 首先 对 NC-A, 群 的 阶 有 以 下 结果 . 

定理 14.16.12 HGRA, 35 t2 1. 车 G 是 NC 群 , 则 |G|= pt. 

WA |G) =p". 只 需 证 t+=n 一 2 即 可 , 即 只 需 证 G 有 p? 阶 非 交 换 子 群 . 

令 c= c(G). 车 c= 2, 则 结论 由 推论 14.16.11 得 出 . FRe>3. 因为 G 是 
NC RE, 由 定理 1416.8 可 知 , d(G) = 2 HL G = (G). 不 妨 设 G = (a,b), 其 中 
o(a) = o(b) = p. 按 以 下 三 步 证 明 结 论 . 
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(1) exp(G.) = p. 
因为 Getl = 1 故 Ge < Z(G). 由 Ge = [Gs 1, G] 可 得 


Ge = ([¢, a), [z, | ae G4). 
4 re€G. 由 [89] FAST, 引 理 1.3 可 知 ， 
jid = [tue] i mE" ili, 


于 是 exp(G.) =p. 
(2) Gea HT EB p 阶 元 生成 , BY Gc, = Qi(G。 1). 
$ reEG H H= (2,0). H c=3, WG 交换 .于 是 H' 交换 . Reda. WU 


H' = (|z, a)" | h € H) € Ge... 


因为 
[Ge-1; G..1] < G2e_4 < Ge =], 


故 Goi 交换 . 由 此 可 得 H' 交换 . 于 是 H 亚 交 换 . 由 命题 1.1.9 和 (1) 可 得 
1 = [z, a7] = [z, a]? [x, a, a] 2) = [x, a}. 
同样 的 论证 可 得 [r, b]? = 1. AA 
Ge_1 = ([z, a]®, [z, 9]? | £ € G.-2, g € G), 


eH Geni = O (Ga). 

(3) G 有 p? 阶 的 内 交换 子 群 . 

因为 

Ge = (Ir, al9, [wb | ve Ge_i,g € G) Z 1, 

由 (2) TA, 存在 x € Go H ole) = p 使 得 [r,a] 4 1 或 [xb] 41. 不 妨 设 
[ra] 41. $ H = (x,a). AW c(G) =c, & [z,a] € Z(G). 从 而 H' = ([z, a]). Ei (1) 
得 o([r,a]) = p. 再 由 定理 1.7.7(2) 得 , H Æ G 的 p? 阶 的 内 交换 子 群 . 加 

定理 14.16.13 HG ZAM A: 群 . 则 G 是 NC 群 当 且 仅 当 G 同 构 于 下 列 
群 之 一 . 

(1) G = (a,b | af = a = a& = b^ = 1,[o1,b] = as, [azb] = Gg, [03,9] = 
[a1, a3] = [a1, a2] = 1); 

(2) G = (ay, | a] = a3 = b? = 1, [a1, b] = a2, [a2, b] = 09, [a1, a2] = 1); 

(3) G = (a,b | a] = a3 = b? = 1, [a1, b] = az, [a2 b] = a] °, [a1, a2] = 1). 
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证 明 <=: 很 清楚 , 定理 中 的 群 均 满足 d(G) = 2 H G' = (G). 对 于 群 (1)， 
G = 01(G). 注意 到 对 于 群 (2), (ai 好 )3 = 1; 对 于 群 (3), (ard)? = 1. 故 G = Q3(G). 
由 定理 14.16.8 可 知 , 定理 中 列 出 的 群 均 是 NC 群 . 

=>: 因为 G 是 A; 群 又 是 NC 群 , 由 定理 14.16.12 可 知 , |G| = p^. 检查 p* Br 
群 的 分 类 即 得 定理 中 的 群 (1) 一 (3). 口 

推论 1436.14 HG X NC-p 8E. N) |G'| =p? SARS G 是 定理 14.16.13 中 
列 出 的 群 之 一 . 

证 明 ”明显 地 , 定理 14.16.13 中 的 群 的 导 群 均 具 有 p? 阶 . RZ, H |G'| = p 
由 定理 1.7.7 可 知 ，G 不 是 内 交换 的 .因为 G 是 NC 群 ， 由 定理 14.16.8 可 知 ， 
IG|= p*. 于 是 G 是 A: RE. 此 时 结论 由 定理 14.16.13 推出 . oO 

定理 14.16.15 ik G ZAM Az 群 . MG X NC SARS G 同 构 于 下 列 
群 之 一 . 


(1) G = (a,b | af = a5 = af = af = b? = 1, [a4, 6] = às, [02,5] = aa, [03,9] = 
a4; [04,0] = 1, ev] —=1),p 25,1 &i& 41<7 <3; 

(2) G = (ay, b | of — a5 = a5 = a) = P= 1, lerb] =a [03,5] = as, lania] = 
a4, [a3, b) = 04, [a3, a1] = (a4, ai] = [a4, b] = 1),p 2 5; 

(3) G = (a3,b | a? = b? = a5 = ab = a4 = 1, (a1, b] = a2, [a2, a1] = az, [a2, b] = 
a4, [a5, a1] = [3,5] = [a4, a1] = [a4, b] = 1), p > 3; 


(4) G = (a,b | a? = a = 1,0? = a3, [a1, b] = a», [a2, b] = ay °a;°, [a2, a1] = a3); 

(5) G = (ay, b | a] = a3 = b = 1, [an b] = az, [a2, b] = a1 205°, [a1,a2] = 1). 

证 明 ”<=: 很 清楚 , 定理 中 的 群 均 满足 d(G) = 2 和 G' = e(G). 对 于 群 (1-3)， 
G = (G). 另 一 方面 , 对 于 群 (4-5), 由 命题 1.1.10 计算 可 得 , (abt) = 1. 于 是 
G — Q1(G). 由 定理 14.16.8 可 知 , 定理 中 列 出 的 群 均 是 NC 群 . 

=: 因为 G 是 As EE NC IE, 由 定理 14.16.12 可 知 , |G| = p°. 对 于 p> 5, 
检查 文献 [270] 给 出 的 分 类 , 对 于 p = 3, 使 用 Magma 检查 小 群 库 中 的 群 即 得 定理 
中 的 群 (1) 一 (5). 口 

注 14.16.16 对 于 t+ <3, 由 A 群 的 分 类 可 知 , 有 3 类 A 群 、22 类 A 
群 、222 类 A; 群 。 然 而 ,推论 14.16.5、 定 理 14.16.13 和 定理 14.16.15 告诉 我 们 ， 
At < 3) 群 中 仅 有 几 个 群 是 NC IE. 这 意味 着 Dp A G 的 不 含 在 OG) 里 的 非 平凡 
真正 规 子 群 有 补 这 个 假设 对 p 群 结构 有 很 强 的 限制 . 
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